ONSOZ.

Bu kitap, Matematik, Fizik, Kimya gibi Temel bilimler, Miihendistik, Iglet-
me ve Ikiisai gibi ekonomi bilimleri &3rencilerine, iiniversitelerin birinci ve
ikinci yillaninda okutulan “Analiz”, “Genel Matematik”, “Yiiksek Matematik”
adh dersler icin hazirlanmugtir. Baza boliim veya kesimler atlanarak, matemati-
* ge daha az ihtiyag duyan diger boliimieri igin de kullamlabilir. Matematik, akil
ve mantifa dayali, yani diigiindiirme bilimi oldugundan biitiin bilimler Matema-
tik ile olgunlasir. Matematik diigtinmeyi 6greten bir bilim oldugundan, ona ihti-
ya¢ duymayan tek bilim “lafoloji” dir. ' )

Kitap iki ciltten olugmaktadir. Birinci cilt olan elinizdeki bu kitap bir degis-
kenli fonksiyonlarin diferensiyel ve integraline aynlmistir. Bu nedenle bu ciltte
fonksiyonlar, limit ve siireklilik, tiirev, tiirev uygulamalan, belirsiz integraller,
belirli integraller, integrallerin uygulamalar, diziler ve seriler adli boliimler yer
almaktadir. Ayrica, kimi grencilerin, liseden mezun olduktan bir veya birkag
yil ara verdikten sonra iiniversiteye bagladiklar, lisede bazi temel kavramliar
gormeden gelebildikleri gézoniine alinarak “Onbilgiler” baglig: altinda bir bs-
liim verilmigtir. 0. b6liim olan bu béliim ihtiyag duyulmadig: takdirde atlanabi-
lir. Bu boliimde, kiimeler, say:lar; iislii — koklii cokluklar, ikinci dereceden denk-
lem ve esitsizlikler, dogrunun ve cemberin analitik incelenmesi gibi konular bu-
lunmaktadir.

Yukarida ad: gecen kavramlar, miimkiin oldugu kadar agik ve anlagilir bir
sekilde verilmeye calisildi. Islenen her konu igin ¢ok sayida omek ¢oziildii.
Baylece kitap kolay grenilebilir bir hale getirildi. Ogrencilerin edindikleri bil-
gileri pekistirmesi ve kendini denemesi icin bolca problem verildi. Ogrencilerin
verilen tiim problemleri yapmalarim 6zellikle 6neririm. Ayrica her boliimiin so-
nunda o boliimii tarayacak ve §grencileri biraz daha diisiinmeye zorlayarak “Bo-
liim Problemleri” baglig1 altinda baz: problemler verilmigtir.

Kitapta el verdigince yalin bir dil kullanilmasina 6zen gdsterilmistir.

Biitiin ¢abalara rafmen, kitapta goriilen eksiklik ve kusurlarin, daha sonraki bas-
kilarda en aza indirilmesi icin meslektaglanmin ve grencilerin gdriiglerine agik
oldugumu ve onerilerini kivang ve siikranla karsilayacagimu bildirmek isterim.

Kitabin dizgisini yapan Ulkii KALENDER e, grafik cizimleri yapan Ozdal
SARSMAZ’a, kapak tasartmin: hazirlayan Suha GOKCEN’e, baski islerini bii-
yiik bir titizlikle yapan Ertem Matbaas: personeline tegekkiirii bir borg bilirim.
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ONBILGILER

0.1 KUMELER

Bu biliimde, ogrencilerin orta dfretimde gordiigi bazi konularin kisa bir dzeti
verilecektir. Boylece Sgrenci, Sfrenememis veya unutmus oldugun kavramlan 6§-
renme veya hatirfiama imkamna kavugmug olacakur.

T g e T g D T e e e ]

Kesin bir tamm yapilamamakla beraber, sezgisel olarak, kiime bazi dzelliklere
sahip nesnelerin bir toplulugu, bir sunifi, bir kolleksiyonu olarak digiiniilebilir.
Kiimeyi meydana getiren nesnelere kiimenin elemanlan adt verilir, Bu kitap-
ta gzOniine alinacak kiimelérin hemen hepsi, elemanlan sayilar olan kiimelerdir.
Kiimeler, genellikle A, B, C, X, Y,... gibi biiylik harflerle, elemanlari da a, b, ¢, x,
v, ... gibi kiiciik harflerle gosterilir. @ bir A kiimesinin bir elemam ise, bu

ac A
bigiminde gdsterilir. Eger b, A kiimesinin eleman: degilse bu da

beg B

"bigiminde yazilir,

Bir kiimenin verilmesi icin ¢ kiimenin elernanlarimn teker teker belirtilmesi veya
o kiimenin elemanlarin belirtibnesine yarayan karakteristik 6zelliginin verilme-
si gerekir. Buna gore, bir kiime ya o kiimenin elemantanm { ...... } parantezi
icine yazmakia, ya da '

{x : (x in karakteristik ozellifi) }

biciminde gosterilir. Ornegin elemanlan 1, 2,3 olan kiime
{1,2,3}

ile, Tiirk alfabesinin harfleri kiimesi
{x: x Tiitk alfabesinin bir harfi}

ile gosterilebilir. Bu yazigta kiimenin genel eleman x harfiyle gisterilmis, " : "
igareti de "6yle ki" anlamna gelen bir sembol olarak kullanilmustir.

Kolaylik saglamak amaciyla, bazen kiimeleri bir bblge iginde kalan noktalar ile
gostermek adet olmugtur. Bu gekillere Venn diyagramlan adi verilir. {a,&,c}
kiimesinin Venn diyagrarm yanda verilmistir.



AcB

D)

A v B Kiimesi

A B Kumesi

ORNEK :

TANIM

 Bir A kilmesinin herbir elemam B kumesmm de bir elemam ise, A kiimesi B
. nin bir alt kiimesidir denir, v¢ A ¢ B blgnmnde gﬁsterﬂjr Yaru L

AcB @[xeA = xe B]_-_

A={1,3,57.9} ve B={0,1,2,3,4,56,7,8,9} ise

A c B dir, zira A min herbir elemani B nin de bir elemanrdir.

TANIM .
EferAcCB ve BC A ise,Afle B kumelen e§1tt1r denir. A = B blgnmnde

.- gosterilir. A kiimesinin en az bir elemam B de defilse veya B nin en az bir
_ elemam Ada clegx]se A ile B farkhdn: demr, A#B geklinde gostenhr

Bu tanuma gore A ile B egit kiimeler ise aynx elemanlardan meydana gelmislerdir.

.TANIM

: 'Eger Ac B Ve A # B ise, A kmnesme B nin bu' Ozalt kiimesidir dénir.’

“TANIM

. ngbu- elemam olmayan kumeye b0§ kume denir ve & ile gostenhr

Bog kilme her kiimenin bir alt kiimesidir. Zira & de bulunup diger kiimelerde
bulunmayan bir eleman yoktur.

TANTM

A ve B lci.tmelennm tiim elema:ﬂannm oluaturdugu kitmeye, A ﬂe B
kumesmm b:rlegnm dcmr A u B zle gostenhr Buna gore '

AuB {x xe Aveyaxe B}

 olacaktit.

Yukandaki sekilden de kolayca goriilecegi gibi,

Ac AuUB ve Bc AUB
dir.

| - arakesm veya ke51§1m1 demr, A n B ‘ile gosterilir. Buna gore, '

: ,TANIM

L Ave B kumelennm ortak elemanlanndan olugan kumeye Aile B kumesmm

. AOB—_{x xeA ve xeB}

) dIur. ’




 Aynik kimeler

A\ B Kilmesi

A B

¥y
N _a,b
B{ ()AXB
L a 1 -
— —— x
A

Yukandaki tamm gézdniine almdifinda, .

ANnBcA  ve AnBCBH

oldugu kolayca goriilebilir,

A r‘u B @ 1se A ve B kﬂmelen ayr:ktir demr

" Buna g'ﬁre iki kitme ayrik ise bu _kiimelerin ortak elemam olmaz.

TANIM

A kumeSmde olup da B. de bulunmayan elemanlann kumesme B nm A kume«
. sme gore tumleyem demr A \B 1le Uostenl}.r :

Buna giire,
A\B={x; xe Ave x& B}

dir. Kiime teorisinin herhangi bir uvygulamasinda ugragilan tiim kiimeler bir sabit
\dimenin alt kiimeleri olarak diigiinitlebilir. Bu kiimeye evrensel kiime denir.

_ _";."TANIM

__Blr A kumesmm E evrensel kumesme gore tumleyenme A kﬁmasmm .
tumleyem denir: A' 1lc gostenhr Buna gorc,_ ' = '
| {x xe A} ”

dirn -

Sonlu sayida eleman: olan kiimenin eleman sayis1 s(A) veya n(A) ile gOsterilir.
AU B kiimesinin tanmm gézontine alindifinda

S(A U B) = s(A) + 5(B) — S(A M B)

oldugu kolayca gosterilebilir. Bu e§it]jktei; yararlanarak

S(AUBU O = s(Au B) +5(C)—s [(AVBY N (]

K}

SAUB) + 5O - AN O UBA O ]

SAUB) +S(O) - [S(AN O +sBNCy—-sAn BN Q)]
= 5(A) + S(B) + (CY—-SAN B - AN C)-sB N C)+s(AN BN C)

bulunur.

-TANIM

AveB kumele.nnm kartezyen garplrm, a e Ave b € B «0lmak lizere, tim
's1ra]1 (a.bB) Jktlﬂermm kumemchr Buna gore,

_ AxB {(ab) aeAvabeB}
i,




0.2 SAYILAR

_021 Réel Séyllar

Bu kiime yandaki sekilde gosterilmigtir. A x B kiimesi igin,

s(A x B) =s{4) . s(B)

.. nsariiarm Ggrenime stirecinde aighamaya bagladyh kavramidrdan biri de sayiiar- . ...

dir. Biitiin bilim dallarinin gelismesinde kaginilmaz sekilde kullamlan matematik,
en basit tanim ile, insanlanin sayilarla ufragmasindan bagka birgey degildir. De-
neye dayanan biitiin bulgulanin da ancak sayilarla ifade edildikleri zaman bir de-
ger kazanacafim hepimiz biliriz. Hayatomizin her aninda nasil sorusu yamnda ne
kadar sorusunun da ayn derecede 6neme sahip oldugunu hatirlayacak ohursak,
sayilarin vazgecilinez kavramlar olarak bizimle beraber olduklarm anlanz.

Biz bu béliimde reel sayiarm kisa bir Hzetini verecek, daha sonra lineer nokta
kiimelerinin &zelliklerini inceleyecegiz.

Herhangi bir teori kurulurken bu teorinin dayanacag bazi temel kaviamlara
ihtiyag vardir. Yani bagta baz1 geyler kabul edilerek diger kavram ve teoriler bun-
larin tizerine kurulur. Sayilar teorisinin geligmesinde bu temel kavramlardan biri
de Dogal Sayilar kavrarmdir, Bilindigi gibi,

N={1,2,3,...,n..}

kiimesine dogal sayifar kiimesi *, bu kilmenin elemanlar: olan 1,2,3 ... sayilarina
da dogal sayilar ad: verilmektedir.

Matematikte kargimiza gikabilecek biitiin problemleri bu sayilar ile gézmek
miimkiin degildir. Ornegin x + 2 = 1 denkleminin dogal sayilar kiimesinde bir
¢Oziimii yoktur. Bagka bir deyigle bu denklemin kokii bir dogal sayr degildir.
Ciinkii x yerine 1, 2, 3, ... sayHanndan hangisini koyarsamiz koyun denklem
saglammaz. Bu sebeple dofal sayilar kiimesi, m ve n dogal sayilar olmak iizere,

x+m=n

tipindeki denklemlerin kéklerini de icerecek sekilde genigletitmig ve tam saydar
kiimesi denilen

Z={.,63,-2,-1,0,1,2,3,...}

kiimesi elde edilmigtir. Demek ki tamsayilar kiimesi dogal sayilara bu sayilarmn
negatifleri ile sifirin katilmastyla elde ediliistir,

Tam sayilar kiimesi de biitiin ihtiyaglarimiza cevap veremez. Ornegin p ve g birer
tamsay1 olmak lizere (x » 0),

% Bazs kaynaklar sifir sayisum da dojial sayiara katarlar,
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S gx=p
seklindeki bir denklemin kokii bir tamsay! olmayabilir. Bu nedenle tamsayilar
kilmesi gx = p tipindeki tim denklemlerin koklerini de ihtiva edecek gekilde
genigletilmis ve bu kiimeye rasyonel sayilar kiimesi ad) verilmistir. gx = p tipin-
deki denklemlerin kokleri p/g seklinde olduklanndan rasyonel sayiar p/g

- geklinde yazilabilen sayilardir. Su halde, rasyonel sayilar kiimesini O ile gostere-

cek olursak ) o
Q:{%: p,qEZveqa&O}.

olur. ki tamsaymin 2 1 den bagka ortak bdleni yoksa bu iki sayiya aralarida
asaldirlar denir. ¢ sifirdan farkh bir tamsay1 olmak tizere, % = % oldugundan
yukarnidaki p ile g sayilart aralarinda asal kabul edilecektir. Aksi takdirde @ kii-
mesinde birbirine esit sonsuz ¢oklukta eieman bulunur. Diger taraftan her m tam-
sayis1, m/1 geklinde yazilabildiginden, bir rasyonel sayidir. Demek ki {2 rasyonel
sayilar kiimesi Z tamsayilar kiimesini kapsar.

Bir kenarnin uzunluBu 1 birim olan karenin kogegeninin uzunlugyu ~2 birimdir,
Simdi bu+/Z sayistun bir rasyonel say1 olup olmadifim aragtrahm. +2 sayisimn
rasyonel oldugunu gostermek icin bunun p/g seklinde yazilabildigini gostermek
gerekir. Kabul edelim ki +2 rasyoneldir. O halde p ve ¢ aralarinda asal olmak
iizere 2 = £ blg]mmde yazilabilir. Her iki tarafin karesi alimr ve g2 ile gar-

pilirsa 2g% = p2 bulunur. Birinci taraf ¢ift say1 oldugundan ikinci taraf, yani p? de
cifttir. Dolayisiyla p cifttir. O halde r bir tamsay1 olmak iizere p = 2r yazilabilir.
O zaman 2¢? = (2r)?, buradan da g = 2r? bulunur ki bu ¢? nin ve dolayisiyla g
nun ¢ift oldugunu gosterir. Hem p hem de g ¢ift oldugundan 2 sayisi bunlarm bir
ortak bolenidir, Halbuki biz p ve g sayilanim aralannda asal kabul etmigtik. Bu
bir gelismedir. O halde /2 sayis: rasyonel degildir. Rasyonel olmayan bu sayilara
irrasyonel sayilar adi verilir. Rasyonel ve irrasyonel saydarn hepsine birden
reel sayilar denir. Reel sayilar kiimesi R ile gdsteriliv. Yukaridaki tanimlar
gozoniine alindiginda say:1 kiimeleri arasmda

NcZcQcR

bagmtitanmn bulundugu acikca griiliir.

Bilindigi gibi her bir reel sayiya say1 dogrusu fizerinde bunu absis olarak kabul
eden bir tek nokta ve her bir noktaya absis olarak bir tek reel say1 karsilik gelir.
Bu nedenle elemanlart reel sayilar olan kiimelere lineer nokta kiimeleri ach veri-
lir.

Bu kesimde gézoniine alacagimz kiimeler lineer nokta kiimeleri olacaktir. Bu
kiimelerin temel dzelliklerini bir 6zet halinde verecegiz. Lineer nokta kiimeleri
icinde en ¢ok kullanilanlan araliklardar.



(a,8)

[a.b]

[t;.b)

ia.d]

a b
Baz aralik gegitleri

[c,+=)

(_oo'c]

WV

&

(c,+e)

¢
(‘_m’c)

Fi\

¢

(_QO)

TANEM
~aveb ikireel sayi ve a<b'olsun-._"
{xe R a<x<b}

'_§ek1mde tamm]anan teel sayl ktlmesme .a ve b sayilan ile belirtilen acike .
_ arahk derur ve (a b) blgunmde gdstenh.r Benzer olarak

: 'kumesme kapaln arallk ad1 venhr [a b] ile gostenJJr

1xeR a<xs o}

(a, b]—{xeR a<xsb}
[a b) {xeR ansb}

kﬁmelenne de yan ac1k arahklar adl venhr

o3

Cesitli sonsuz arakiklar

fre,
e

Yukandaki araliklarin boylan sabit olup b — @ sayisina esittir. Boylan sonlu
olmayan arahkiar da vardr. Bunlara sonsuz arahklar adi verilir. Bunlardan
bazilar1 yanda gOsterilmigtir. Burada ¢ herhangi bir reel sayidm,

a ve b iki reel say: olsun. Efer a + r = & olacak gekilde pozitif bir r sayisi varsa,
a sayst b den kiigiiktiir veya b sayis1 a dan bilyiiktiir denir, @ < b bigiminde gis-
terilir.

TEOREM 0.1:

1) a<b = a+c<b+ec

2y a<b = a-c<b-c¢

3) a<bvec>0 = a.c<b.c

4) a<bvec<0 = a.c>b..c
1.1

5) g<b vea.b>0 = E>F

TANIM _
Bir a' reel sayisimn mutlal defferi -

a, az =0 :se
Ial
_' -a, a<0 zse

geklinde tanimlanan lal saylsldu'

Yukanidaki tanuma gére, @ ister negatif olsun, ister pozitif olsun, lal daima pozi-
tifiir, 10l =0 olacagindan her a reel sayisii¢in lal = 0 dir. Aynca, daima
lal? = a? olacagmdan



ot = N

yazilabilir. Bu ifadeye mutlak deferin cebirsel tamm denir.

Bir a sayisimn mutlak degeri', o saymm orijin (baglangic) nokiasma olan vzakli-
g ghsterir.

‘Mutlak degérin tzellikleri agagidaki teoremde Szetlenmigtir.

TEOREM 0.2 :

Her a,b.€ R igin,

M) lalz0

(2) —lalzax<lal

(3) |ld-lbl|sla+bl<lal + 16l (Ucgen egitsizligi)
@) la.bl= lal. 15l

' al |al '
) H‘_l‘z?l-' €20

Agagidaki teoremden yararlanarak bazt egitsizlikler kolayca ¢oziilebilir,

TEOREM 0.3:
" Her pozi_tif p sayisi igin,
1) ll=p ise, u=p veya u=-p

2) i<p = —p<u<p dir.

3) l>p = u<-—-p veya u>p dir.

ORNEK :

[2x—1{<35 egitsizligini ¢oziiniiz.

Coziim ;
[2x-11<5 = ~-552x-1=35 =
1-5=2x<5+1= -2=<x=3

olur,

O halde egitsizligin ¢ziim kitmesi
C=(2,3]

kapal aralifadir.




Matematikte sik¢a kultanilan kavramlardan biri de komsuluk kavranudir.

£ g . TANIM
a-¢ a a+E & bif pozitif sayi olsin. -
amn &~ komguhugu o K={reR:l-al<e }=(@-e .a+e)
""};Il;du.aamv v:v‘wualnuu .\.. E\\unuguau{,u thI S
ORNEK :

2 gayisimn ﬁ komsulugunu bulunuz.

Coziim :
- 1 1 3199 201
K‘(2 100° 2*100)“(100 ' 100)
olur.
“TANIM

Bir 4 reel sayxsmdan bIIyuk olmayan tamsayilarim en buyugune. ¢ Say1s1In
tam kismr* denir ve H ﬂlle gosterilir,

Yukandaki tamma gore, [3,4] =3, [5]=5, [-3,6] =] /2] =1
clacaktir.

Omeklerden de goriilecegi gibi, her a sayist, onun ﬂaﬂ tam kasmu ile, 0 =k < 1
ozelligini saglayan, kesir kasmunin toplam olarak yazilabilir, yani

a=|d +& O=k<1)
olarak yazitabilir. Ornegin
3,41 = 3+041

5 =5+0
-3,6 = —4+04
J2 = 1+041 ...

yazilabilir. a bir tamsay1 oldugunda k=0, diger hallerde 0 <k < 1 dir.

ORNEK :
4. H3,6|] ve 1[4.(3, 6)| sayilarim hesaplayiniz. Her r tamsayisi icin,

n.|a]=]n.d]

egithigi dogru mudur?

* Baz1 kaynakiar “tam kisim” yerine “tam deger” deyimini de kellamrlar,



" Cozitm : _
 443.60=4.3=12 ve [4(3,6)]1= [144]= 14 oldugundan,
4.03.61204.3,61
dir. Suhalde . [2]= | al esitligi bazs durumlarda dogru olmaz.

Tam kisim ile ilgili temel 6zelli1der agagdaki teoremde verilmigtir.

TEOREM 0.4:

(1) Hera,be R igin, :
la+bl=lal + [5]

(2) Herae R,. meZ igin, .

la+ml=Tal+m

. ORNEK : _

2%+ 3] <8 eitsizliginin géziim kiimesini bulunuz.
. Qoziim: o .
[2x+3]<8 = [ 2x]+3=<8 =
[2x]s5 = 2x<6 = x<3

olur.

0.3 USLU VE KOKLU GOKLUKLAR e

a herhangi bir say1 ve n herhangi bir pozitif tamsay: olsun.

ad, .. a
A s et
R izne @

carpiming @ mn n— inci kuvveti denir, @® bigiminde gosterilir. a # 0 olmak iizere,
a™ ve a agafidaki sekilde tanimlanir.

a'"=i, a’=1

a

Buna gore,
3*=3.3.3.3=81
-2=(-2.-2.-2)=~8

“1_t_1
TZ 5525

80=1

5-2

ofuar.
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Reel sayilarin pozitif tam kuvvetlerinin temel zellikleri agagidaki teoremde
siralanmgtr. Bunlarm ispati kuvvet tammindan kolayca elde edilir.

TEOREM 0.5 :
a,be Rt ve m,ne Nig.in, .

(@) a¥.at=amn

@) L=a"" (@a=0)

n

@ (a")'=a™"
@) (@br=a".b"

W e

Eger a= 0 ise, karesi a olan bir tek pozitif say1 vardir. @ min karektkii denilen
bu say1 +a ile gdsterilir. Boylece

Vé=2, . fI6=4, 0=0, 9=3

olacaktir. (- 2)2 =4 oldugu halde /4 = — 2 dir, zira karek&k pozitif tanimhdir.

Negatif sayilarin karekokii bir reel say1 olamaz. Ciinkii reel sayilann karesi
negatif olamaz.

Genel olarak, a =0 ve n herhangi bir pozitif tamsay: olmak tizere, n— inci kuv-
veti a olan bir tek pozitif reel say1 vardir. @ nin # —nct1 kuvvetten kokii denilen bu
sayl a ile gosterilir. Ornegin,

38=2 , A0=0, Yi6=2

olur, Kok tammundan yararlanarak, agagidaki teorem kolayca ispatlanabilir,

 TEOREM 0.6: ..

a,be R*vem,ne Nigin, . -

"«/E"«/'E e B

@) = %z}’g ®%0)

@ Na="4a

Eger n tek say1 ise, a nm negatif degerleri igin de Ve tammlanabilir. Bu durum-
da "fa, n- ninci kuvveti a olan bir negatif sayidir.

Ornegin;
38=-2, Y 32=-2, Y- 1=-1

dar.




- ORNEK: 0<a<bigin, Ja<b oldugunu gosteriniz.
Cﬁz.iim- : | | .
0{ clz <b qldugundan b- r._-z > 0 chr
- AI:= J_; K .B = JF diyelirﬁ. A=0 ve :B >0 dr.
| E’z —Al=(B-A B+ A)>0
| (::lu‘..A +B>0 ve B2~ A%>0 dir. Dolayisiyla B — A > 0 olur.
- Bu B> A, dolayisiyla +/b > +Ja olmasim gerektirir,

Son olarak r bir rasyonel sayl olmak iizere 4f sayisina bir anlam vermeye
-galigabm. » rasyonel oldugundan r = % olacak gekilde m ve n tamsayilan vardir.

Genellikle birsey kaybetimeksizin, n nin pozitif oldugunu kabul edebiliriz. Eger r

Pl

- negatif ise, m negatif olur. a® say1sl
- p— "
a® =g = (%)
bigiminde tanimlamr. Ozel olarak, m=1 alnirsa

1

o a?:%
bagintisi elde edilir,

3

3 -2
* ve 4 * ifadelerini hesaplaymz. -

" ORNEK: 8
Céziim :

? 5
3

83 =(38) =252

(A o3 L1
4 2=(¥4) =2 =5 TF

~ Herbangi r ve s rasyonel sayilari ve g, b pozitif reel s'ay.lla.n icin,

dar.

1
ORNEK : (32)'/%.2 3 igleminin sonucunu bulanuz.

Coziim :

3| —

3_
3

11 11 i
32)5.2 3=(2%%.2 3=2 =22 =42

11



A, B, C herhangi iig kiime olsun. Asafidaki egit-
liklerin dogrulugunu gisteriniz.

(by A\D=4

2 jle tam boliinebilen tamsayilara ¢ift say, ¢ift ol-
mayan tam sayilara da tek say1 denir. Buna gére
her ¢ift say1, m bir tamsay olmak iizere, 2m gek-
linde yazilabilir. Benzer sekilde her tek sayi da

2m - 1 formunda \m'ﬂlnhﬂw Her mﬂ- gavinin lrara.

$i81 —— e SE AUl el

12

() ANB=BnA

(d AUB=BUA

€) AUBUO=@AUBUC -
€ ANnBNCO=AnBnNC .
@ ANBUO=AUBUMNC)
€ AUBNCO=(AUBVEAUD
(f) A'-B' =B\A

® A\BNO=A\BUU\O)
@ ANBxC=AXCONBxC)
1)) AUBIXC=AxCOuUEBxO)

Agaghidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.
() AnB=A & AcCBSB

() AUB=B < AcB

(c) ACB & A'D B

¢y ANB=C < Bc At

{d) AcCveBcC&AUBCC

{e) Cc:AveCc;BﬁCt:AmB

{f) AxB=0J A= veya B=0

| (g) A\BY =(B\AY © A=B

- a ve b pozitif iki say1 olsun.

5 a., —E’— 22 oldugunn gdsteriniz.

- sinin ¢ift, her tek sayinm karesmm tek say1 oldu-

gunu gosteriniz.

Agagidaki denklemleri ¢ziintiz.
@ N-x=

®) x4+ l=h+3i

©) xl=Ik-2l

(dy L-l+Ixl=1
e Bx-lU=3x-1
0 PRx-4l=4-2x

Agafiidaki egitsizlikleri ¢Bziintiz.
(a) k-1l=<3

®) Ilx+1>2

) lr-1t> I

@ bkl+k-lz1

(& Ix4<2x+l

) Bx+121>0

Agagidaki denklemleri ¢ozdniiz.
(@) =

® 2 =2

© Fx+21=1

@ k+1] =x

@ le-11=x

® be+3] =203



10,

11,

Asagdaki esitsizlikleri ¢oziiniiz.
(@ [2d >3
) Ix+3l<2

© |_11'-_._3x]]_ >4 )

@ lx+al<5

(&) [2x]=2x

@ B <3x

Toplamlari rasyonel olan iki irrasyonel say: bolo-
NUZ.

Carpunlan rasyonel olan iki irrasyonel say1 bulu-
nuz. '

Asagidaki ifadeleri sadelegtiriniz.
(a)~4.1636

(b) - 0,00001

() (8a%) 473

(@ B2y 4316y

(&) V12 -3

12,

13,

14.

15,

1¢.

Ya<hb ve b<c=a<ce dir”

snermesinin dogrulugunu gdsteriniz.

“PE+hl=0=a=0veb=0dur”

dnermesinin dofrulugunu gosteriniz.

la—10l< 2 ve 166t <1 egitsizligini saglayan a ve
b sayian veriliyor. Asafidaki sayilann smurlan
i¢in ne stylenebilir.

(@) a+b (b) a—b
(c) aZ-b? (d) a’+ab+ 1
(e a7 -bd () a*+ab+b?

Agagidaki komguluklari, mutlak defer yardimyla
yazunz. :

(a) 1in2 -komsuluiu

() -2 nin % _ komsulugu

x3 = 2 - olacak gekilde bir x rasyonel sayisimn
varolmadiffim gdsteriniz.,

13
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IKINCI PERECEDEN DENKLEM ve ESITSIZLIKLER

a, b, ¢ sabit reel saylar ve x bilinmeyen otmak iizere,
axl+bx+c=0

tipindeki denklemlere ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemler adi verilir.

" Bu denldemin kékieri, } -
A= b —dgc
olmak tizere,
_ =b++A _=b-A
A= T T T T

sayilandir. Buna gére,

(1)  A>0 ise, kokler farkh reel sayilarder.
) A=0 ise, kikler reel ve egittir.
(3)  A<0 ise, kitkler reel degildir.

ORNEK : x2 - 4x-5=0 denkleminin koklerini bulunuz.

Coziim :
a=1, b=-4, ¢=-5 oldugundan
A=b*-4ac=16-4.1(-5) =36
chr. O halde verilen denklemin iki farkl reel kokii vardir, Bu kikler
_4+-36 _4+6

S B R

_4-36 _4-6 _

R T R
saylandir.

y=ax*+bx+c
bigimindeki bir fonksiyonun grafigini ¢izmek icin su yolu izlemekte yarar vardir:
(1} x=0 icin y =c¢ bulunur. Bfri y — eksenini ¢ de kesmektedir.

(2) y=0 iginax?+ bx + ¢ =0 denklemi bulunur. Eger A> 0 ise, effri
Ox — eksenini farkll x, ve x, noktalannda keser. A= 0 ise, egri Ox— eksenine te-
gettir. A< 0 ise, efri Ox— eksenini kesmez.



o] 2\/4 x

y=x2—6x +8 in prafifi

3 x

/

y=—x2 + 4% — 4 in grafigi

(3) Egﬁhin Xp= El;—xz = :2"3 “apsisli noktas: tepe noktasidur.

Bu anlatilanlart bir dmekle pekistirelim. -
ORNEKX :

y=x?-6x+8 efrisini giziniz.

- Cozim :

(1) x=0 i¢iny=38 olur. Efiri Oy eksenini 8 de keser.
@ y=0 icin x*—6x+8=0 bulunur.
A= —dac=36-4.1.8=4>0

oldugundan, egri Ox — eksenini

_=b+vA _6+2 _ _=b-+A _6-2 _
e m Ty = e Ty vy 72

apsisli noktalarda keser.

= % = _g”: 3 apsisli nokta egrinin tepe noktasidir.

~Bu noktanm ordinats yo=3- 6.3+8=-1 olur.

Stizkenusu efri vanda cizilrmigtir. |
ﬁRNEK :
y = —x% + 4x — 4 efrisini giziniz.
Coziim :
x=0 iginy=-4 olur.y=0 igin

| .—x2+4x-—4=0 |
olor. A= 16— 4.1.4=0 oldujundan

~b_-4

HERTR T

bulunur. Egri ox — eksenine x == 2 apsisli noktada teZettir.
UYARI: a>0 igin efrinin (paraboliin} kollan yukan dogru,

a <0 ise kollar agag: dofrudur.

15



Simdi fx) = ax® + bx + c ifadesinin igaretini inceleyelim.

A> (O oldugunda egri Ox — eksenini iki farkly noktada keser. a > 0 oldugunda,
kokler arasinda bulunan x noktalaninda f{x) negatif olur. $u halde kékler arasin-
daki x ler icin f{x) ile a ters igaretlidir. x < x; ve x> x, igin f{x) >0 olur. Bu-
na gore gu tablo yapilabilir.

x —O0 xl x2 oo

fx)in @ nm a mm

isareti | igaretinin igaretinin @ mn igaretinin aym
aym tersi

A=10 ise, x; = x, oldugundan, efri Ox— eksenine x =- % noktasinda tefettir,

a>0 oldugunda efri Ox—ekseninin iist tarafinda bulunur. Delayisiyla her
X “2a igin fAx) >0 dur. $u halde fix) ile @ aym isarettedir. & <0 olmas

halinde f{x) < ¢ olur. Buna gére gu tablo yapilabilir.

0 _—pi2a rox

x 50 -bi2a +00
fom | eileaym a ile ayru
g
igareti
¥
\\/ A< 0 ise efri Ox- ekseninin bir tarafinda balunur.

. a>0 ise, ix)>0, a<0 ise, fix) <0 dir. Dolayisiyla f{x) in igareti @ nin iga-

X rettyle aymdur,
x -0 +c0

ax0
fixyin a ile aym
¥ igareti
* ORNEK : x2—3x—10<0 esitsizlifini ¢6ziiniiz.,
/| Cozéim:
a<0 A= (-3 -4.1(-10) =49 = 72> 0 oldugundan iki farkl1 kék vardir.
3+7 3-7
xl = 2 = 5 y x2 = T == 2
Tsaret Tablosu:

x | -2 5
fx) ’ + - l +




- Verilen egitsizligin ¢bziim kiimesi =~ -
C=(2,5
agik arahg'ldlr. '
Ug ve daha yitksek dereceden denklemleri gbzmek igin ya garpanlara ayirma, ya -

. ikinci dereceden denklemlere doniistiirme ya da Gauss Teoreminden yararlandir.
- Bu yontemleri birer érnekle agiklayahm. .

ORNEK : 2~ 42 -x+4=0 denklemini ¢oziiniz.
Cégiim : Verilen denklem
(x3-x)-4x2+4=0 = x@-1)-4x-1)=0=
(- x-4H=0= x+DE-1DEx-49=0
}ek]jnde ga_lrpa_xl_la_ra ayrilabilir, Her ¢arpan sifira egitlenerek
x=-1, .x2= 1, x3=4
bulunur.
~ ORNEK : x* — 1022 + 9 =0 denklemini ¢dziiniiz.
‘Coziim : x®=y denirse, verilen denklem
Y10y +9=0 |
sekline doniigtir. Bu denkiem 9ﬁzﬁiérck |
n=1 »n=9
bulunur. y = x? oldugundan
=1 veya x2=9
bulunﬁr. Eunla: goziilerek
Cm=-l, m=1, x=-3, %3

kokleri elde edilir.

TEOREM 6.7 . _
(Gauss Teoremi) ;.-
a, , 4;, ..., 4, iamsayilar olmak iizere
X" aix“‘t +ax™ 2+ ta, xt+a,=0

denkleminin bir rasyonel kokii varsa, bu kbk a, sayistm bolen bir

tamsayudir.

17
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ORNEK : * —3x2-2x+4 =0 denkleminin ¢tziim kiimesini bulunuz.

Coziim : Verilen denklemin bir rasyonel kdkii varsa, bu kitk 4 sayisim bislen 1,
+2,44 saytlardan biridir. x; = 1 denklemde yerine konursa

1’-3.12-2.1+4=0 = 0=0

bulunur, vani denklem gaglanir, Su halde 3 3% _2x 4 4 ifadecinin carpan-

larindan biri x — 1 dir. x* - 322 + 2x + 4 ifadesi x-—1 ile boliiniirse, boliim
x*~2x—4 olur. Simdi x*-2x-4=0 denklemini ¢bzelim.
A=4-4.1(-4)=20 olacagmdan

_ 2+2«/_20 . 2*%“’!§=1+«/§

*
_2-420 _2-245 | =
2 2

bulunur. O halde verilen denklemin ¢iiziim kiirnesi

{1, 1-45, 1+5}

X3

olur.
ORNEK : 4x* + 4x3 - 9x2 - x + 2 = 0 denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim : 2 sayismun bdlenleri x1, +2 sayilandir. Bu sayilari denklemde yeﬁne
yazarak deneyelim,

x =1 icin
444-9-1+2=0 =0=0
buluaur. x; = 1 bir koktiir.

x=-1 igin

4-4-94+142=0=-6=0

bulunur ki bu, x =~1 in kdk olmadifin gosterir. Benzer gekilde x, =-2 nin kok,
fakat 2 nin kok olmadigi gbriliir. Simdi diger iki kokit bulahm.

Ax4 + 4% - 9x2 - x + 2 ifadesi (x — 1) (x 4+ 2) = x> + x ~ 2 ile biliiniirse

bolim 4x2 -1 olur. 4x2— 1 = 0. ¢ozildiiginde x, =—% : x,;z% kokleri

bulunur. Céziim kiimesi

[, 1 1
c_{ 2,.2,2,1}

olur.



1

U@ 2-9=0

S (o) #3220
(g 4mi-5mr6=0

2. Agagdaki denklemlerin ¢dziim kitmesini bulunuz.

@ VIx-3+x=3

A,gag1dak1 denldenﬂen gozunuz o
o (b) 4x2 ~1=C

()] x2+4x—0 . () 2% - :Jr2 0

Ny el +x="ar

€ x#-16=0
@€ #+32-4=0

(@) 32042200

Asagidaki denklemleri ¢bziintiz.

_ 3 l_. x.
(@) x+2_x+4
L1 2 _ 3
®) x+2 x-1_ xz_H1

4, Asgapidaki denklem sistemlerini ¢iziiniiz.

5.

@ x2+y2=3_8 x*+xy=10
xy =96 y+xy=15

2+ (m—1)x+m=0 denkleminin koklerinden biri

2 oldufuna gore, digeri kagtir?

Agafidaki egitsizliklerin ¢éziim kilmelerini bulunuz.

(b) x2+13x+40<0
ﬂ
x-0x

{(a) x(x-3)>0

() ¥*—4x+4>0 (d =0

. (f) 2 +5t+6=0"

2<x?-4x-3<18 eg1tsazl1gmm gozum kiimesint

bulunnz. -

[x* - 3x — 4l < 6 egitsizliginin ¢oziim kiimesini bu-

~Junuz.

Her xe R igin

32 = 2dm ~1)x + 15m® - 2m=7 > 0

“olmasi igin m ne olmalidu?’

1¢.

1.

12,
D@ X

14.

(m+ 1)x*~4x~22m+ 1) =0

denklerninin farkl ve gercek (reel) iki kokiintin ol-
mas igin m ne olmahdu?

Agapiida denklernleri verilen eBrilerin (parabollerin)

------

(@) y=x*-5x-6 (b) y=-2x2+4x

© y=4"-dx+1

Asafidaki denklemleri ¢Oziniiz.
~5x+4x=0

(b x3 “3x32=0

© P#-x-3x-1=0

. X*—x—1=0 denkleminin rasyonel kokiiniin olma-
_digims gosteriniz.

Asafidaki denklemleri, denkiemin baginda belirti-
len bilinmeyene gére ¢oziiniiz.

() t; 2wyt~ S,=0

1
2 g
ng2

(x+R?’

S=1r+2mt

by R; ws=

R>0,x>0)

ey r;

19
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Bilindigi gibi, diizlemdeki her bir noktaya bir (@,5) sirali ikilisi, herbir (a,5) sirali
ikilisine bir nokta kargilik gelir. Effer bir A noktasina kargihk gelen swaly ikili
(a.b) ise a reel sayisina A nin 9psisi, & ye de ordinat denir.

Diizlefide A vé B fioktaiat verildiginde, bunlar drasindaki wzakiik |ABY sembolii
ile gosterilir. Bu uzaklifia nasil hesaplanacagini agagidaki teorem gostermekte-
dir.

. TEOREM 0.8 (Diizlemde iki Nokta Arasmdaki Uzakhk): =~

Alxy, 1) s B(xy, ) noktalan arasmdaki nzaklik
IABI =[x, - 2, ) + (9, - 3, )?

birimdir.

Bu teoremin ispati, yanda verilen ABC dikiicgenine Pisagor bagntistn uygula-
maktan ibarettir.

f)RNEK 1 A(5,8) , B(1,5) noktalan arasmdaki uzaklifi hesaplayimz.

Coziim :

IABl = (5 - 12+ (8- 5)2 =16+ 9 =+/25 =5
hirim olur.

Uc noktalan A(x;, y;)} ve B(xy,y,) olan bir [AB] dofru pargasimn orta noktasi
C(x,y) olsun.

~_ Xt - ¥ty
rET T YT

dir.

ORNEK : Uc noktalan A(2,5) , B(4,3) olan [AB] dofiru parcasmin C oria nok-
tasimn koordinatlanni bulunuz.

Coziim :
~ 244 _6_
¥y e e
= _5+3_8_
y==3 =774

olacapindan orta nokta C(34) noktgsuiu‘.




0.5.2 Bir Dogrunun Egim Agis) ve Egimi

ly.

d
0 L .
/ x
/
o907, m lanimsiz
a=120° 0=460°
= VY =Vi5_ 59 =
0 =135 ,m=-1 9=45%m=1

8230° ,m=1/3

9=0".;mm0

Cegitli efim agtlan ve efimler
¥
ﬂ:ﬂ
v,
Q
ﬁa Yo¥
TP AL
el T
o b |
ﬁAﬂ/ I
0 x
Y R
Y4
¥y S A8 WK
J*ZQ
P
T
¥ ‘9
A ETEEZES x F

Il

m tanimsiz

- Bir dogrunun Ox— ekseni ile pozitif yonde yaptig1 aciya dofrunun efim agisi,

efim agisinin tanjantma da dogrunun efimi denir. Buna gore, d dogrusunun egimi
m ise

m = tand
olacaktir,
d dogrusunun efim agis1 dar ag1 ise efim pozitif, genis ag1 ise egim negatif ola-
caktr, Yanda cesitli efim acis1 ve efime sahip dofirular cizilmigtir. zzn90°

tammsiz oldugundan, diisey dogrularn egimleri tammsizdar.

Simdi bir dogru iizerinde P(x,, y;} , O(x,;, y;) noktalanm secelim. POT dik
figgeninde

tan6 = 1201 olacafindan m=22"21
1PT - X, - X%

olur. Buna gire, y ve x deki degigimler Ay=y -y, M=x-x

ile gosterilirse
S—yi
U

: yazﬂabi]ir. Buna gore bir dogrunun effimi, kabaca “yiikselen” kismun “yatan”

kisma oran: bigiminde tanimlanabilir.

Bir dogrunun egimi, dogru {izerinde secilen noktalardan bagimsizdrr, Yani nok-
talar degigse de egim degismez. Omegin dogru {tzerinde

P,y . QW.y), SC5.) Rl
a A
noktalan ahndiginda, POT ve SRK liggenlerinin benzerlifinden,

me= =N - Ya= N
T XymEy Xg— Xy

bulunur. Yani noktalar degistikge oran degismemektedir.

Bir dogru Ox eksenine paralel oldugunda Ay =0, Ar# 0 olacafindan

m = 0 olur. Dogru Oy — eksenine paralel oldugunda Ax =0, Ay #0 olacagmdan
m tanumsiz olur.
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¢.5.3 Paralel ve Dik Dogrular
¥ d d d; ve d, dogrulan paralel ise onlarm egim agilar egit 8lgiilii, dolayisiyla egimleri
' ' © egittir. Buna gre,

dlﬁdz_@ml =M.

a Diisey olmayan dy ve dy dik doBrularinin egimleri, sirasiyla m; ve m, olsun.

£ 19 Pl
x [HB|
/ / = 1 =

: HC
ny, = tanf, = “L‘I—Bl

=]

olacagindan

me . m, = —JHB |HCl _
RN T=To R T7>!

x olur. Buna gére

0.5.4 Bir Noktas1 ve Egimi Bilinen Dogrunun Denklemi

Bir dogrunun denklemini bulmak demek, onun iizerinde alinan defigken bir

P d P(x.y) noktasmmn x,y koordinatlar arasinda bir bagint bulmak demektir.
P(x,y) A(xy, ¥o) noktasindan gegen ve eBimi m olan dogru fizerinde bir P(x,y) noktasi
alinmrsa, :
A{xoy0)
. - _2Y
/ S - xﬁ
/ ' 0
bulunur. Buna gére dogrunun denklemi
¥ = Yo = m(x — X)
. p oluz.
A(1,3) . . "
/ ORNEK : A(1,3) noktasindan gecen ve Ox— eksent ile pozitif yonde 45 derece-
lik a1 yapan dogrunun denklemini yazimz.
7 45° 5 - Cdziim : .Eﬁim, egim acismin fanjanti oldugundan
x
Cm=rand5° =1

.dir. Buna gére dogrunun denklemi

y=-3=1(x-)=y=x+2

olur.



_ ¥
. rd
I+ 2y +4=0 d

-~ 0

N

¥— Yo = m (x— Xp)

- -.denklemi

y=mi+(p-mxg) >y=mx+n
biciminde de yazilabilir. Su halde x in katsayist olan say1 dogrunun egimidir.
ORNEK : 3x+4y+ 5=0 denklemli dogrunun egimini bulunuz.
Coziim : y cekilirse Co

bulunur. Buna gtre m =~ % olur.

Genel olarak, denklemi
ax+by+c= 0

olan dogrunun egimi

m=-2

b

“sayisidr,

ORNEK : A(2,-3) nokiasindan gegen ve 2x + 4y +5=0 dogrusuna paralel olan
dogrunun denklemini yazimz. =
Coziim: .
2+ 4y + 5 = 0 denklemli dofrunun egimi 7=~ %=~ 1 oldugundan, denklemi

istenen dogrunun da egimi —% olur. Dolay:s‘:yla, istenen denklem
y=(-3)=-Fx-2) = x+2y+4=0

ohur,

ORNEK: A(14) noktasindan gegen ve denklemi 3x + 2y + 4 =0 olan dogruya

dik olan dogrunun denklemini yazmz. .

Coziim:

3x+ 2y +4 =0 denklemli dogrunun efimi m, =- % oldugundan, denklemi is-

tenen dogrunun egimi -%w olur. O halde istenen denklem
y-4=2G-1) = 2-3+10=0

olur.
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0.5.5 Iki Noktas: Verilen Dogrunun Denklemi

4

-

d
B(2,5)
A(1,3)
7 1o x
by

24

A(x;,y,) ve B(x;,y,) noktalarindan gecen dogrunun iizerinde bir P(x,y) noktas:
alalim.

m= Vo= ve ' m:}' A

olacagindan
Yoam N _ YN

x2 - JCI_ X - xl
yazilabilir. Orant 6zelliklerinden yararlanarak, bu baginti

ITHh _ X7k
N XX

bigiminde de yazilabilir.

ORNEK: A(1,3), B(2,5) noktalarindan gegen dogrunun denklemini yaziniz. Bu
dofirz Ox— eksenini hangi noktada keser?

Coziim: Yukandaki denklemde

II=1l y1=3l IZ=2! y2=5

yazilirsa
-3 - :
%,—5:;:—21 y=2x+1

balunur. Ox — ekseni iizerinde y = 0 olacafindan 0=2x+1=x=- % bulunur.

Su halde dofru Ox — eksenini (— % 0) noktasinda Keser.

Bir dofiru koordinat eksenlerini (p,O) ve (0,9) noktalarinda kessin. Iki noktast bili-
nen denkleminden yararlanarak, bu dogrunun denkleminin
+2 = 1

X4
r q

olacag kolayca gosterikebilir.



K(2,1)

A

ORNEK : Yandaki gekilde |OAl = 4. |OBI dir. d dogrusunmun denklemini
bulunuz.

Céoziim: B nin ordinat: g ise, A nin apsisi 4¢ dur. Buna gore dofrunun denklemi

X .Y =
e -z x4 Ay = Ag
4 q . L

olur. Dogm K(2,1) noktasindan gegtiginden
2+4.1 =4q:>'g'=%
bulunur. Dolayistyla dogrunun denkleri .
x+4y=6

olur.

0.5.6 Bir Noktamn Bir Dogruya Olan Uzakhg

A(xosyo)

ax+by+e=0

Bir A(xp, yo) noktasimn denklemi ax + by + ¢ =0 olan dogruya olan nzaklifi A
dan dofruya indirilen [AH] dikmesinin wzunlugudur. AH dogrisunun egimi
" dir. Dolayisiyla denklemi y—y; = 2 (x—x,} dur.

Budofmileax+ by+¢c=0 ddﬁrusuﬁﬁn kesim noktas1 H noktasidir. A ve H
arasindaki uzaklik hesaplanarak ¢ bulunur.

Yukanidakiler yapidiginda
,_lamtbyrd
Ja?+ b2
bulunur.

ORNEK: A(2.5) noktasmun 3x + 4y — 6 = 0 denklemli dogruya olan uzakligini
hesaplayimz,

Coziim:

£:|3.2+4.5-~'6|=|_221
N9+ 16 5

=4 birim

olur.
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0.5.7 Paralel Iki Dogru Arasindaki Uzakiik
Denklemleri

ax+bytc, =0

ax+by+e; =0, ax+by+cy=0

ar+ by +ca=0

olan dofrular arasimdaki uzaklk

e '|‘31 ___Czl.'.
Nt + b?

)

birimdir.

ORNEK: Denklemleri 3x -4y +10=0 ve 6x-8y-5=0 olan dogrular
arasindaki uzakbp hesaplayiniz.

Coziim:

Verilen denklemlerde x ve y lerin katsayilan egitlenirse
6x—8y+20=0, 6x—8y-5=0

denklemleri bulunur. Buna gore,

l = t20—(—5)| =2=2
A36+64 10

birim olur.

A4 6) ORNEK : Kogeleri A(—4,6),B(1,1), C(-7.7) olan {iggenin alamni bulunuz.

Coziim :
BC dogrusunun denklemi

BLi) 2T 2T Ly dy-T7=0
=0 7-1 -7-1

olur,

B-9+46-7 _5

h
~9+16 5

=1 br,

BC=JU+72+0-7% =10 br
oldugundan

Alan(ABC) = %.10.1 =5 b2

olur,
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Diizlemde A(3.2) , B(54) noktalarindan egit uzak-
likta bulunan noktalarin geemetrik yerini bulunuz.

Diizlemde A(3,2) ,B(14), C(5,2) noktalanndan e§1t
uzaklikta bulunan bir nokta bulunuz

Késeleri A(54), B(1,0), C(=2.3) olan uggenm b1r
dlkuggen olclugunu gostenmz

Asagida iki noktas verilen dogrularm egimlerini

bulunuz.

- (a) A(=12), B(-2,-1)
© (b} AQR1), BC2, 1)
) A(5.2), B(5.9)

Asaida bir noktasi ve efimi verilen dogrularm |

denklemini yazimz.
(a) A1), m=1

®) AC2D) m=g

Agagida iki nokiast verilen dofrulann denklemnini
yazniz.

@ A-13), B(1,5)
(b) A(23),B(-1.9)

Agafiida ve.rllen dogrularm eksenleri kestifi nokta-
lani bulup, grafiklerini ¢iziniz.

(a) 3x+4y=12
) VZx-+3y=+6

A(1,2) noktasindan gecen ve x + 2y =3 dogrusuna
paralel olan dogrunun denklemini yaziniz,

9.

10.

1.

12.

13,

14.

15.

A(-2 4) noktasindan gegen ve y = 2x -3 dogrusuna
dik olan dogrunun denklemini yazimz.

A(LZyve x+2y=3, 2x-3y=-1 dofrulanmn
kesim noktasindan gegen dogrunun denklemini ya-
ZINZ.

ax+by+cy1=0, ax+by+cp=0
denklemli dogrulardan esit uzakhkta bulunan nokta-
larin geometrik yerinin

O +e,

ax + by + =0

denklemli dofru oldufunu gdsteriniz. Bundan ya-
rarlanarak 3x+4y-—-2=0, 6x+8y+ 3 =0 denk-
lemli dogrulardan esit uzaklikta bulunan noktalarin
geometrik yerinin depklemini bulanuz.

A(2,3) noktasindan gecen ve orijinden 2 birim uzak-
likta bulunan dogrularm denidemini bulunuz.

Aga@d.a denklemleri verilen dogru ciftlerinin, eger
varsa, kesim noktalarimin koordinatlarim bulunuz.

Kogeleri A(1,1) , B(4,2) , C(64), D(3,3) olan pa-
ralelkenarn alammi bulunuz.

Agéglda verilen noktalann karsilarnda denklemleri
yazili dogrulara olan uzaklifm: bulunuz.

(@) AR, dx+3y+10=0
(b) B@©J3), 5x-12y-29=0
© C=23), 2~y—3=0
@ DQ,-2), x—2y-5=0
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15,

arasindaki uzaklig: balunuz.
(@) 3x-4y-10=0 : 6x~8y+5=0
() 5x-12y+26=0; Sx—12y—-13=0
¢} 4x=3y+15=0 ; Bx—6y+25=0
@ MR STy 3920 2kl syoaeme

17.

18.

19.

26.

21.

22,

28

Asagida denklemleri verilen paralel dogru ciftleri

Ix+dy+4=0 ve 55— 12y +13 =0 denklemli
dogrularin olugturdugu aciuarin agiortaylarinin
denklemlerini yaziniz.

A(=2,-1) , B(m;2) , C(l, 4) noktalarinin ayi dojru
fizerinde olmas1 icin m ne olmahdr?

3x-3y+m-1=0 ile x+3y=9

denklemli dogrular Oy — ekseni iizerinde kesigiyor-
lar. Bu dogrularmn eksenlerie kesim noktalan A, B,
C olduguna gire, ABC iicgeninin alan kag br? dir?

3c—y+1 ve x+2y+ 5 =0 denklemli dogrular,
y = x dofrusuna paralel bir d dogrusu iizerinde ke-
sigiyorlar. 4 dogrusonun denklemini bulunuz.

(a-Dx+3y=0 ve 2x—ay =4 denklemli dogxu-
lar dik kesigtifine gore, kesim noktasmin koordi-
natlanm bulunuz.

A{a-3,a+4), B(a+ 1, a) noktalan veriliyor.

[AB] dogru parcasinin orta noktas: II. bolgede ise A
noktas: hangi bélgededir? '

y=a{a-1)x +4 denklemli dofrunun egim agisinin
genig ac1 olmasi icin ¢ ne olmahidir? '

5x + 12y = 10 denklemli dogrudan 5 birim uzakta
bulunan noktalarin geometrik yerinin denklemi ne-
dj-r? - . N "

26.

27.

28.

29,

30,

. Yandaki sekilde A(3,2) ¥

noktasindan gegen doB- |

ru goritlizyor. INPTE S
(@ -3) (b -2) carpum . ~
X

nedir? T

Kenar orta noktalan D(—13) , E (3-5) , F(2.4) olan
bir ABC iiggeninin kégelerinin koordinatlarini bu-

x+y=7, x-2y+2=0, mx+y+95=0

doZrmlarinm aym noktadan gegmesi i¢in m ne ol-

" maldi?

y = 4x dogrusu lizerinde, A(4,1) ve B(-23) nok-
talartndan egit uzakhkta bulunan noktamin koordi-
natlarimi bulunuz.

y = —x + 2 denklemli dogru iizerinde, A(5,5) nok-
tasma en yakan noktanin koordinatlarini bulunuz.

x—y+2=0 ve V3x-y-1=0

denklemli dogrularin 61u§_ﬁ1rdugu dar a'-g.l_l_u_n. olgisit
kag derecedir? B ' :



0.6 CEMBERIN ANALITIK INCELENMES] meeemmreee e

¥y

Plx,y)

Co-]

M{(a,b) koordinat diizleminde sabit bir nokta ve r bir pozitif say: olsun. Diizlemde
M noktasindan r kadar uzakia olan noktalarm kitmesi, C merkezli r yaricapl ¢em-

" berdir. :

P(xy) gemt_)ere ait bir nokta ise [PC I_ = r olacagindan
Joa-al+@-bP =r
dir. Iki tarafin karesi alinirsa
[ YA )

“bulunuz. Bu denkleme gemberin standart denklemi denir.

Eper ¢emberin merkezi orijinde, yani a = b =0 ise, denklem
S xayrei?

seklini alir. Buna merkezil cember adi verilir. Yarigapi 1 birim olan ¢embere
birim ¢ember denir.

ORNEK : C (~1,3) merkezli, r = 5 birim yaricaph cemberin denklemini yazinuz.
Coziim: a=-1, b=3, r=>5 oldugundan, cemberin denklemi

&+ 1)2+07—3)?=25

olur,

' x—a)? + (y-b)?=+> ifadesindeki kareler alir ve diizenlenirse,

R4y -2ax-2by+ @+ b -2 =0
bagmtis elde edilir.

2a=D, -2b=E, a@a+b-r=F
denjrée ,

2+ +Dx+Ey+F=0

denklemi bulunur. Denklemi bu formda verilen ¢emberin merkezinin koordinat-
lan

wnl-2.-5)

ve yaricapl

r:% D +EP_4F

dir.

ORNEK : »® + y> —dx + 10y + 20 = 0 ¢emberinin merkezini ve yaricapint
bulunuz.
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® 4

(1

b

@

©

(3)

30

-_—4_ __E__10 _
=-g =2 bergemged

r=2DPE?-4F :% T6+100- 80 =36 =3

oldugundan, merkez M(2, -5) , yarigap r = 3 diir.

D
2

ORNEK : a2+ y? + 2x —4y — 11 =0 denklemli gemberin 3x -4y — 19 =0
dogrusuna en yakin noktasimn bu dogruya olan uzakiifs kac birimdir?

Coziim: Cemberin dogruya en yakin noktast, merkezden dofruya indirilen dik-
menin cemberi kestifi P noktasidir.
P4+l 4dy-11=0= @F+2)+(P-4)-11=0=
G+1P-14+3-22-4-11=0=> +1)?2+(y-22=16

oldugundan, merkez M{(—1, 2) yangap r = 4 diir.

3.(—1)—4.2~19! 30 .
|MH1=| ==~ =6 birim
fO+16 5

[PHl = IMH| - r=6 — 4 =2 birimdir.

r yarigapli bir cember ile bir dogru verilmis olsun. Cemberin merkezinin dofruya
olan uzaklip £ olsun.

(1) ¢£<r ise dofru cemberi iki noktada keser.
(2} ¢=r ise dofru cembere tegettir.

(3) ¢>r ise dofru cemberi kesmez.

ORNEK : y =4 dogrusunun x? +y? —6x+ 1 —m =0 denklemli gembere teget
olmast i¢in 7 ne olmahdir?

Coziim : Cemberin merkezini bulalim.

__D_¢6._ -_E_
a=-F=o=3 b=-2=0

oldugundan merkez M(3,0) du. Bunun y =4 dogrusuna olan uzaklifs ¢ =4 bi-
rimdir. O halde ¢emberin dogruya teget olmas: icin » = 4, bunun icin de

r:%JD%EZ—f;F =%ﬂ/36+0-4(1-m_) -4
=.{32+dm =8=32+4m=64

=m=8

olmalidir.



Bx-4y+5=0 ve

- Merkezi M(2,~1) olan ve P(5,3) noktasindan gecen
cemberin denklemini yazimz.

Merkezi M(-3,3) de olan ve__koordjpét-ekscnlerine
teget olan cemberin denklemini yazimiz.

M;erkeii y: = 8 - 3x doﬁrusu i.ii.eﬁnde bulunan ve
koordinat eksenlerine tefet olan ¢emberin denk-

lemlerini yaziniz.

A(2.2) , B(3,1) noktalarindan gegen ve merkezi

.y =-x + 3 denklemli dogru {izerinde bulunan ¢em-

berin denklemini yazuuz.

(24 2mr1)y>+ (m=1)xy +6x-12y-6(m+1)=0

denklemi bir cember belirttigine gore bu gemberin

. merkezini ve yaricapm: bulunuz.

—6x+8y~5=0

denklemli dogrulara teZet olan gemberlerin yarsca-
p1 kag birimdir?

Merkezi vy = —2x dogrusu iizerinde bulunan ve
dx—-3y+10=0, 4k-3y-30=0 denklemli do§-

 rulara teget olan ¢emberin denklemini bulunuz.

Denklemi y = 3x.01an dogruya orijinde tefet olan

“ve A(0,6) noktasindan gegen gemberin denklemi-

ni yazmiz.

A(3,0) ve B(-50) noktalarindan gegen ve yangapi
4 birim olan ¢emberin denklemini yazimz.

10.

1%.

13,

14,

15,

16.

Merkezi orijinde olan ve 3x — 4y + 10 =0 denklem-
1i dogruya teget olan cemberin denklemini bulunuz.,

Yarigapr r=+/5 birim olan ve x -2y =1 dogru-
suna P(3,1) noktasinda tefet olan cemberin denkle-

mini yazmuz.

Merkezi M(3,-1) de olan ve 2x— Sy + 18 =0 dog-
rusundan 6 birimlik bir kirig ayran denklemini ya-
Zimz. :

A(1.0) noktasindan gecen ve

2Zx+y+2=0, 2x+y—18 =0 denklemli dogru-
lara teget olan cemberlerin denklemlerini yazimz.

3x+4y-35=0, 3x-4y-35=0, x-1=0

denklemli dogrulara teget olan cemberin denklemi-
ni yazinz.

Merkezi M(-1,3) de olan cembere, iizerindeki
P(0,1) noktasindan ¢izilen tegetin denkiemini yazi-
mz.

y=kx dofrusuile
2 +y?-10x+16=0
cemberi veriliyor.

(a) Dofrumun gemberi iki noktada kesmesi
(b) Dogrunun cembere tefet olmasi
(¢) Dogrunun gemberi kesmemesi

igin £ ne olmaledir?
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1. aveb, a<b olacak gekilde herhangi iki say1
olsun.

a+b

a< < b oldugunu gdsteriniz.

a+b

denir.]

2. x sifirdan farkh bir rasyonel say1 ve y irrasyonel
olsun. C N

X
=5 + ¥ ¥ Ty T
xX=% x+y x.y y X

sayiarim jrrasyonel oldugunu gésteriniz.

3. Iki irrasyonel sayimun toplami ve carpum daima
irrasyonel midir?

4, Agafidaki denklemleri goziiniiz..
(@ x-2P—[x-2=6
) lx+ 2 =24

5. Asgafidaki denk]elfﬂeri cOziintiz.
() [2x =2 [x] +1
®) lx+31=2[4+5
© -3x=-2
@ +bc+idli=6

© x-31-1 -4
@ |2 =3

6. Hangi rasyonel x sayilar icin

V3 +x+3 rasyoneldir?

32

i0,

11,

12,

13.

14,

Asagidaki esitsizliklerin ¢éziim kiimesini bulunuz.
(8) Ix®-5x+4dl>x*-5¢+4
) j2x-3]-jx+1]>0

Asgagidaki nermelerin dogrulugunu gosteriniz.
(@ a<b=-a>-b _ _
(b) O0<a<bh ve O<c<d = ac<bd

© O<a<l=Ya>a

x*—x— 1=0 denkleminin 1 ile 2 arasmda bir ir-
rasyonel kitke sahip oldugunu gosteriniz,

Kose koordinatlan tamsayilar olan bir egkenar iig-
genin bulunmadifm gosteriniz.

la+bl=ll+bl=sab=0

onermesinin dogrulugunu gosteriniz.

a+b

O<a<b=a<-ab < 3

Snermesinin dogrulugunu gosteriniz.
[Vab “sayisina a ile b nin geometrik ortalamasi de-
nir.] : : : -

1_1f1,1
O<a<b ve PR (a+b)_013un'

a< k< b 'oldﬁgunli gosteriniz. .[k' saylsm.a aile b

nin harmonik ortalaras denir.]

0 <a<b olsun.

VB -va<b-a oldugunu gosteriniz..



15.

Bir uggenm iki kenarmm orta noktasim birlegtiren
~dogru parcasmin Hgtincii kenara paralel ve uzun-
i lugu, figiincii kenarn uzunlugunun yarisina egittir;
" gosteriniz.,

Hera, be R igin

" la = bl = maks {a,b} —~ rmn{a,b}

g :oldugunu gosteriniz.

17..

maks{ b}—

(a+b)+|a b|

2
::_ml { b} (ﬂ+b)2 la - bi

. f__oldugunu gbstenmz. '_ .

18,

Her a, b, ce R icin

ab+bc+ac<at+b+é

** olduginu gosteriniz.

n>1 191:1(}_
M =maks {a, a* SN T
;-'mzmm {a,a%,...,a"}

olsun. ¢ mn agafadaki degerleri icin M ve m sayi-

- Janm bulunvz.
) 0<a<l
(2) a>1.

(3) -l<a<)

@) a<-1

20,

Merkezi orijinde, yancap "g_ _olan ¢emberin iize-

rinde ve i¢ bolgelerinde koordinatlar: tamsay1 olan
kag nokta vardix?

21.

22,

23.

25.

26.

o

B={@y:

x=0, 0= y=<100-x}

kiimesi iizerinde koordinatlari tamsayi olan kag
nokta vardur?

A§ag1d:aki dnermelerin 'do'grul_ﬁgunu gosteriniz.
a) Bir ¢ift saymnn karesi de gifitir.
b) Bir tek sayinin karesi de tektir,
¢} Bir ¢ift saymin ktibﬁ dé cifttir.

'd) Bir tek saymmn kiibii de tekiir.

Hera,be R igin
|lal - &1} <la + bl <lal + bl

oldugunn gbstenmz ‘Egitlikler hang1 duramlarda

~vardu?

a.b=0 ve lal#Ibl dir.

" x-a x-b_ b a
* B +x—b._

b b x-a

- denklemini gbziiniiz.. -

lxy — abl < kxl Iy~ al + lal x - &l

olduéunu gosteriniz.

2
. (x_ I)x —3\.\’-421 .

- denklemini ¢oziiniiz.

xx ve ¥y ﬂdbasamaldi birer saﬁdu‘.' _

Ny 5
Sy N N6

olduguna gbre x ve ¥ nedir?
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HAREZMI (780 — 850)

Harezmi Ortagag Islam Diinyasinm en bitylik Tirk dehalarindan birisidir. Matematik, Astronomi,
Cografya ve Tarih konusunda dnemli galigmalan vardir. Tiirkistan’da Aral Gélii’niin giineyinde bulunan
Harezm gehrinde dogmugtur.

Yedinci Abbasi Halifesi Memun tarafindan Bagdat'a davet edilmis, burada Beyt“el — Hikme (Bilgelik Evi)
nin miidiiliigiingt yapmisir,

Harezmi cebir biliminin babasi olarak kabul edilmigtir. Bu iinvan, cebir konusunda ilk el kitabinmn yazan
olmast miinasebetiyle verilmigtir. Islam diinyasinda cebir alaninda bir otorite olarak tamndigr gibi, bu
matematik alanimn Avrupa’da yaygmiasmasinda bilyilk rol oynarmastir.

Avrupali maternatikeilerin cebirle ilk kargtlagmalan, Harezmi’nin Cebir kitabinin 12. yiizyilda Latince’ye
gevrilmesiyle olmugtur. Avrupa dillerinde bu matematik alanina “algebra” veya “algebre™ isminin verilig
nedeni, Harezmi'nin kitabmn adinin “El — Cebr” olmasidir. Hesap yéntemi manasina gelen “algorttma”
terimi de Harezmi’nin admdan (Alkhorizmus — Algorisma) geldigi kabul edilmektedir.

Harezmi’nin diger dnemli bir eseri de Hint aritmetifi iizerine olan “Kitéb el-Hesab el — Hindi” dir. Bunun
arapea orjinali kayip olup Latince gevirisiyle giintimiize intikal etmigtir.

Harezmi’nin astl 8nemi, ilk defa sistemli bir gekilde cebir kurallarim sunen kimse olmasidir,

Harezmi Cebir konusunda ax?=bx, ax*=c¢, X +bx=c, x*+c=bx, bx+c¢=x* tipindeki denk-
lemleri teker teker ele alip bunlarmn nasil ¢bziilebilecegini agiklarmgtir. Bunlar: ¢bzerken geometri ve Szel-
likle analitik geometriyi kullanmigtir. Dolayisiyla Harezmi’nin cebirsel bir denklemin ¢oziimiinde analitik
geometriyi ilk kullananan matematik¢ilerden biri oldugunu da sdyleyebiliriz.

Harezmi, denklemleri ¢bzerken daima pozitif kokleri bulmugtur. Buldugu sonuglar, giintimiizde kullanilan
¢Oziim ybntemleri ile bagdagmaktadir. Harezmi’ nin buldugu sonuglar, kiskleri pozitif olan denklemler i¢in
tam sonuclardir.

Harezmi, cebirsel denklemleri cézerken yapilacak iglemleri ve bu iglemlerin sirasin1 agik bir bicimde
veren ilk matematikeidir. Bu nedenle bilgisayar ilrinin temeli olan algoritmanin ve dolayisiyla bilgisayar
programcilifinin kurucusu olarak kabul edilmistiz,

Uygarligin gercek 6!;&3?&; ne niifus poklufu, ne kentlerin bityiikiigii, ne de
tiretim bollugudur, Gergek olcii, iilkenin yetigtirdigi insanlarmn nitelikleridir.

Ralph EMERSON




'FONKSIYONLAR

11 FONKSIYON KAVRAMI e

Bilindigi gibi yaricapr r birim olan bir dairenin alam1 A = 52 birimkaredir. r ya-
ricap1 degistikce, A alani da degigir. Uygulamal: bilimlerde, degigebilen bityiik-
liikkler arasinda baza bagintilarm bulunmasi bazi olaylann incelenmesini kolaylag-
tur. Ornegm belli bir sicaklikta tutulan bir gazin basinci gazin hacmine, bir ha-
reketlinin aldif) yolun, hareketlinin hizina ve gegen zamana baglh oldugu herkes

tarafindan bilinir. Iste bu gibi hallerde defigen biiyiikliikler arasindaki matema-

tiksel bagmtmn sagladiffs 6zelliklerin bilinmesi ¢ok dnemlidir. Bu bolumde
fonksiyon adi verilen dzel bagintilar incelenecekiir.

“TANIM-.

"Ave B 11(1 kilme olsun. A nm herbn' elemamn: B nin b1r ve ya}mz bn- ele-
Jmnaning e§leyen £l ku:ahna A-dan B ye bir fo:nksnyon demr

A dan B ye bir fonksiyon, genellikle,

f:A—B veya A-L.B

bigiminde gosterilir. Burada A kiimesine fonksiyonun tanlm kiimest, B kiimesine
de deger kumesn ach verilir. '

Su halde, bir f bagmnsmm A dan B ye bir fonksiyon olmasi igin A tanim kiimesi-
nin herbir elemamna B de mutlaka bir eleman karsilik gelmelidir ve kargihk ge-
len bu eleman bir tek olmalidir. Bagka bir deyigle A daki bir elemana B’ de bir-
den fazla eleman karsilik gelmemelidir.

Tanim kilmesinin her bir elemamm deger kiimesinin bir ve yalniz bir elemanina
esleyen kural ¢esitli gekillerde verilebilir, Ornegin R den R ye olan bir fonksiyo-
nun eglestirme kuralini "Her sayiya 2 katim kargihk getirme" olarak verilebilir.
Bu sekilde verilen fonksiyon;

fix —=2x veya flx)=
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16
A=416=64 4
11
A=%11=99 9
X
A
f
=+ (x)

seklinde yazilabilir.
Eger x in goriintiisii olan 2x say1s1 bagka bir y degiskeni ile gosterilirse, yukari-
daki fonksiyon kisaca

y=2x

bi¢iminde gdsterilebilir.
Eger f fonksiyonu, tamim kiimesinin x elemanint deger kiimesinin y elemam ile
eslestirirse x in f altindaki goriintiisti y dir denir ve

y=5)

biciminde gosterilir. x tanun kiimesinde degigtikge, ona bagh olarak y de deger
kiimesinde degisir,

Bu nedenle

¥y =fx)

bafmtis1 yardmmyla bir fonksiyon tammlandiginda x elemanina bagimsiz
degisken, y elemanina bagimly degisken ad: verilir.

ORNEK : Bir karenin alan, onun bir kenar uzunlufunun fonksivonu mudur?

Ciiziim :
Bir kenarimn uzunlugu & olan bir karenin A alani,
A=k

dir. Her k igin bir ve yalniz bir A vardir. Yani bir kenarmmmn uzunfugu verildifinde
cizilecek karenin bir tek alam vardir. Dolayisiyla karenin alani, bir kenarinm
uzunlugunun fonksiyonudur.

ORNEK : Bir dikdértgenin alam, onun gevresinin bir fonksiyonu mudur?

Coziim :

Bir dikdérigenin alam, onun gevresinin bir fonksiyonu degildir. Ciinkii cevresi
aynt olan dikdortgenlerin alanlan farkli olabilir. Ornegin cevresi 40 cm olan iki
dikdortgen farkli alanlara sahip olabilir. Eni 4, boyu 16 cm olan dikddrtgenin
alani A =4. 16 = 64 cr? oldugin halde, eni 9, boyu 11 ¢m olan dikdortgenin alan;
A =911 =99 cm’ olur. Goriildiigii gibi bir gevreye birden ¢ok alan karsilik
gelmektedir,

Fonksiyonlarla ilgili asagidaki husustann bilinmesinde yarar vardir :

x, flx) ve f farkh seylerdir. Zira x, A tamm kifmesinin fx) de B deger kiime-
sinin elemamdir. fise, A nin x elemanim1 B nin f{x) elemanma dbniigtiiren bir var-
liktir. Fakat aligilmg oldugn igin, fonksiyonlar icin “fx) fonksiyonu”, “y = flx)
fonksiyonu” gibi gtsterimler ve stylemler de kullarlabilir.



EgerAc R, BC R ve f de A dan B ye bir fonksiyon ise, bu fonksiyon bir reel
degiskenli ve reel degerli fonksiyondur denir.

Reel degiskenli ve reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde, f nin tamim kii-
mesi f(x) ifadesini reel yapan tiim x noktalarim kiimesidir.

ORNEK : Ny

fix) =+1-x* bigiminde tanumlanan fonksiyonun tamim kiimesini bulunuz.
Coziim : .

A1-x* e R olmastigin 1 -a220 =1%<1 = -1<x=<1 olmahdr.

O halde verilen fonksiyonun tanim kiimesi [-1,1} aralifidir.

f: A — B fonksiyonu verildiginde { (x,fx)):xe A} kiimesine fnin grafifi
/1 — %2 nin tamm kiimesi denir. Bu noktalar x O y diizleminde isaretlendiginde fonksiyonun grafigi ¢izil-
mig olur,

Reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde fix) =0 egitligini saflayan x eleman-
larma f fonksiyonunun sifir yerieri veya koklesi denir.

TANIM

f ve g aym kume uzermc[e ta.mmh fonkstyonlar ve bu kitmenin her x ele-
- mam-i¢gin - fix) = g(x) ise, f ile’ g fonkmyonlan e§1ttr.r denir ve f g b191~
rmnde gosterilir. o . .

ORNEK: f:R>R, f)y=x'-1ve g:R—> R, g0=G-1)&+1
fonksivonlar egittir, ziraher x € R igin

R2-1=Gx-D+1)
dir.

TANIM: . | B
f ve g 1k1 fonk51yon olsun Bu iki fonks1yonun f +g tOplalI!.l, f-g fark,

f 8 garpum ve% lumu

+ )y ﬁx) + g(x)

(f~8) (x)=fx) — gx)
- {f . 8)x) = flx). g(x)

(! 9)@) =)/ g(x)
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seklinde tammlanir. Burada f+:3," f—g ve f. g fonksiyonlarfve gfonk—
_siyonlarmn tammly oldugu tiim noktalarda, f/ g fonksiyonu da g(x) =

denklemini saglayan x ler harig chéer tim x ler i tgm tantmlidar. Bir f fonk—
----_myonunun bir.c -sayistile. garpum da-- - :

(c i (x) c f(x)

- .§ekhndc-.tammlamr-.- o

ORNEK : f:R >R, f)=x%, g:R—>R, g=x-1
fonksiyonlan icinf+ g, f—g, fg ve% fonksiyonlarin: bulunuz, Bu fonk-
siyonlarin tanim kitmelerini belirtiniz.
Coziim :
F+gx)=x+x-1
f-g))y=x*-x+1

Fo)(®=x(x—1)=x —x?
AVINEE:
(E)(x)_xx—l

olur. ilk ii¢ fonksiyonun tamim kiimesi R reel sayilar kiimesi, son fonksiyonun
tanim kiimesi R\ {1} dir.’

TANIM :
f A - B bJ.r fonkmyon, ECA ve F < B olsun.
J‘(E) {ﬂx) xe B

kiimesine E nin f altmdakl goruntusu, :
FF)y={x:fx)e F}

kilmesirie de F nin f alundaki texs gériintiisi denir.

f{A) kiimesine de fonksiyonun goriintii kiimesi ada verilir.

Yandaki gekilden de goriildiigii gibi flA) goriintii kiimesi B deger kiimesinin alt
kitmesidir, Yani her f: A — B fonksiyonu igin

AAcHh

dir.
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3

}y=2x+3

TANM - _
f A -—)B fonks1y0nu 19111 o
fdy=R

| oiuyorsa I fonks1yonuna orten fonk51yon, aksi taktirde fonks:yona icine
. .fonksiyon adr verilir. Buna gbre eger f drtense B nin herbir elemam A daki
en az bir elemamn gﬁr[mtusudur .

ORNEK : R den R ye tammh f{x) = x* fonksiyonu igine fonksiyon,

. g(®) =x—2 geklinde tanunlanan g : R — R &rten fonksiyondur.

Cijnki.i AR =R* w{0}#Rve g(K)=R dir. Bu iki fonksiyonun grafikleri yan-
da verilmigtir.

Ox eksenine paralel olarak glzﬂen dogrula.r y = x2 paraboliinii en az bir nokta-
da keser mi? Aym soruyu y = x — 2 dogrusu igin cevaplandirmez, Bu sonuglar
grafigini bildiginiz fonksiyonlarin trten olup olmadifimi anlammza yardumci
olabilir mi?

TANIM

f A 5B fonkmyonu venldlgmde farlch elemanlann goruntulerl de farkh
“ise. f fonkmyonu birebirdir denir, - " : :

Bu tam.m sembollerle daha klsa ola.rak §6yle venlebﬂlr
Sy Ty xz = ﬁxl) # j(.nz)] P f bu‘eblrdlr
(b) )= forr) - = %= xz} ﬁf blreblrdlr

: 'TANIM

_Bir f. fonksnyonu hem birebir hem de brten ise f fonk51yonu b]Ieb!l ortenclu
denir. : : o

ORNEK: f:R—> R, flx)=2x+3 fonksiyonu birebir érten midir?

Coziim :
X #Exy ise, 22,220 = 2+ 32 25+ 3= flx) #fin) dir

Su halde f birebirdir. y € R verilmis olsun. 2x + 3 =y olacak gekilde birx reel

sayis: vardu. Gergekten x = y; 3 ohur.

Birebir bir fonksiyonun grafigi verildifinde, Ox — eksenine pa.ralel olarak cizilen
dogrular grafigi en fazla kac noktada keser?
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y
/f(x)=x
0 "

I fonksiyonunun grafigs

Snin gérlinti kiitnesi

S nin tanim kiirnesi -L )
F 'in tamm ldimesi

F Lin gorimti iimesi
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TANIM : _
f. A dan A ya bir fonksiyon olsun. Her x ¢ A icin

Soy=x
ise f fonkmyonuna bmm (ozdeghk) fonk51yon demr, IA xle gostenhr

Iy fonksiyonunun grafifi yanda veritmigtir.

TANIM :

" ftASBve g:B->C fonksiyonlart verilmig olsun. Bu taktirde g fonk-
siyonu f{A) daki her f(x) elemamm C kiimesinin bir g{(f(x)) elemanma dé-
niigtiirtir. Bdylece A mn her bir x elemanim C nin bir z = g{f(x)) elemamna
déniigtiiren yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonk51y0na file g fonksiyonla-

rmin bileskesi denir ve gof ile gisterilir.

gof

Bilegke Fonksiyonu

ORNEK : Rden R ye tammh f{x) =3x - 1 ve g(x) = x? fonksiyonlari igin
(gox) ve (fog)(x) ifadelerini bulunuz.
Coziim :
(80f) () = g(fx)) = gBx —1) = Bx~ 1> =92 — 6x + 1
(fog) (x) =R =flx? )=3x" -1
olur,
Yukanidaki drnekten de goriildiigii gibi , genelde
fog # gof
dir.
" TANIM :
f:A~>B fonksiyonu birebir érten olsun.
(g ) =x ve (fog) ) =y
egitliklerini saflayan g fonksiyonuna f nin tersi denir, 7! ile gésterilir.
Bu tanmma gire,
Flof=ly; fof =

olacaktir.




artan fonksiyon

0 \ g

azalan fonksiyon

b

_/

azalmayan fonksiyon

A,B R ve f, Adan B ye birebir drten bir fonksiyon olsun. y =f1(x) denk-

lemini elde etmek igin ¥ = f{x) denkleminden x c¢ekilip, x yerine y, y yerine x
koymak gereldr. O halde (a,b) , y = fx) iizerinde bir nokta ise, (b,a), y =f ()
iizerinde bir noktadir. (a,b) ve (b,a) noktalar1 y = x dofrusuma gore, simetrik
noktalar oldugundan agagidaki Snerme dogrudur

y=fx) vey=f1(x) egrileri y=x dogrusuna gire simetriktirler.

ORNEK : f:R > R, fix)=x" +1 fonksiyonunun, efer varsa tersini bulup
grafifini giziniz.
Céziim : f fonksiyonu birebir ve 6rten oldugundan tersi vardir.

3

y=8+1 285=y-1 = x=3y—~1 oldugundan

@ =Va-1

olur.

Bu fonksiyonun grafigiy = x* + 1 nin grafifinin y = x dogrusuna gore simetrifi
olacafindan yandaki gibi olacaktir,

TANIM :
"ACR ve fiA>R bir fonksiyon olsun.
Anm bir E alt kiimesinin x, < x, -gartin saglayan her x;, x, elemanlan igin
%) < fixy) ise f fonksiyonu E iizerinde artan, f{x;} < f{x,) olursa azalma-
yandir denir. Benzer olarak, £ kiimesinin x; <xp garhm saglayanx;,x, ele-
manlar igin fx;) > fx;) oluyorsa f fonksiyonu azalan, fix;) = flx)) ise
artmayandir denir. Bir aralik {izerinde tanunh bir fonksiyon tamm aralig:-
nin tamam iizerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin olarak monoton-

dur, artmayan veya azalmayansa monotondur denir. Eger bir fonksiyonun ta-
mmli oldugu her sonlu aralik, fonksiyonun monoton oldugu, sonla sayida alt

aralifa boliinebiliyorsa, bu fonksiyona parcal: monoton fonksiyon adi verilir,

e
Eger fonksiyon kesin olarak monotonyise onun grafigi izerinde alinan her-

hangi iki noktadan sagda bulunan: solda bulunamndan daha "yukaridadar.”

Verilen bir fonksiyonun grafigi giziidigind?y
£

(b) Eger fonkstyon kesin olarak monoton azalan ise, grafik iizerinde alinan her-
hangi ki noktadan solda olant sagda olamndan daha "yukaridadu™,

(c) Eger fonksiyon monoton azalmayan ise, onun grafigi fizerinde alinan iki nok-
tadan solda olani sagda olamn "yukarnsinda" olamaz.
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y=a

¢ift fonksiyon

(x . FOp

—X

(=x.f (1)
Tek fonksiyon
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ORNEK : R defix) =2x+4 ve g(x) =2? bi¢iminde tamimlanan f ve g fonk-
siyonlarimin monotonluk durnmlanm inceleyiniz.
Coziim :

fx)y=2x + 4 tin grafigi yanda verilmigtir. Grafikten de gériildiigii gibi f fonksi-
yonu artandir.

Zirax;  <xy ise, 2x+4 <25 +4 = fix) <flx;) olur.

g(x) =x? fonksiyonu (~, 0) arahfinda azalan, [0, +o0) aralifinda artandar.
Dolayisiyla bu fonksiyon monoton olmayip par¢ali monotondur,

TANIM :

Eferxe A oldufunda -x & A oluyorsa, A kiimesine bir simetrik kiime de-
nir. Simetrik bir A kiimesi fizerinde tanimlanan bir f fonksiyonu igin

fl—x) = f{x} oluyorsa f fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur denir.

Egerherx A icin fl—x) = -f(x) oluyorsa f fonksiyonn bir tek fonksiyon-
dur denir.

ORNEK : R denR ye tamml

fiy=x*+1, 8(x) =x2, hd=x+2, kx)=0
kurallartyla verilen f, g, & ve & fonksiyonlarmn hangileri tek, hangileri ¢ifttir?
Coziim :
Herx € R igin filx) = ()% + L =x* + 1 =fIx) oldugundan f ift fonksiyon-
dur.

Herx e R icin g{—x) = (-x)* = —x> = —g(x) olduBundan g fonksiyonu tek fonk-
siyondur.

h(—x) = —x + 2 ifadesi ne h(x) ne de —h{x)} oldugundan /i fonksiyonu ne tek ne
de gifttir.

k(—x) = 0=k(x) ve k(-x) =0=-k{x} oldugundan &{x) =0 fonksiyonu hem tek
hem de ¢ifttir.

F cift fonksiyon oldugunda, eger {x, fix)) noktas: onun grafiinin bir noktas: ise,
(—x, fx)} nokias: da grafifin bir noktasidir. Diger taraftan (x, fx)) ile {—x, Ax))
noktalar! y~ eicsenine gére simetrik oldugundan f nin grafii y— eksenine gire
simetriktir.

Benzer diisiinceyle, tek fonksiyonlann grafiklerinin @(0,0) orijin noktasina gre
simetrik olduklari gosterilebilir.



!\)

A= {0; 1,4,9} ve fixy=/x olduguna gore,

 flA) nedir?

fix)=3x+5 igin f(l-,;x) nedir? -

f(2x) = 3x bafntisim saglayan f fonksiyonu igin

£0) f(—%) ve f(%) degerlerini bulunuz.

 Asagidaki reel degerli fonksiyonlarm tamm kiime-

lerini bulunuz.

(@) J‘(J~')=\/4—ac2 _
(by ﬁa)-xxzw |
© o= /-‘Lx '
@ fx)=

© fo=/425

l

fxy=yx+1, gx)= 1 icin agagidaki ifadeleri
hesaplayimz.

@ F+903) b (f-g)(8)
© gD @ (@f+3g)(15)
@ 2°®+3ud ® Ls)

_ . _ _,ez
@ fi(24) ® = (8)

foy=x2+1, g)y=x*~ 1 icin agagadaki ifadeleri
hesaplayuuz.

(@ fR2) () Rgl)
(©) (=1 (d) 2(g(0))
(@) g(R1) ® SR

7.

10.

il.

12,

Asagdaki fonksiyonlariginf+ g, f—g, f.g ve %
fonksiyonlarinin kurahm bulunuoz.

@ fy=x+1 g =2 +2x-3

by foo=/x g =/x-2
\_ /2 _ 1

{©) fx)y=vx"+1 g(x)—'/mz

© f=x+2, g=/x

g=1EE  igin
(gog) (x)

e
Foy=13%,
(o) (5, (fog) (%), (gaP @),

ifadelerini hesaplaymiz.

‘Herxe Z* igin, flx+ 1) =2+ flx)

bagintisim sagtayan f fonksiyonu icin f{10) ~ f(1)

ifadesini hesaplayimz.

Z* iizerinde flx+ 1) =xfx)

£36) ..

baginusi saflayan f fonksiyonu igin F

desini hesaplayimz.

IxI =2 igin, ﬂx):,f4—x2 olsun.

- Agafidaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz,

@ -0 =f) ®) fa-2)= /-’
© fa=2/i-F @ f(3)=2t

(&) f( ) 16—¢”

Her x,y € R* igin,

Foe. ) =0 +1)

bagmbisie saglayan f fonksiyonu icin f1) nedir?
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13.

14

‘Agagidaki fonksiyonlardan hangilesi birebitdii?
o fa) fiR—>R, . fW=S5x+l
by fiZ SR, fm=r

(c) f:R—R, fy=x+x

dy Ff:R—R, fxy=x+1

15.

16.

17.

18.

19.

Sabit olmayzn bir f fonksiyonu her x,y € R igin,
fx+y)=Rx) . f»)
bagintisiu sagliyor. fl0) nedir?

Bir dairenin gevresini alan cinsinden hesaplayiniz.

Agaphdald bagmtilarla tammlanan reel degigkenli
ve reel deferli fonksiyonlann tanun ve goriintii
kitmelerini bulunuz.

@ fxy=1+x>
© fy=1-/x
© fy=-1

{b) fxy=/-x
@ fo=/1-lx]

f artan oldugunda —f azalan, f azalan oldufunda
—f artandir, gdsteriniz.

F. bir I arahg: iizerinde pozitif tammmb olsun.

(a) f artandu‘ﬁ% azalandar.

®) F azalandu@% artandir.

Onermelerinin dogrulugunu gosteriniz.

Asafrdali egitlikleri saglayan

fixy=ax+b tipinde bir fonksiyon bulunuz.
® ff&+D=2x

(b) fM2x+3)=3x-2

() li-x)=5x+1

(dy FEE)=4x+73

20.

“hu.

23.

25.

26.

0 =P -x+1

. Sfix)

Agagidaki fonksiyonlarm hangileri tek, hangileri
cifttir?
@ fi)=4 ® =%
@ fy=x*+22+3

(&) -f(x) =- 2o

xi+1

3
&) fo9= =

gL
x4+ 1 :

® f) :s—lﬁ

fxy= x*-4x + 3 fonksiyonunun artan ve azalan
oldugu arahklar bulunuz.

_f+fex | f-fx
2 2

egitlifinden yararlanarak, her fonksiyonun biri tek
biri de ¢ift olan iki fonksiyonun toplamu geklinde
yazilabilecefini gisteriniz.

Agagidaki fonksivonlan biri tek biri de ¢ift ofan iki
fonksiyonun toplam: seklinde yazimz.

@ fX)=——2—

x“—x+1

&) Ax)=( +x)1%

Oyle fve g fonksiyonlan bulunnz ki,
f+g cift, f- g tek olsun.

(a) ftekise —f tek midir?

1 ek midir?

f

© fcift ise %

(d) f cift ise ~f ift midir?

(b) f ekise

¢ift midir?

Artan bir fonksiyonun tersinin de artan, azalan bir
fonksiyon tersinin de azalan olacaguu gisteriniz.



12 BAZI OZEL FONKSIVYONLAR

¥ :xﬁ

-1

0 1

Baz ¢ift kuvvet fonksiyontanmn

erafifii

-1

Baz tek kuvvet fonkiyonlarnmn
grafilleri

Bu kesimde cok kullanttan bazi fonksiyonlar: inceleyecek, daha sonra bu
fonksiyonlarin tam kisme, muotlak degeri ve isaretleri lizerinde duracagiz.

- .
' v

1t € N olmak dizere, o

- =X
blglrmndc tanmﬂanan fonkSIyonla.ra kuwet fonksivonu ach verilir.

# ¢ift olduéu}lda kuvvet fonksiyvonu ¢ift fonksiyon olup grafigi Oy— eksenine gore
simetriktir. n tek oldugunda kuvvet fonksiyonu tek fonicsiyon olup, grafigi orijin
noktasina gore sunemktlr Bazi kuvvet fonksiyonlarinin grafikleri yanda veril-
n'n§t1:

. TANIM :
ne Nve du, ay, .'-.'-.? a, lerde, a,# 0 olmak iizere, sabit reel sayilar olsun.
P =ap + ap ™ 4L+ ax+ag

biciminde tamimlanan p ; R -- R fonksiyonuna bir polinom fonksivon denir.
Buradaki n dogal sayisina polinom derecesi, q; , Ay, -1 g sayilarina da poli-
nomun katsayilan denir. ' :

Bu tanmma gére, bir pblin?:)m fonksiyonu, bazi kuvvet fonksiyonlarinin bazi saye-
larla ¢arpilip bunlann toplanmasindan olugmustur,

Ornegin fix) = ax® + bx + ¢ ikinci derece fonksiyonu 1, x, x? kuvvet fonksiyon-
larinin, sirast ile ¢, b, @ sayilarryla carpilip elde edilenlerin toplanmasindan iba-
rettir. Polinomlar su temel dzelliklere sahiptir :

(a)  1ki polinom fonksiyonunun toplaru ve ¢arpimm yine bir polinom fonksiyo-
nudur. '

(b)  Bger r sayis #. dereceden bir p polinomunun / katll bir kékil (sifiryeri)
ise # — m. dereceden dyle bir g polinoma vardir ki

pEY=x—nN" g{x)
olur,

ORNEK : p(x) =28 + x° + x* + X3 = x3 (x + 1) (02 + 1) esitligi ile verilen p poli-
nomunun reel kklerini bulunuz.

Coziim :

Koklerx, =x, = A= 0, x,=-1dir. Diger iki kok reel degildir.
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Iki polinomun béliimit bir polinom olmayabilir. Bu tip fonksiyonlar bagka bir
sinif olugturarlar.

TANIM
g#0 olmak iizere |

el

bigiminde tammlanan f fonksiyomma bir rasyonel fonksiyon denir.

Bir rasyonel fonksiyon paydayi sifir yapan noktalar haric diger tiim noktalarda
tanemiidir.

. 2 —
ORNEK : fx) = B—x,,—l-;; forksiyonunun tanum kiimesini bulunuz.

x =-3x"-
Coziim : X -3 —4dx=x (- 3x-4)
=x(x+D{x—-44
oldugundan fonksiyon x; =0, x=-1, x3=4 noktalaninda tamimgsizdr. O
halde tamim kiimesi R \ {-1,0, 4} ‘kiimesidir.

Her p(x) polinomu p(x):# bigiminde yazilabildifinden, her polinom bir

rasyonel fonksivondur.

TANIM
f, Adan Bye bir fonksiyon ve E c A olsun.

Her x € Eelemamna g(x) = f{x) elemanmm kargihk getiren g fonksiyonuna
f nin E ye kisitlanmast demr f, ile gdsterilir,

Kisittanmada kural defismemekie, ancak tarum kiimesi darattilmaktadsr.

ORNEK : f: R — R, fix) = 2x + 1 fonksiyonu verilmig olsun.

g:N—=R, gx}=2x + 1 fonksiyonu f nin ¥ ye lkasitlanmasidir. Dolayisiyla
g=f Iy dir.
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y = |+l in grafigi

/N

-2 -1 |0

y = x — Ix] in prafigi

1

TANIM
~ A CRolsun.
fx) =

seklinde tammianan ftA—=R fbnksiyonuna' tam kssim fonksiyonu adi veri-
lir. Burada. [+], x saylsmdan biiyiik olmayan tamsayilarm en bilyligtini gos-

© termektir, : S = Exj-t-.—_, O<L4.{

Ixl, n =< x esitsizligini gercekleyen n tam saytlarmwm en biiyligiint gosterdifinden,

- p bir tamsay1 olmak iizere, p < x < p + 1 egitsizlifini saflayan x reel sayilan igin

X

[x] = p dir. Buna gére

Bzx<-2icin [xf=-3, -2=x<-ligin [xf=-
-1=x<0 icin fx]=-1, O=x<1igin xl1=
l=x<2icin =1, 2=<x<3icin Ixf =

ve [3]) =3 olacagmdan fx) =[x} §eklmde tanimlanan £ [-3, 3] — R fonksi-
yonunun grafigi yanda verilmigtir,

Simdi tam Jasun ifadesi 1ht1va eden fonksiyonlarin grafikler ile ilgili baz Srnek-
ler verelim,

ORNEK : y =x- [x] esitlizi ile verilen £ : [-2,2] — R fonksiyonunim grafifini
ciziniz.
Cozitm : -2 =x <-1 igin [x) =-2 olacagindan y = x + 2 ohr.

Benzer sekilde -1 s x<Qiginy=x+1, 0=x<]1 igin y=x 1=x<2
iciny=x—-1 ve x=2 igin y=0 olacafndan verilen fonksiyonun grafigi sol-
da verilmigtir.

ORNEK : f:[-22] — R, fix) = Is*] fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Ciiiiim : fi—x) = [(=x)*] = [x?] = fix) oldugundan f ¢ift fonksiyondur. Dolayisty-
la grafigi y— eksenine gore simetriktir. Fonksiyonun (0,2} aralifindaki grafigi ¢i-
zilip, elde edilen grafifin Oy— eksenine gbre simetrigi ahmabilir.

Osx<tl icin 0= x*<1= [RI=0
l=x<+2 igin 1=2%2<2 = K=1
NZ sx<3igin 22x%<3 = [)=2
Ji<x<?2 igin 3sx<d4 = =3
x=2 icin  x*=4 = [l=4
olur. Buna uyan grafik yanda cizilmigtir.
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[, Plcos,s5in0)

Birim gemberden
cos®x + sin®x = 1

oldugu agiktwr. (x,~y) noktasy (x,y) noktasimn -Ox— eksenine gre simetrigi
oldugundan

P'(cos8,-sinQ}

"'@wﬁ@-@n@e)wﬂsiﬁ‘a* )

bulanur.

iki yayin toplamimn trigonometrik oranlars

cos(0 +7v) = cosf cosy — sin@ siny
sin(0 + v) = sind cosy + siny 058"
S . _tan@+tany - o
w@n(® +7) = 1-tan@tany

bagntlan yardimiyla hesaplanir. Burada y yerine —y konur ve cos(=y) = cosy,
sin(~y) = —siny oldugu gozéniine alarursa, iki yayin farkmm trigonometrik oran-

lar
~cos(8. - 7) = cosf cosy + sind siny’
sin(6 —) = sinf cosy — siny cosd
" _. ‘tanf - tan'f o
_ t?m(e_.. V=1 tenbtany .
bagntilariyla hesaplanabilir. '

Toplam formiillerinde y = @ konursa, iki kat formiilleri denilen agafidaki
bagmtilar elde edilir :
0528 = cos?0 - sin’e

=2cos9-1

o =12’
sin2@ = 2sinf cas§
tan2g = —2fan@

1-tan’@

Yukandaki yaylann toplam ve fark: igin verilen bagintilar taraf tarafa toplamp
gerekli sadelegtirmeler yapilirsa

Slﬂa SmB= ~% [cos (a+ B)- cos{e - B)]
sino: cosp =L [sin(e+ - sin(e- B

cosed cosh %[os(a B + 608 (- BY]

afigi
nine
afigi
Beni-

[1SHT

trigi

inda

Rlxl)

riire




bagntilan elde edilir. Birinci ve iigiincit bagmtilarda o + B=p, o-P=g¢
konursa

ﬁ : sinp+si_né=2sin p;q bosﬁiﬁ-
.;co'sp' +cosg=2cos i;—g- __cos_ﬁg-g- :
egitlikleri elde edilir. -
Herbir x yay nzunlufuna bir sinx ve bir cosx karsilik geldiginden
Jix) =sinx ve g(x) = cosx

fonksiyonlarina ve bunlar yardimmyla tanimlanan

sSinx
tanx = , Secx=
cosx

Cosx

1 _ cosx

n:sn::x=_L , cotx= :
sinx tanx sinx

fonksiyonlarina trigonometrik fonksiyonlar ad1 verilir,

f: A —> R fansiyonu vertlmis olsun.
Herx e R icin |
Foe+ D =f0) ) |
1 'ola'c%k sekilde bir pozitif T sayist varsa f fonksiyonu bir periyodik forksiyon,

T sayisina da fnin bir periyodndur denir. T’ sayilaruun bir en kiigtifiti varsa bu
en kiigiik periyoda forksiyonun esas periyodu veya kisaca periyodu denir.

ORNEK : f{x) = x - [x] fonksiyonu periyodik midir? Periyodik ise esas periyo-
dunu bulonuz,
Cioziim : m bir pozitif tamsayi ise
frxtrmy=xt+m— x+ml=x+m—(lx]+m)
=x+m- -m=x~- xl=Ax)

olur. $u halde her pozitif tamsay1 birer periyottur. Bunlarin en kiictigti 1 olduguna
giire, £ nin esas periyodu 1 dir. Su halde f{x) = x — [x] in grafigini 1 birith nzue:
lugundaki bir arahkta ¢izmek yeterdir, Zira difer par¢alar bunun arka arkaya
. kopyalanmasindar ibaret olacaktir. Verilen fonksiyonun [0,1] aralifindaki

JIIIY

Fo=x-1x]

¥ grafigini ¢izelim.

O=x<1 icin Ix] =0 oldofundan f{x) =x olur. x=1i¢in f{x) =0 dir.
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ORNEK : flx) =sinx fonksiyonunun periyodik oldugunu gosterip esas periyo-
dunu bulunuz. Bundan yararlanarak f: R — R, fix) = sinx fonksiyonunun grafi-

Zini ¢iziniz.
Ciziim :
fx+T) =fx) = sin(x + T} = 5sinx =
sinx cos T + cosx sinT = sinx =
cosT=1 ve sinT=0 olmah = T=k 25
olur. Su halde 27 nin tiim tamkatlart birer periyottur. Bunlarin en kiicigii 2n

oldugundan f{x} = sinx in esas periyodu 27 dir. Su halde [0,2m] arahifinda ¢izim
yapmak yeterdir. Diger pargalar bu parcanin tekrarmdan ibaret olacakur

[0,27] arahfindaki 6zel degerler icin bulunan noktalar birlegtivilerek efri ¢izilir

x{o|F|m || 2n3n|5n| o170} Sm | 4rn | 3n ) Sw | Tm 1w | g
61413213 :4 |06 6 4 3 2 3 4 6
sinxj 0 Lﬁﬁ 1 ﬁﬁ_l_ 0 _l_ﬁ_ﬁ -1 _ﬁ_ﬂ Lo
212 21212 2 2 2 2 2 2
ﬂ}l

1 Fxy=sinx
=3 . —2/\4: , . ZTC/_\}E .y
—Snf2 —3n/2 —n/2 0 ar 32 Sn2 ’
+-1

fix) = cosx fonksiyonunun da esas periyodunun 27 oldugu benzer sekilde gdster-
ilebilir.

S'm(x—l-%):cosx

oldugundan, fix) = cosx in grafigini cizmek i¢in sinx efrisinin herbir noktasim kil

kadar sola kaydirmak yeter. Boylece agagadaki grafik elde edilir.

1 fix)=cosx
_5:0“2/\ _ -mz/ -\mfz 3mz/—\sm2 .
-3n _/ -2n \/ 0 » W 2r Qﬂ:




y=dny

[ ] T x

Jfix) = tanx in grafifi

¥

flx) = cotx in grafigi

\/™

\
T e 2T 1

Rx) = secx in grafigi

¥ yECECX

0 a2 x

Jix) = csex in grafigi

y=ooty

Jix) = tanx fonksiyonunun periyodu m olup, grafigi yanda verilmistir.
sinx
cOSX
denkleminin kéikleri, k tamsay: olmak fizere, x = (2k + 1) % sayilaridir. O halde

Ffx) =tanx = oldugundan, bu fonksiyon cosx = 0 i¢in tammlidir. cosx =0
tanx fonksivonu x = (2k + 1) % noktalarinda tammsizdir, tanx tek fonksiyon ol-

dugundan grafigi orijine gére simeiriktir.

Sy =cotx = {s:?n_s.: fonksiyonu x # kst igin tanimirdir. Bunun esas periyodu 5 dir.

Grafik yanda verilmigtir. cotr tek fonksiyon oldugundan grafigi orijine gbre
simetriktir.

f0) = secx = ﬁ , 52 @k+ D)2, (ke 2) fonksion 2n periyodiu bir

fonksiyondur, Aynca cift fonksiyon oldufundan grafigi Oy~ eksenine gire
simetriktir,

Fonksiyonun grafigi yanda verilmistir,

1
sinx ° _
fonksiyon oldugundan grafik orijine gore simetriktir. Fonksiyonun grafigi vanda
verilmigtir. Trigonometrik fonk31y0n1ar1n esas periyotlarin agagidaki teorem yar-
dimayla kolayca bulabiliriz.

fix) = cscx = x # kn {k e Z) fonksiyonu 2; periyothudur. Ayrica tek

TEOREM 1. 1 :

m bir p021t1f tamsayl1 @ ve b az# 0 olmak iizere reel sayilar olsun
(1) sinx ve cosx.in p_u_ar;yodu 2:r|:, )
' (2) tanx ve cotx in penyodu;q;, L

(3) sin(ax+b) ve_cos(ax -+ b) nin periyodu 2%

lat > -
' (4). tah(ax + b) vecot(ax + 3) nin peﬁyddu % ,

(5) sin?™ax+b) ve cos?™ (ax +b) nin periyodu o

(6) sin®™)(ax+b) ve cos2™\(ax + b) nin periyodu 2~

lat

{7 tan™(ax + b) ve cot™(ax + b) nin periyodu — d1r
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ORNEK : f{x) = sin*x + cos*x in esas periyodunu bulunuz.

Céziim : sin*x ve cos*x in esas periyodu t dir,
Su halde f nin bir periyodu m dir. Fakat bunun esas periyot olmasi gerekmez.
Gergekten

T ind n 4 R
f(x+2)-sm (x+2)+cos (x+2)

. i . T T . . TL
=(sinx cosa+cosxsm3)4+(cosxcosi— smxsm?)‘1

=cos®x +sin?x = flx)
oldegundan % de bir periyottur.

ORNEK : fix) = sin®r ve g(x) = cos’x fonksiyonlarimn periyotlarini bulupuz,
Fx) + g(x) = sin®x + cos®x periyodik midir? Bu fonksiyonun esas periyodu var
mudir?

Coziim : flx) = sin’x ve g(x) =cos’x fonksiyonunun periyodu 7 dir.

flx) + g(x) = sin®x + cos®x = 1 dir. Bu fonksiyon periyodiktir.

Ciinkiiher 7> 0 igin fx + N+ glx+ N =fx) + glx) =1 dir.

Her pozitif 7" sayisi bir periyottur. Pozitif reel sayilarm en kiiciigii mevcut olma-

digindan esas periyot yoktur.

Yukarnidaki iki drnekten su sonug gikanlabilir :

SONUC 1.1:

fve gnin esas periyodu T ise f+ g nin de bir perivodu T dir, fakat bu T esas
periyot olmayabilir. Hatta f + g nin esas periyodu olmayabilir.

Genel Matematik derslerinde kullanilan iki dnemii teoremi ispatsiz olarak ifade
edelim. Punlann ispati Orta §gretim kitaplarinda bulunmaktadir,

- TEOREM 1.2 (Siniis Teoremi) : . -
ABC 'ii'ggeninin gevrel gemberinin yargap: R olsun.

a . b ¢ - .
: Pt = — =2R
sinA sinB  sinC o




4 ) A
ORNEK : Bir ABCticgeninde m(A) =75, m(B)=60°, IABl=c=8br
olduguna gre IAC] kenar uzuntugunu bulunuz.

Coziim = m(C)=180° - (m(A) +m(B))
180° — (75° + 60°)

- = 45° olur,
b ¢ - b _ 3 - b __8
sinB sinC  sin60 sind3 ﬁ iz_
2 2

@b=—8§:4ﬁ br olur,

'TEOREM 13 (Kosiniis Teoremi) : | |
| . Bir ABC iicgeninde, IBCl=a, |ACI=b ve |ABI=c olsun.

ﬂgg’en:in koge acilarimin dlgiileri A, B, C ise
a? = b? + ¢? — 2bc cosA

P=a? +ct = 2ac cosB-

= a?+ B% — 2ab cosC

dir. -

ORNEK : Bir ABC iiggeninde a =3 birim, b=>5birimve m{C)=120° ise,
¢ kag birimdir?
Coziim : Kosiniis ieoreminden

2 =a? + b2 —2ab cosC

_ _ 1
~9.425 2.3.5‘( 2)

=94+25+15=49
- olur. O halde ¢ = 7 birimdir.

1.5 TERS TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR
£y )

1o/ y=Sinx ftx) = sinx fonksiyonu [-—% . -?23] araligina kisitlanir, deger kiimesi olarak [-1,1]

—x/2 aralig: ahnmsa, bu fonksiyon birebir drten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonmun

grafiji yanda ciztlmigtir. Bu efri y = sinx egrisinin {—% , % aralifina karsilik
-

gelen pargasindan ibarettir. Bu fonksiyonua tersine arksiniis fonksiyonu denir,
kisaca arcsin veya sin”! ile gdsterilir. Su halde arksiniis fonksiyonu, tamm kiimesi

sin: [& {; %] —[1,1] fonksiyonunun grafigi
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by [-1,1] ve deger kiimesi [—E . E] olan bir fonksiyondur. Ters fonksivonun
n/2 ¥ = Arc sinx 272
/ grafigi, esas fonksiyonun grafiginin y = x dogrusuna gére simetrigi olacagindan,
-1 - - "
: - arcsin : [-1,1] = [——,-——]
i 0 1 x Qm N 2 2_’/
denm fonksiyonunun grafigi yandaki gibi olacaktir,
Yukandaki aciklamalara gére "
arcsin ; [- ll]—)[-——« ‘\
u-arc51nv4:>s1nu—vve ue %,%] )
fonksiyonunun grafigi - —
olacaktir.

ORNEK : arcsin %‘% arcsin (~i)=jfadcleﬁni hesaplayimz.

L _ 2 ‘
Coziim :
A3 . A3 _n . N3 m
arcsin > = i <> sing = > @u-B@m—csm 7 =3 olur.
o S VPRI S -_F ; (_i)__ﬁ
arcsm( 2)-“@ 2~smt4:rt_ 6@a:csm 2)°78

Benzer gekilde, kosiniis fonksiyonunun (0, n} aralifina kisitlanmas: olan

1
—\ : cos : [0,7] — [-1,1]

~x P

fonksiyonu birebir drten oldugundan tersi vardir. Bu ters fonksiyona arlckosiniis
fonksivonu denir. Arccosx in antarm kosiniisii x olan yay demektir. Buna gore,

: [0] — [-1, 1] fonksiyonunun grafigi ;
cos: [0 > -1, 1] i grafifi = arccos ¥ < cosu = v vel u e [0m]
'\\_\_‘___“_'_/

olacaktir,
Il}'
n

ORNEK : Arccos L.ye arccos - ifadelerini hesaplayimz.
2

\ Ciiziim : _

-1 0 1 * arccos l =< I=cosue>u=0sarccos 1 =0
arcos : [-1,1] — {0.n] fonksiyonunun grafigi
arccos (-—@) =te -% = COSt ¢ t = %’T &5 arccos (—%) = 5?“ )



Aym sekilde tanjant fonksiyonunun (—% ) %) aralifina kisitlanmasi olan

T K
N LA B
tan ( 2 2)_’

H\F

fonksiyonunun .

O INE
\fin_;R"’( 272

bigiminde bir ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona arktanjant (kisaca arctan

tan: (-, B )R fonksiyonunun grafigi  yazahr) fonksiyonu adi verilir. Arctanx in anlamu Tanjanti x olan yayin uzunlugu
2y

demekiir. Tanjant ve Arctanjant fonksiyonlars birbirlerinin tersi olduklarndan
bunlann grafikleri yandaki gibi olacaktir, Yukaridaki tamima gire

u=ArCtanv<=>v=tanu{.-e He(_%,_‘g_)

demekitir,

arctan:R— (- %,%) fonksiyonunun grafigi

ORNEK : Arctan (-+/3) ve arctan | ifadelerini hesaplaymz.

T

Coziim :
arctan(-x/BT)=u@—ﬁ:tanu@u:—%ﬁarctan(—«/?): —gmo]ur.
arctanl:t(:}1=tanr@t=%@arctan1=%olur.

Kotanjant fonksiyonu da (0, n) aralifinda birebir érten oldugundan bu fonksiyo-
nun da bir tersi vardir. Bu ters fonksiyona Arkkotanjant (Arccot) fonksiyonu de-

x nir. Demek ki

1= Arccot v < v =cot u ve(u e (O,T{D
7

kS
i

olur. )

Kotanjant ve arckotanjant fonksiyonlarnm grafikleri yanda verilmigtir.

ORNEK : Arccot (— %) ve arccot +/3 ifadelerini hesaplayiniz.

Coziim :

u= arccot(—i) <= cot u:—Lﬁ uzz—n@ a.rccot(—i) =2—K
A3

3 3 3 3

B

a=arccot«f?:_@cotaxﬁﬁa=%@a.rccot—x/_=% olur.

arccot : R — [07) fonksiyonunun grafifi
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1.  Asafidaki dereceleri radyana geviriniz.

(a) 15° (b) 150° () 240°
(@ 330° () 600° (D 36°
g 725° . () 235° () -T2 .

(3 -80° () —220°0 (o -300°

2.  Asagidaki radvanlan dereceye ceviriniz.

@ & ®mE ©F%
@ ~E @ 0T
@ -2 wF 0z
W 2 o-F we

3. jaﬁldﬁkj esitliklerin dofrulufunu gsteriniz,

A2) sin(@ — %J=-—_ cos@
\,é) sin(Q + %) =cos @
o) cos(f — %} =sin@

() cos(®+Z)=—sin6
}/(e) sin(z — 0) = sinf
\\&) cos(m — 8) = —osd
(@) sin(m+ 8) =_sind

./(h) cos(z + B) = —cosO

4. Asafdaki ifadeleri hesaplayiniz,
(a) sgn(sin2007) (b) sgri(secS)
(c) sgn{cos899) (d) sgn(sin2%)
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5.

7.

(¢) cot210°

Agafidaki ifadeleri, tablo veya hesap makinalart
kullanmadan, hesaplayimmz.,

(a) tanl35° (b} secd45® (c) .csc60;’
(d) tan765° (e} secl5Q”
(f) escl35®  (g) tan300° - () cos(-1207)

0 wE 0 eof-3E) 0w

(k) faanE ] csc(wl%g) (m) csc%lgfr

Asafidaki fonksiyonlarin tek veya cift olup
olmadifint aragtieingz,

{a) Ax)=sinx + cosx
by fx)=x+sinx

{c) hfx) = sin®x + cosx
Ny - o Sinx
@ k»= 2+ cosx
f fonksiyonunun bir periyodu p olsun.
Her x icin
(8 Ax—p)=fx)
(b) Ax+np)=fx), (neN)

oldugunu gosteriniz.

Agathdald fonksiyonlarin esas peﬁyoﬂénm bulu-
anz,

@ )= sin(2x)
(b) g(x) = 0053(5x + 1)
(€) h(x) =lcosxl

(dy k(x)=,/sinx

9, tan(% - x) = Co % + x) oldugunu gdsteriniz.



10

11.

12.

13.

14.

@ a=6,

[—1 1] arahgmdakl goruntusu y=1- Ltl in goriin-

A§a§1dak1 egitliklerin dogrulugunu gostenmz

(a). snn39- 35in® ~ 4511139

" (b) cos30 = 4cos?0 — 3cosO
() sind® = 8sind cos’6 — 4sind cosf
@ " cosd4® = Bcos*B — 8os?6 + 1

A
Bir ABC ti¢geninde m({C} =0 dir.

bﬁiﬁ,&):%ise c=1
®) a=4/2,b=6, B#%f—isc c="1
© a=5 c¢=7, 6=2ie b="
@ a=6, b=10, c=14ise 6=7?
@ b=9/Z,c=15, 0= ise a=?
® a=5b=12, 0=7

c=13 ise

A§ag'1dald egitliklerin dogrulugunu gdsteriniz.

sin20

(a) tanB 1 +cos 20
_ _1—cos 20
() tand =4 “5in20
L 5
(©) tan2f= cot@ —tan 6

Asgafidaki denklernleri ¢oziiniiz.

(a) cosx=1 {h) sinx =-1

(c) sinx =—21— (d) cosx=-1

15,

16.

17.

18,

19,

20.

(f) seex=/2
(1) sinx=1.

{e) tanx=1

{g) cotx=1

Herne Nigin

(a) sin{x -+ pm) = (-1)" siﬁx

(0) cos(x+ nm) = (-1)" cosx

‘oldugunu gosteriniz.

tand > 0 ve sind = —% olduguna gore, cos , sech,

csch, cot® ve tand oranlarn: hesaplayiniz.
4
-2- <0< 2 igin tan@ = Y olduguna gore

smB, cosd, secB, csB,cotB oranlanm hesaplayiniz.

Bir ABC iiggeninin alanmn

Asan(A?C):%ab sinC =%ac sinB
_1 :
uzbcsmA

bagintilan yardimyla hesaplanabilecegini gosteri-
niz. .

Agafida bazi eleman olgiileri verilen iiggenlerin
alantarint bulunuz.

c=24br
c=14br _

b =36hr,
F=6br,

(a) m (2) =130°,
(b} a=10hr,

iki kenarmin uzunlugu 6 ve 10 birim, biiyik
kégegenin wzunlugu 14 birim olan paralelkenarm
agilarmin Slgtilerini bulunuz.
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21,

22,

24,

25,

26.

2.
" furida f(ax + b) . fonksiyonununda periyodu I

68

¥ = sinx efrisinin grafifinden yararlanarak
(a) y=Isinxl (b) v = sinkl

() y= siﬂ(x - —Z{—) (d) y=2sinx

efrilerinin grafiklerini ¢iziniz.

Jix), tamm kiimesi {0,1] olan bir fonksiyon ise,
Jfisinx) ve f{tanx) fonksiyonlanmn tamm kiimeleri
hangi kiimelerdir?

Agagidaki denklemlerle tamimlanan fonksiyonlarin
tammt kiimelerini bulunuz. o

(a) y=a.1'csir1i

2 (b) v = arccos(2x)

(c) y=arctan X (¢) y=arccot/x-1

Asagidaki ifadelerin degerini bulunuz.

(a) arccos ﬁ (b) arcsin 1
2 2
(c} arctan0 (d) arccot 1

arcsin 2 +arcsin

5
V29 V29

ifadesinin degerini bulunuz.

2-/x
+1

aresin X=1 — arecos
x+1
esitliginin dogrulufunu gsteriniz.

f(x), periyodu F olan bir periyodik fonksiyon oldu-

o lai
olan bir periyodik fonksiyon olacagmi gosteriniz.

28. Asagidaki fonksiyonlann periyodik olap olmadik-

larmi aragtirimz. Periyodik olanlann periyoduna
bulunnz. .

(a) flx)=2cos x;ﬂ

(b} g(x) = arctan(sinx)

(e} N(x)=cosx

@ k() =x+sinx
(&) I(x) =sin(x?

)  mx) = lcosxal

29. Asafidaki bafintdarin dofrulugunu gdsteriniz.

(2) sin(arctanx) = ——
' 1+x>
I
(b) cos(arctanx) =
N+ %2
{c) tan(arccosx) = L ;xz '
{¢) ten(arcsinx) = =
1-%*

{(d) arcsin{cosx) = % -X

{e) cos(aresinx) = 1 - x?

{(f) arcsinx+arcsint = arcsin(x 1= 41 -x2 )
{g) acrcosx+arccost:arccos(xt -1 -1 ]

x-Ft)
1-xt

(h) arcctanx + arctant = arctan (

() sin(Zarcsinx) = 2x V1 - x*



1.6 USTEL VE LOGARITMIK FONKSIYONLAR

Matematik, mithendislik ve fen bilimlerinde en ¢ok kullanitan fonksiyon cegitle-
rinden ikisi iiste]l ve logaritrnik fonksiyonlardir. Bu kesimde bunlarm temel ozel-
liklerini inceleyecek, daha ileriki boliimlerde tiirev ve integrallerini verecegiz.

$imdi, bizi tistel fonksiyon kavramma gotiiren bir rnek verelim.
ORNEK : Baglangig aminda 1 milyon ftyeye sahip olan bir bakteri toplutugunda-
ki iiye sayis1, herbir saatte, bir saat Snceki iiye sayisimin 3 katina gikiyor. # saat
sonra toplilugun kag milyon ityesi ohur? = 5 igin tiye sayisun hesaplaymmz.
Ciziim :
Baslangicta yani ¢ = 0 igin f(0) = 1 milyon
1 saat sonra iiye sayis1 f{1) = 3. 1 = 3 milyon
2 saat sonra iiye say1s1 £2) = 3. 3 = 3? milyon
3 saat sonra iive sayis1 3) = 3. 32 = 3% milyon
f saat sonra tiye sayisi f(¢) = 3. 3" = 3¢ milyon
olur. O halde baglangictan 1 saat son_r_aki tive sayist
fo=3

olur. Baglangictan —g— saat sonra

- f(%)=35f‘2=(43“)5=43_5=4243 = 15,588457 milyon,

yani 15 588 457 iiyesi olur.

TANIM
a' 1 den farklt bir pozitif say: olsun.
fm=at '

blgmnnde tammlanan fonk51yona bu* tistel fonksiyon clemr

Her x icin a* > 0 olacagmdan f(x) = 4* fonksiyonunun pgoriintl kitmesi, pozitif
reel sayilar kiimesi olan R* kiimesidir. Dolayistyla y = #* in grafigi daima Ox—
eleseninin fist tarafindadur.

ORNEK : Asapida kurallant verilen fonksiyonlardan hangileri birer iistel
fonksiyondur?

(a) fx)=27" (b) g(x) = 3%
(€} h(x) =43 (@) sx}=(CN
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1

—/

0 x

a> 1igin y = a* in grafigi

ll}r

O<a<i iginy=a" ingrafigi

Cozitm :

@ Ax)=2* = (%) yazilabildiginden f bir istel fonksiyondur,

b  gx)= 32_" = _(32)" = 9% oldugundan, g bir iistel fonksiyondur.

(€ hxy=4%= (qu) _x oldugundan % da bir iistel fonksiyondur.

{d)y s(x)={(-7) bir tistel fonksiyon degildir, zira g = ~7 olup pozitif degildir.

Ustel ifadelerden de bilindigi gibi,

a():l , ai=a ) a.\:+:=a.\:‘a:

a"=a‘4=.x=t

egitlikleri vardir.

fx) =¢* iistel fonksiyonu verildiginde, @ > 1 ise, x; < x, igin a'<a™ olur. Su
halde fartandir, @ < 1 ise x, < x, igin @™ >a™ olur, yani f azalandr.

fix) =a* in grafigi @ min 1 den biiyiik ve 1 den kiiciik olnguna gére yanda cizil-
Dnigkir,

' .TANIM

y = a* in graﬁgmden de kolayca gorilebilecegi gibi f(x) = a* seklinde
tanumlanan f: R — R* fonksiyomu birebir 6rtendir. Dolayistyla bu fonksiyo-
nun f1:RFS R §ekhnde bir’ ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona
Ioaﬂmma fonksiyonu ad verilir ve fonksiyonun kurall y = logx (a tabanma
.. gore logaritma x biciminde okumur) bigiminde yaziir. Demek ki x> 0 igin

'y=1'og'_ax""<:b it_:aY_ -

 dir.

Yuokandaki
y=logx & x=da¥

bagintisindan yararlanarak bazi sayitarin logaritmasi hesaplanabilir.



ORNEK : log,32, loggd, log , "517 sayilarim hesaplayiniz,
K3

Cozilm : o .
log,R2=ue=32c2=Vcu=5

olur. O halde log,32 = 5 dir.

loggh=v & 8=4 & (=22 & =2 o Jv=2 & v=%

olacagindan log34=% diir. " -

l= (l)szl —5 = '2. = =
log%9 s:>3 9@3 It us=-2c 5=2
.. Su halde log%% =2 olur,

log,x ifadesinde a sayisina logaritmanin taban1_x gayisina da logaritmas: ahnacak
sayt ada verilir,
log,x ifadesinin tanimh olmasi igin,a>0,a # 1 ve x >0 olmaldir. 10 tabanina

gire yazilan logaritmalara baya@ Jogaritmaadi verilir. En ¢ok kullanilan logarit-
ma, dogal logaritma denilen e tabanma gore vazilan logaritmalardu. Burada e
sayis1 degeri 2,7182818... olan bir sayidir. Ilerideki boliimlerdeki bu say:
tizerinde detayh olarak durulacaktir,

log.x yerine ¢ok kez Inx yazilir. O halde
y=x e e/ =x

olur. Bu kitapta log,x yerine Inx, log;ox yerine logy yazilig bicimini kullanacagiz.
log a=uea'=a & u=l

) oldugundan

loga=1

bulunur. _

loga1=v<=:»a":.1 <« v=0
olacagmclan

log,,1=0
olur. log , x =u,log ¢ =v olsun. Tamm geregince
d'=x,a'=t= a'"*V=x.1= log (x.h=u+v
bulunur. Buna gore,

log , (x .1 =log x +log ¢

olur, Yukandaki diigiinceyle

71



72

loga% =log x-log,¥
bagintisiun varhg kolayca gdsterilebilir,
Yine logaritma tanimundar Vke R ve Vx e R igin
logx*=klog,x
dir. Ger(.;ektén.
u=10gaxk , v=Fklogx

denirse

¥

k:

a'=xf ve a* =x

bulunur. Ikinci esitlikteki x degeri bixinci denklemde yerine konursa
ad=a=u=v= logaxk =klog ,x

bulunur,

ORNEK : log,8'5 ifadesini hesaplayimz.

Coziim :

108,815 = 15. log,8 = 15. log;23 = 15.3 . log,2 = 15.3. 1 =45 olur.
Simdi de taban defistirme kurah denilen agafidaki egitlifi ispatlayalim.

_log b
~ log a

log &

log ,b=u, log.a=v denirtse =5, c¢*'=a bulunur
Ikinei egitlikteki a deferi birinci egitlikte yerine konursa

(Y=b= "=b= logh=uv=>

log.b =log.b . log.a
bulunur ki bu ispat tamamlar. Bu egitlikte ¢ = & konursa

log b=

log,a

bulunur. Yukandaki ispatlara benzer yollar izlenerek agafidaki bagmtilarin doj-
rulugue gisterilebilir. Bu gdsterimler birer alsgtirma olarak okuyucuya brrakibmg-
tr,

log ,x
a®t=x

logﬁnb”_‘rf%_loga_b ,



17 HIBERBOLIK FONKSIYONLAR VE TERSLERI

y=coshx

¥

L

1

» = coshx in grafigi

¥y
y=sinhy

» = sinhx in grafigi

ORNEK : log | 243 ifadesinin degerini bulunuz.
5

_— 5_ 35 5
Ciziim : log%243=log3_23 =_—2~.1:—?

2 1837 | alogs2 . ot . .

ORNEK : 3%’ +3"%° igleminin sonucunu bulunuz.
o log;7 | olog;2 :

Coziim: 3™ +3%°=2742=9 olur.

f ile f! fonksiyonlaninm grafikleri y = x dogrusuna gore simetrik olduklanindan
y=a* ve y=log,x efrileri y=x doZrusuna gore simetriktirler.
a>lve0<a<l igin y= log x efrilerinin grafikleri yanda verilmigtir.

fartan oldugunda f~! artan, f azalan oldugunda ! azalan olacaémdan a>1 igin
y=log, x artan, 0 <a <1 igin azalandu.

1Y

y=x y—:-:‘x y=lugax

a>1 igin y=logax in grafifi 0<a«<l iginy=log xin grafifi

Simetrik bir kitme tizerinde tanirli her £ fonksiyoru igin
f) = 1) +éﬂ -0, S _zﬂ = %)

oldugundan, her fonksiyon biri ¢ift biri de tek olan iki fonksiyonun toplam: -
seklinde vazilabilir. fx) = ¢* fonksiyonunun ¢ift ve tek pargalarina sirasi ile,
hiperbolik kosiniis ve hiperbolik siniis fonksiyonlari adr verilir.

Buna gore,
X =X X —X
e +e . e —e
coshx = 5 , sinhx = 2

olur. Bu fonksiyonlann grafikleri yanda ¢izilmistir.

x -X 2 X —X 2
(coshx)z—(silﬂle:(e s ) _(e —£ }

2 2

= 2x

_eEa24e ™ P -24e™
4 4 -
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T

oldugundan
cosh’x — sinh’x = 1

dir. Diger hiperbolik fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlardaki gibi tamimla-
nir. Tanjant hiperbolik x fenksiyonu

: . X _ omX
tanhx = sinhx e -¢

coshy %, ,-x
L)
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-}

¥y =tanhx in grafigi

y=cothy in grafigi

N

¥ =sechx in grafifi

y=cschy in grafifi

e

biciminde tanimianr.
X _ X eQx -1

g -
tanhx = R = 82x+ 1
oldugundan
=1 < tanhx <1
dir. €™ + 1> 1 oldugundan tanhx her yerde tammhdu. ¢ > 0 icin fi5) = %

fonksiyonu artan oldufundan tanhx artan fonksiyondur. Bu fonksiyonun grafigi
yanda verilmigtir.

Diger hiperbolik fonksiyonlar ve bunlarnin grafikleri agagida verilmigtir.

coshx _e+e™”

sinhx  pr_ ,*

cothx =

x=0 icin ¢*—e™* =0 olacagindan bu fonksiyonun tamim kiimesi R \ {0} dir.
Diger iki hiperbolik fonksiyon

1 _ 2
coshx = g,

sechx =

Ve
12
siahx g% %

csciix =

biciminde tanimlanir. sechx her yerde, cschx R\ {0} da tamunlidir. Bu fonksi-
yonlarn grafikleri yanda verilmigtiz.

Hiperbolik fonksiyonlar arasindaki temel bagintilar1 agafida verilmigtir. Bunlarin
dogrulugu tamrnlardan hareketle kolayca elde edilebilir.

cosh2x = cosh?x + sinh®:

‘sinh2x - = 2sinhx coshx
cosh?x = % {cosh2x + 1) |
sin_hzx = % (cosh2x - 1)
cosh(x + ) = coshx coshy + sinhx sinhy
Sith(x +y) = sinhx 'chhj: + coshx sinhy
cschix = cothlvr—1
sechx = 1 - tanhx



Diger yandan

—X, X
cosh{—x) = £ ; € = coshx ,
ve
1 _ 1

=gechx

sech(-») = cosh (— x) " coshx

oldufundan coshx ve sechx fonksiyonlan ¢ift fonksiyondur, Benzer gekilde
sinh{—x) = — sinhx ve csch(-x}=- cschx
olacagindan sinfx ve cschx birer tek fonksiyondur,

Yukandaki ainn hiperbolik fonksiyonun grafiklerinden de goriildtigi gibi

1) . sinhx ve tanhx fonksiyonlar R tizerinde artan
2)  cothxr ve cschx fonksiyonlari (—0, 1) ve (0, +o0) araliklar fizerinde aza-
landir,
3)  coshx forksiyonu j0, +%) lizerinde artandur.
4}  sechx fonksiyonu [0,+o0) tizerinde azalandir,
Hiperbolik fonksiyoalarin artan veya azalan oldufu araliklarda tersleri bulunabi-
© lir. :
Buna gtre
[ cosh : [0,9) — [1, 40}
sinh : (-co, 4o0) - (—oo, 400}
tanh : (—sofe0) —= (-}, 1)
coth : (0,4) — (14+00)
sech : [04c0) — (0,1)
csch @ (040} — (0,+)

fonksiyonlar1 birebir orten oldogundan tersleri vardir. Bu ters fonksiyonlar
arccosh x (ark kosiniis hiperbolik x biciminde okunur.) arcsinh x, arctanh x,
arccoth x, arcsech x ve arccsch-x fonksiyontanidir. Ters fonksiyonun grafigi
esas fonksiyonun grafifinin y = x dogrusuna goire simetrii olacagindan bunla-
nn grafikleri agagida verilmigtir,

ly _ W y
¥ = arccosh x ¥ = arcsinf x

-

0 x 0 x

y = arccosh v in grafifi

¥y = arcsinhx in grafigi

arcsinh x yerine sinh™! ¥ veyﬁ argsinh x gﬁsten’m]elr'i de kuollamlir.
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¥ = arctank x

3 = arccobl x

-1 0 1 =x

y=arccoth x in grafigi
y = arctanh x in grafigi
¥ o

¥ = arcsech x ¥ = arccsch x

y = arcsech x  in grafigi y = arcesch x  in grafigi

Hiperbolik fonksiyonlar &* ve e¢™* cinsinden yazildigindan, ters hiperbolik
fonksiyonlar logaritma fonksiyonu cinsinden yazilabilir. Gergekten

arccosh x = In(x+‘,r‘x2-1) , xz1
arcsinh x = in(x+,,-‘x2+l) , her x icin
arctanh x = %m(i—ff), Ixl <1 igin
arccoth x = lln(m) x> 1 igin
= 2"Mx-1) ¢
arcsech x = ln(L ‘i—x) , 0<x=1 igin
/ 2
arccsch x = In %-&%], x#0 igin
1%

yazilabilir. Bunlardan birincisini ispatlayip digerlerini birer ahstirma clarak oku-
yucuya birakiyoruz.

x —X . - ’

y=coshx =% "'2"" =2y=e¢"+e™*

= X _Jye*+1=0
= e=y+/y~1
= x=In{y+/y"-1)

budunur. Su halde y = coshx in tersi

arccosh x = In(x + St 1)
dir. .




1. Asafidaki ifadeleri sadelestiriniz. 5. Agagdaki ifadeleri In2, In3, In cinsinden hesap-

a +a* " 3+a

(mn' mm)m layinz.
@ ™. m")" - tat+ad
m™.m () I8 % (b) In72 JhalsLind
A2ty S x=2y %
(®) [ 37 ] [ 97 ] | | /m/ %o tsrsln\ @ g 2kt
e © In6 Alila®d (0 1n0,002 I 3@ Bt~
3%*2_3 : . '
- © e In/0, 005/"1;%7(5* ,fﬁﬂ%,;)
. . _1
@ a::-i-ax“+a’;_l @) In(4,5. 104) e M[ﬂgﬂm

Agagidaki denklemleri ¢oziiniiz.
(a) 45 = g2

,qju\.% Atdes VI
Asgapadaki denklemleri ¢oziintiz,
ks = ¥ -
(a) 310337_{_210075:510};51 \.'l_ J

(0 5x2=56_—x ' (®) 8Iogg3_eln5=x2_?log13x
e (1\FTF >3 :{t 'gip—\ AT
(c) 4 —(4) a ) 4=\
- 2 7. Agagidaki denklemlerden y y1 “buluniz.
© (©,06257%1=($) @ Imy=feal S
id) 10%-1-251=0 ®) elr=x? W ]
@ 5% l-5%"2=20 (c) e™ Xt o g? (vl
() 9024 0% 4 Ox+l = 9] 38 | @ In(y-=x+lnx x e+
(@) (2+3x+ 3= © IGP—1)—Tn(y+ 1) =sinr e
3. A§ag1;iakj denklemleri ¢bziintiz. /(Pf e =2] 3_%30;
() 2*=64 () 10™*=0,001
C© 10%=100 @ (%) =8l 8. x2=2% denkleminin k{)klerml bulunuz.
_ (6) x*=x2 0 log,l6=2 2 k“j"j, i e ¥ Abead qhet=
(g) logax=4 (h) =7 9. Asagida kurallart verilen fonksiyonlarnn tamm
kiimelerini bulunuz.
4. Asafidaki ifadeleri hesaplaymz, ol | >, (@) fix)=m{(x2-9)
@ &7 ® e =™ r TSy gy o(Eode oo bers
(© ememb (d) logy16 . @ fw= In(sin)
€ log27 , (f) logg;3 a () fox) = arcsin(iny)
(g} logz(logz(_logzlfig) (k) logz(log{I{\JgsGél)) ) fx)=/In(x-2)
(1) logyslé R @ fix) =In{ln(1l + x?)

77



(8) fx) =arcsin(l - x} + log; (logyx)

() fx) = arcsin (logloi“%)

(1) Ax) =logy(log{log,x))
(i) Ax)=log(l —log(x? - 5x+ 16))

10, ) =n(x +/1+x%) fonksnyonunun tek fonks:yon

i1,

12,

78

oldugunu gésteriniz,

Agagidaki ifadeleri hesaplayimiz,

(a) sinh0 (b) cosh0

(c} tanhQ .- (d)} tanhl.

(e} coth{-1) (f) sinh(Iln2)
(g) cosh{In3) (h) coth(in4}
() csch(lnm) (i) sech(in2) =

Agagirda birinin degeri verilen hiperbolik fonksiy-

onlarm degerlerini bu]unuf/
(@) sinhx:wz jﬁ =,
1B ) oy et
£ s
(© tanhr=-& }y{
3 A0S

{d) sechx= 3

(b} coshx =

b
Vv A /5

13. Agagldakl ifadeleri sadele§t1nn1z
(a) sinh(inx) *,.---‘

{(b) cosh(lnx) g";%l;

AS  tanh(nx) L.

(¢} sinh(2Inx}

(d) cosh@lnx)

o f1—-x?
(e) arcsmh( 2;‘ )

14. Her x igin
2* = coshx + sinhx
e~* = coshx — sinhx
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak |
(coshx + sinhx)" = coshm_c + sinhnx
{coshx — sinhx)"® = coshnx — sinhnx

bagntilarrmn dogrulugunu gésteriniz,

15. Agafidaki bagintilarm dogrulugunn gdsteriniz.
(a)| arcsechx = arccosh %
(b) | arcesch = arcsint

(¢) arccothx = arctanh -



. [0, 2::] araliginda

{a) Isinxl = lcosxl clenklelmnm
(b} cosx s—-21~4 esitsizliginin

(c) Isinxl = lcosxl esitsizlifinin

¢oziim kiimesini bulunuz.

f(x)—— dir. t;tl icin

(fofofof)x) = x

oldugunu gésteriniz.

foy=x+/1+x%,

20} =/x>~1 olsun.

(@ x20 igin g(/x>+1)=Fx)
®) x=1 igin% W D=2 ()

olacagini gbstetiniz.

fG)=logd=Z olsun. a,b € (-1,1) igin

f@+ for=£ (L)

olacaun gosteriniz.

Fey=450 igin
f(m + 1) + fim ~ n) Zf(m) flm)

olacagm gdsteriniz.

£,[0,1] iizerinde taniml bir fonksiyon olduguna
gore, agagidaki bigimde tanzmlanan g, k, k fonksi-
yonlarimn tantm kiéimelerini bulunuz.

(a) g(x) =13x%)
(b) A(x)=flx=5)
(c} k{x) = fltanx)

10.

1

1

1.

2

.

agcosx+ bsinx+c=0

denkleminin x; — x, # 2kt bagmtismi saflayan x,,
x5 kokleri icin

2ab
+x2)=
sin(x1+x2)= 22
cos(xi+x2)=4—"2> 2-p?
gt b
xitx2\_b
tEl.l'l(—“—““‘“‘2 )_E

olacaf:ni gosteriniz.,

S =In(x+ ‘,?xz-!- 1

bi¢iminde tammlanan f: R — R fonksiyonunun
tersinin f*! (x) = sinkx olacaBini gosteriniz.

f:R — R fonksiyonu her x,y ER icin -
B 9) =50 .,

bagmtismm sai’rhybr f(O) nedir?

A§a"ldak1 fonksiyonlarin ve terslerinin’ grafiklenm
ciziniz.

(@) £:10,+2) = [1,+2), fx)=x2+1
®) f:R—R, ) =x-1
() f:[-»,0] =R, flx) = x2

Monoton her fonksiyonun birebir eldufunu gis-
teriniz.

f artan oldugundan 7' in de artan, f azalan oldu-
gunda f! in de azalan olacagin: gdsteriniz.
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13.

14,

15.

16.

17.

18,

log,3 sayisiin irrasyonel oldugunu gésteriniz.

x> 1 olsun.
(@ 1<a<b igin logx> logx
(b) 0<a<b<1 igin logx <log,x

oldugunu gosteriniz,

Agagidaki iglemlerin sonucunu bulunuz.

1 i
{(a) arctan 5 + arctan 3

i 1
{b) Z2arctan 7 +arctan 5
{c) arctan % arctan 2%9

1 1
(d} darctan h arctan 59

a, bvec, bc =1+ a® bagintsim saglayan sayilar
olsun,

1 _ 1
a+c—arctana

1
a+D + arctan

arctan

oldugunu gosteriniz. Burada a, a + b, a + ¢ savila-
nmn sifirdan farkh sayilar ve sol taraftaki toplam

(_12:;’ %) araligindaki bir sayidir.

Asafidaki ifadeleri iistel bicimde yazarak sade hale
getiriniz.

(a) coshSx + sinh5x

{b) (sinhx + coshx)*

(¢) In{coshx + sinhx) + In{coshx — sinhx)

Agagidaki bagmtilarn dogrulugunu gésteriniz,
(2) argsinhx=In(x+,/x°+1)

O arg:anhx:im(”x) < 1
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19.

20,

21.

{c) argeothx = %

{d) E}.rgsechx:l:‘l(I "i ) O<x=l
/ 7
(e) argcschx:h'l[% 1|+|x ],x>0
x

{a) arcsinh / x2— = a.rccoshx
(b) arccosh / x2+ = arcsinhx

oldugunu gosteriniz.

Agsafidaki bafintilann dogruluguna gosteriniz.
(a)
(b)

(c).

cosh2x = cosh®x + sinh®x
sinh2x = 2sinhx coshx

cosh2x = —% (cosh2x + 1)

sinh2x = —;-(cosh 2x—1)

sech?x = 1 — tanh2x

()

{d)
&)
(&)
(&

csch?x = coth®x — |
cosh(x + ¥) = coshx coshy + sinhx sinhy
sinh(x + y) = sinhx coshy + coshx sinhy

P{coshu, sinhu) noktasinin orijine olan uzaklhifimn
ycosh2u olacafim gosteriniz.

.- 12[_ <B<E igin sinhx = tanf olsun.
Asagidaki e§it1jklerin dogrulugunu gésteriniz.
{a) coshx = secB _
(b) tanhx = sin® . .. . . [
© cothx=csc® I
(¢) cschx =cot
(d) sechx =cos0



LIMIT ve SUREKLILIK

2.9 LimiT

’/}':2x+1

1

Bundan dnceki boliimde, bir kasim fiziksel ve kimyasal niceliklerin birbirine
fonksiyonel bagintilar yardimiyla bagh olabileceklerini belirtmigtik, Efer defiigik
nicelikler arasindaki fonksiyonel bagints belli ise, birbirine bafunlh bijyiikliikler-
den birinin belli bir degere yaklagmas: halinde diferinin hangi degere yak-
lagacaginin bilinmesi ¢ok énemlidir. Bu bizi limit kavramina gittiris.

Simdi f{ix}) = 2x + 1 bigiminde tanmlanan f: R —> R fonksiyonunu gézoniine
alalm. x defigkenine bazi degerler verip fx) ifadesinin alabilecegi degerlere
bakalim.

x=19 ise fix)=480 , x=21 ise fx)=5720
x=191 ise fix)=482 , =x=208 ise fx)=35,16
x=195 ise Jf)=490 , x=205 ise fAx)=5,10
x=199 ise fl)=498 , x=201 ise fx)=502

x=1999 ise fix)=4998 , x=2001ise flx)= 5.002

Goriildiigit gibi x defigkeni 2 ye yaklagtinldipinda f{x) ifadesi de 5 sayisina
yaklagmaktadir. Yani x ler 2 nin bir kemgulogounda bulunarken f{x) ler de 5 in bir
komsulugunda bulummaktader, 5 in bir komgulugu (5 — £, 5 + €) olsun. Bu

takdirde

S—e<fi)<i+esifix)-Sl<ex2Zx+ 1Sl

2Ix—2l<e@lx—2l<—g—
olur. Buna gére x ler 2 nin -;— - komsulugunda secildifinde f{x) ler 5 nin e-

komgulugunda kalir, % = 8 denirse

x-2i<d=fx)-5l<e

dnermesi dogru olur.
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TANIM

ACR,f: A-— R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir yifilma noktas:
olsun. Her € > O igin, efier 0 < lx - al < & cldugunda |{x) = LI < g kalacak

sekilde bix 8 >0 sayis1 bulunabilivorsa x, a ya yaklastiginda f nin limiti L dir

i - denir ve
0 i— O .
o a-8x aa+d g _
oA fesL
bigiim’nde gosterilir.
4 ¥
/ yeL+E Bu tanuma gére, f nin a noktasindaki limiti L ise, € > 0 verildiginde dyle bir
/ 8 > 0 bulunabilir ki, x # a igin y = f{x) efrisininx = a ~ & ve x=a+ 3 diisey
Lr /P/ dogrulan arasinda kalan noktalan y = L — € ve y = L + € yatay dogrular1 arasinda
y=L-¢ bulunur. Buna giire, £ sayist verildifinde y=L +¢& ve y=L—¢ dogrularnin
y=f—" o . y = flx} egrisini kesti§i noktalarn apsisleri x;, x5, ..., xp ise o mun alabilecedi en
0 a bityiik deer ix; — al , Ix; — dl, ..., Ix, — al sayilarinm en kiigiigiidiiz,
x=a-8 x=a+d
ORNEK :
'y f{x}:«f;, a=4, L=2, €¢=1 olsun.0 <lx—al <& oldugunda fx)-Ll<e
3 kalacak gekilde bir & > 0 sayisi bulunuz.
y=x
2 —
Coziim :
14+
y=+x ile y=2+&=2+1=3 dogrusunun kesim noktasiun apsisi
ol 1 4 g ¥
F 3 y
) y=vx olur.y=+x ile y=L—-g=2-1=1 dogrusunun kesim noktasimn apsisi
{0 lerin [0
oL R Vx=l=x=1
0 —4——7 9" olur. 8 nm alabilecegi en biiyiik deger
3 3
x'lerin bulundugu .
aralik min{lx, — al, by, ~ al} = min{5,3} =3
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olur. Buna gore
0<lx—4l<3 icin Wx -2 <1

kalir.




7+E

y=3x+1

7-&

[ +
™ ™
F
y=x243x ase
4
4-g
-3 0 1

ORNEK : an (3x+ 1) =7 oldupunu gdsteriniz.

Cﬁzﬁm t >0 verilmig o}sﬁn. y=7+eve y=T7—¢ dofrulannmin y=3x+ 1

dogrusunn kestigi noktalarin apsisleri

xel=T4E = =6+t = x,=2+§~

x4+l=7-¢8 = 3x=6-& = x2:2—~§~
olur. & mn alabilecegi en bilyiik deger
minlx, - 2, v, - 21} = mjn{i, i} - £
3'3
olur. Su halde
e -2l <:§— icin If(x) — 7l < &
kahr. Buna gore
Yo fo=1
dir. . '
Tkinci Coziim : 3x+1-7 <gesBr-6l<e e lx—2l <%

£

- : e
olur. Su halde 6= 7 veya 3

ORNEK : lim x%+3x=4 oldugunu gbsteriniz.
Coziim : Ix—-1l< 8 oldugunda
[52 + 3x — 4| = lx + 4] Ix~ 1] < & kalacak gekilde bir § bulalim.

fx-1] <1 varsayalim.

“l<x-1<1eo0<x<?2 & d<x+d4<6=Ix+4l<h

olur, Buna gire

%2 +3x - 4] < 6. Ex~1|<£=>|x—li<%

olacagindan & = min{l,%} secilebilir. Buna gére lx — 1| < % ise

I +3x -4l = lx+ 4l lx- 1l = 6. |x—1|<6.%:£

den kiigiik bir saya olarak alnabilir.
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olir. =1 ise £ > 6 olur. Bu durumda
kZ+3x-d=x+4llx-1l<6.1<¢e

bulunur, Su halde Ix — 11 < § bagimtisim saglayan her x igin Ix2 + 3x — 4] < € kalu.

Limit tammun: kullanarak agagidaki dzelliklerin saglandifi kolayca gisterilebilir:

() lime=c
X—d

2) J%i:t.'lvbac:ac

Simdi limit almada kolaylik saglayan bir teorem verelim.

TEOREM 2.1: R
ACR, fitA—Rve g:A—> R birer fonksiyon ve a € R olsun.

Eger lim f(x)ve lim g(x) limitleri varsa

. X = xX—4a

(3) Hero e R icin lim {a. H(x)=a. lim f{x)
x—d : : X =1

() lm f+g)n= 3i_l.naf(x)+ gi_r.nag(x)

Xx—=4a

3 xh_l.na {f.g)= Jcll_ljﬂa flx). J}l_lpa gx)
(4) Her xe Aigin g(x) # O. ve Iif.na gx)=0 ise
ft %) lim f(x)

: :x‘—-a
xhina g{x}  lim g{x} -
X—=4a

dix.

Ispat : Yukaridaki dort Szelliin ispatlan birbirine benzer oldugundan (2) nin
ispatim verip diferlerini birer alsgtirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

P_{IL fxy=L,, ,];J_I.l}, g(x}=L, olsun. € > 0 verildiginde 6yle bir & > 0

bulunabilir ki, 0 <lx—al <8 bagmhsmi saglayan her xe A igin
ey - LI|<§- ve |g(x)-L2|<—;—

kalir. Aym x ler igin

|0} + g(x) - (L + L) | =A%) - Ly + g(x) ~ Ly

$|f(x)—Ll|+]g(x)—L2[<%+%:e



olacagmdan f{x) + g(x) in a noktasmdaki limiti L, + I, dir. Bu da ispat tamam-
lar.

lim x = a oldugundan, 6zelligin arka arkaya nygulanmast ile
X—4a

lm x"= lim (xx.....x) = kim im x i
e X) = x.1 = —
X—g Xz ) X—d x—g ,11:un_.ax a4...a=a ]

bulunur. Bu &zellik ve Teorem 2.1 deki (1) ve (2) ézelliklerinden -
;jf.na(crzx"-l-cn-— lxn— If"'clx-'-cﬂ):cuan-ihcn— lan- ]+'"+C]a+cﬂ
bagintis1 elde edilir. Su halde bir P(x) polinomu igin
9_{1}, Px)=Pla) -

olur.

ORNEK : lim (5% - 8x%+ x — 4) limitini hesaplayimz.
Cioziim : }iinz(SxE‘u Bx*+x-4) =5.23-8.2242-4=6
olur.

an 3 2 —
ORNEK : im % limitini hesaplayimz. %
X— P

Coziim : x# 1 oldugundan

im a2 -3 xx—1)(x+3)
E S T | =1 (x= 1} (x+1)

x(x+3) Mx'm(x+3)

T (ke D) lim (x+1)
_La+3) 4,
T+ 27

bulunur.
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2.2 SAG VE SOL TARAFL! LIMITLER

TANIM -
y=f@} |7
\ f fonksiyonu bir {c, a) aglk arahgmda tamznlt olsun.

\_o Vg0 icin,efier a - & < x < o oldugunda |f{x) — Ll < € kalacak gekilde b]r
{ §>0 say131 bulunablllyorsa f nin ¢ noktasmndaki sol tarafli limiti Ll dir denir,

5 I - lim f9=L

biciminde gosterilir,
Jffonksiyonu bir («,d) acik arahgmda tammli olsan.
/ y=fx Ve > 0 igin, efer a < x < a + & oldugunda f(x) — L,} < € kalacak gekilde bir

8 > 0 say1: varsa f nin a noktasindaki sag tarafl: limiti L, dir denir,

lim fx)= L,

seklinde gosterilir,

ORNEK : R\ {0} izerinde j(x):Tx—l bigiminde tammlanan f fonksiyonunun
X

x = 0 noktasindaki sag ve sol tarafh limitlerini bulunuz.

Coziim : x>0 igin Ixl=x, x<0icin Il =-x oldugundan

0 X
= X_ =
4 hm ﬂx)— llm ET_}H% o -.tl£n3+1-1,_

=X in grafigi lim = lim 2= lim %= lim (-1)=-1
Ay g B x—a-ﬂx) a0 Ixl x—o—-x  x- 0( )

balunur. Verilen fonksiyonun grafigi yanda cizilmigtir.

ORNEK : Grafigi yanda verilen

2 ,
-2x+3, x=1 ise
¥ x)= * !
A {—x2+2x— 2, x<l ise
2
fonksiyonunan x = | noktasindaki sag ve sol tarafh limitlerini bulunuz.
0 l * [t )
i Coziim :
/ Hm f(x)= lim (x? -2x+3)=1—-2+3=2
x=1" x=1"
le Flxy= lim {~x +2x—-2)==1+2-2=-1
x— 1 x=1
olur.
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/.

N

o

-2

y=L+te
y=L
y=L—E

Sag ve sol limitlerin tanimi g&ztniine alindifinda asagidaki sonug ifade edilebilir,

lim f(x)= lim fx)=L ise lim f(x}=1 dir.
X—u

X—4a X—da
ORNEK : f(x) = x — [x] fonksiyonunun x = 2 ve x = % noktalarindaki limitleri-

ni bulunuz.

Coziim : 2 nih hemen saginda [x] = 2 olacagindan
lim x—[x] = lim x~2=2-2=0
x=2* x=2"

olur. 2 nin solunda [x] = 1 olacagidan

lim x-Ixf=1iim x-1=2~1=1
=2 x=- 2"

olur. Sag ve sol limitler farkli oldufundan x = 2 noktasinda limit yoktur,

. o _ __é“ 1
lim x—[xf = lim x 1—2 1—2

X X

2
oldugundan -

o =4
ill‘l‘la.l‘“ﬂxl—.z

X—

dir.

" Bjer f fonksiyonu sadece [a,b] arahifinda tasumls ise x'in b’ye yaklagmas: sadece

a9 132
2
¥y
(x, F(x))
}e b ()L
le
M "t

soldan miimkiin olacafindan

lim flx) varsa lim fix)= lim f{x) dir,
X0 Y-t a—b

dir. Benzer olarak

lim flx) varsa lim fixj= lim flx)
x—da r—~a i

X—a
dir.

Eger x sinirsiz olarak biiyiidiigiinde f{x) ler bir L sayisina yaklagisa f nin x>0
igin limiti L dir, denir. Buna gore su tanim verebiliriz.

Jim flx)=L < Ve>0 icin 3M, byleki her x> Migin |fx)~I|<e.
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If(J\r)—LI /

S
P -
x N 0I *

Ly
-t
Ne-l £ 7€
E
o e{ Mz%

ORNEK : lim ":4 =1 olduguna gosteriniz.

X — o

Cizibm : £>0 olsun. x# 0 igin

x+4

4 4 4 4
<g= —<g=xl>= =2 x>= veyg x<-=
[l £ 2 e

x+4

- lj<e kalir. Su halde

M= 4 alinirsa x > 4 igin
£ £

iim M:]

X = X
dir,
" 2 1
ORNEK : Hangi x ler icin - 2t < — olur?

P T

Coziim :

2 1 2 1 2

2] 2(85<=nx2+1<85<=»x +1>170 e=

*>169 ¢ x<-13 veya x> 13 olmal.

x — -0 icin limit benzer gekilde tammlamr,

TANIM o
lim F(x) =L Ve> 0 igin AN, syleki
X0 T

Yz < N igin [fa) - L|<&" |

ORNEK : lim %:0 oldugunu gosteriniz.

1 1 1 1
e —<ee=a>—e= Xx>— veya x<——
£ 3 g

[l

P
Coziim : 'x 0

Buna gore V=~ dur. Yani x <~ L igin Lf(x)n0|=%<e kalrr.

O halde

_ der.




Limit alma kurallarim veren teorem x — — ve x — o i¢in ahnan limitler igin
de gecerlidir,

ORNEK : a reel sayist igin Jclqunm % limitini hesaplayimz.

Céziim : lim 2 _ahml @.0=0

X=X X =00

olur, Benzer sekilde

. a
lim —=0
A—=— X

oldugin gisterilebilir.

ORNEK : lim =~ Ilmmm hesaplaymlz

. K02 x]

Coziim : Her x reel sayisi i¢in
=xl+k O=k<l1

yazﬂabildiﬁinden

ixi+k& ( k)
=iim [1+—]=1 =
fim g7 = tim (1) =1e0=1

olur,

ORNEK : lim 3. -4+5

limitini hesaplaymaz.
T oxlyx-1

Coziim :

2 4 5

- x“(3 - 4e) 3-
TIN it © 2 D T 2 gy
R | x-wI2(2+%—%) X=eo o

+

"2+0-0 2

x2

3
x2 _3-0+0_3
1

PN

olar.

ORNEK : lim —25%3 _ limitini hesaplayiniz.
oot g+ 8x+ 1
Coziim :

' 5
245 _ o #2+=7)
x--m4x2+8x+i x—wmx2(4+%+%)
X

= lim L. lim

X==00 X X==-m0

bulunur.



¥-wm oy?y
Cozitn
341 x3(1+L 1+%
i L S X = lim x. lim Jg
X = oo 2x +3 X — oo ~(2+_) X — X— 2+__2‘
: x
_ [+0 1
..+co‘2+0— 2—+oo
oluar.

Yukandaki drneklerden de goriildiigii gibi

0, n<m ise
7
B T S S A a .
lim —= 1 X7 % _ b—", m=n ise
X =

bmx +mblx_+b0 N an
sgn—". 00, B>m ise

bm

olur.

ORNEK : xi‘_lfréo (Nx*+x —x) ve xl_i_r_nm (v'x2+x —x) limitlerini hesaplayimz.

Cézium : Pay ve payda vx”+x +x ile carpilisa

2 2
lim (+x? +x—x)mlun XXX - lim X

e ® Jxltx +x T2 AxP+x +x

= lim X - 1 X

X=—rta _tim 1
||x2(1+i)+x Il f1+—= +x
X x

e e—em = Jim

TR L
lim (1fx2+x~x)=xkixp [x] 1+% - mm4fm=o

Xo=r =

olur.

Bir f fonksiyonu verilmig olsun. x yerine & sayisma yakmn deferler verildiginde
fx) starsiz olarak artiyorsa x degigkeni a sayisina yaklagtiginda f(x) in Bmiti +o0
dur denir. Bunu agagidaki gekilde daha kusa olarak ifade edebiliriz.




—

¥=

4

\

7 fonksiyonunun grafigi

]imf(x} =+00 <> Her B>0icin 38>0,6yleki 0 <lx—al <& bagmnsm:"-
x—d : : o .

: Saglayaﬁ tﬁm)_c_lér_igi_n j{.ﬁc) >Bd1r .

Limitin — olmast da benzer sekilde tanimlanr.

lim fix)=- o0 4 Her K igin 36>0, dyleki 0<l-dl<3 bagmusim

saglayan tiim x ler igin f{x) < K dir.

Sag ve sol tarafli limitler de benzer sekilde tanimlanir. Yukandaki tanimlarda

0 <ix—al < yerine a — 8 < x < g alimrsa sol tarafll, a<x<a+8 ahnirsa sag
tarafl limitin 402 olmasi tanim elde edilir.

ORNEK : lim ve lim

=1 x-1 -1 =

limitlerini hesaplaymz.

Coziim : x> 1 ve B istenildigi kadar bilyiik bir say: olsun.

4 ->B=x- 1< {;— oldugundan 5 = % secilebilir. Su halde

x—
lim —2— =+ o0
—r x-1
bulunur,

x<1 ve K istenildigi kadar kiiciik bir say1 olsun.

4 4 4
x—1<K o 1_x>—K o1 x<—_-_-}-€-
olur. Su halde 8 :i = 4 almabilir. Buna gize,
~-K Kl
L 4
im =—co
r-1 X= 1
dur.
fx)y= xl 1 fonksiyonunun grafii yanda ¢izilmigtir. Inceleyerek bu limitleri
goriiniiz.
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y=xsin lix

$imdi, biliren limitler yardimmyla, bazi fonksiyonlarm limitlerini hesaplamarmza
yardimci olan bir teoremi verelim.

TEOREM 2.2 (Sandvi¢ Teoremi) :
a nin bir delinmig komgulugundaki her x i¢in
8(x) s fx) = hx) |
ve
lim g(x) = lim A(x)=L
ise
lim =L

dir.

Ispat : l'm}‘ glxy= }gna h(x)= L oldugundan ¥e>0 igin 35 >0, oyleki
Ix — al= & igin
-1

£ £
|gCx) - L] < 7 Ih(x)- L)< 1

kahr. Ayni x ler icin
Wix) — (e} < th(x} ~ g(x)l
£

th(x)—L+L-—g(x)|slh(x)—Ll+Ig(x)—Ll<%+E=%

olur. Buna gére,
[fx)y — Ll = [fix) — g(x) + g(x) — Li < Jf(x) — gl + 1g(x) — Ll (§+%<8

olur ki bu ispat1 tamamlar.

Yukandaki teoremin tek tarafh limitler icin de gecerli oldugu aciktir.

ORNEK : lim x s'm% limitini hesaplayimz.
X =

- 1 “ .1
Cozim : [x sin ={<Ixl oldugundan —x=xsin et olur.
x

g(x) =—x, hix})=x almirsa
lim (- x) = lim x=0

olur. Yukandaki teoreme gore
lim x sin - =0
x-0 X

bulunur.




23 BAZI TRIGONOMETRIK LIMITLER

Y

x2y2=1- C
q:;. o
EE

g .
e : »

x
0 cos8 H A(1,0)

f\-ﬁ/o\éff_

sinx

y= in grafigi

x? +y? =1 birim cemberini ve dlciisii 8 olan BOA agistm gizelim.

~ Burada 0 <0 < 2-dir.

2

a A
Alan( BOH ) < Alan{BOA dilimi} < Alan((COA)

oldugundan
?cose.sm_6<58<-—2~.1.tan9
R

yazilabilir, Bu egitsiziik, 2 ile carpiip sind ile béliiniirse

cos6< siﬁe <056
bulunur,
eii_r_% cosf= 9;0 colse =
oldufundan
I 5 ="
olur.
i, Slge :&_o_é_z%ﬂ
sin@
olacafindan
911_% Slg 01
bulunu;‘: |
fin 5%~ 4 (457 g )11+
olacagmndan
f)
e
olur.

T e e e
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oldufunu gdsteriniz.

ORNEK : lim 28~ _ @
x-0gsinbx b

Coziim :
sinax ax sinax
ax__ =2 jim @ =—.l:£
bx-0 sinbx b1 b
bx

. sinax .
lim = = Jlim —
r—% ginbx x—0 sinbx b

bx
olur, x—0 igiﬁ ax — 0 ve bx =0 olduguna dikkat ediniz.

ORNEK : lim xsin—i_-— limitini hesaplayiniz.
olur. Buna gére

% X= 00

Cﬁziim:%:@ denirse x— o igin 8 —>0
lim = sin®=3 lim 319 ~3 123
—09 G0 9

lim xsin—
x

~ olur.
ORNEK : lim, L= COS2Y imitini hesaplayiniz.
i X
Coziim :
l-cos2x . 1-(1-2sin’x) _ lim 2sin’x
- 2 T o0 2

lim
x—0 x2

x—0

budunur.
Asajida baza limit alma kurallar: verilrigtir. Bunlarn ispatim ileride verecegiz.

# (1) a>1 igin lim g*=+c0, lim a*=0
% (2) O<a<1igin lim a*=0, Jcl__jlpma“:-1-'00
¥® lim flr)varsa ne N igin fim [ fx)] "= [lim f(x)]" dir.

(4) & bir tek dogal sayr veya bir ¢ift dogal say1 oldugunda ¢ nin bir komgu-

lugunda f{x) = 0 ise,
Jmy 4076 =i 700

dir.




.3 }1_!:1}2 flx)=0 ve @ mn bir komgulugunda g(x) srh ise
lim fix) g(x)=0

dir.

(6) }_1{130 q(x):o , xilj{n :’v(x).=+oo Ve Jcii.m wlx) vix)=> ise
. ";'E:;i}_ »
fm [ =se

dlr.'

' —-X .
ORNEK : lim [(%-) + %] limitini hesaplaymiz,
Cﬁiﬁm -
-X -X
Jim (i) +3}= lim (l) 4 lim =
x—oo |\ 2 x} x—~=\2 -0 X

- lim 2% +3. lim - =+ 0o+ 0=+o0

X—ra X=—oo X

: -gin3 N
ORNEK : gm})ﬁm—;i limitini hesaplayniz.
- X

Coziim @

L .3 . \3 T 13

. 10" X - X . mx
luni—-—=lun(-&) =|1im 2 ] =1%=1
) x3 x-0\ x x—0 X

ORNEK : lim (1 + %) limitini hesaplaymiz.

X —= o0

Coziim :

® |-

xli_n;u(x}:_}% =0, le(x):J}hEax:+m ve

X = o0

lm (%) v(x)= lim L x= lim 1=1
Fanpey I—m X X—o
oldugundan

lim (1+l) —e
X

A =0

dir.




96

1
ORNEK : lim (1+3x)* limitini hesaplaymiz.
Coziim : %= t denirse x — 0 icin ¢ — o olur. Buna gore,

1
. e 3\
tim (1+3x) _fiﬂ(n?)

olur.
lim u(0)=Jim 220, lim w(O)=lim r=+oo ve
Jim w)) v = lim 223

olacagindan

lim (1430 % = lim (1+ > = ¢’
=0 t—rm I

bulunur.
. 2 2;\: 3 2x+13
ORNEK : lim (%i—) limitini hesaplaymiz.
X =00
x“+4
2
Ciziim : X +22x+3 1+ 2)26-—1
x‘+4 x“+4
oldugundan
2 2x+3 2x+3
nm(x +22x+3) _ (1+ 2_1)
¥y xt+ 4 ¥ x“+4
olur.
lim w(e) = lim 21 ¢,
o f—co JC2+4

x%v(x):}%(2x+3)=oo,

2’2‘“1(2“3):4
x“+ 4

}qunm w(x)yvix) = r1;15n

olacagindan

2x+3
x2+2x+3) =t

lim(
x4

X o

diir.

Limit kenusunda belirsiz sekiller denilen kesimi 4. Biliimde detayl olarak ince-

leyecefiz.




£ — § yontemiyle agagidaki egitliklerin dogrulugu-

nu gdsteriniz.

(a) Lim (2 +3)=5

(b) lim (x*+3x)=4

x3+x _

@ e

x—~16 X

(¢ lim ~x-T7=3

. Asajrda verilenf(3), L, & ve a igin Syle bir >0
~ sayisi bulunuz ki 0 < lx —al < 8 igin [f{ix) = LI < &

- kalsm. -

(a) ﬁx)sz, L=iO, a=12, £=001
® foy=2, L=4, a=2, e=1
© fy=x, L=-1, a=-1, £=0,

3%+ 8x-3

. L=-10,
x+3

@ fin=
g=-3, e=05
(@ fo)=+sinx, L=0, a=0, =05

21 o
® =S L=3, ca=1, e=005

Asaidaki limitleri hesaplayiniz.

im B @) lim AL
@) xlgr]l* X \. . ®) xlfrl;_’ N

© lim %Lﬁ © lim (x-E=2%)

T
S -4 .
- @ m S (e) Jim, /x cosx
@ lim V-2sin3x  (g) lim StYL¥E
i=0 x=0" x
SRR WO e | 6
lim YLAx =Nl gy (1
@ lim 2112 o lim (15— 8=

]
X ;“6,;'?'9 (l) iim X

® lim

-3t x-0 1 +]x
~ i Isinx} . [x-9
0 xlintlv sinx &) :}_1}1::1. x-3

» bir tamsay1 olmak iizere, agafida verilen f fonk-
siyonlan i¢in

lim Ax) ve lim flx)

X—h X—=it

limitlerini hesaplayimz.
0, xe Z
@ f(x)n{x, ez
2+(-1), xeZ
® Ax)= '
A [2, xe¢Z

© fw=(- 10
© f=1l+pki-x

o -]
(&) f)y=x-[d

Herbir n € N igin

lim [k]=r-1, lim ixl=n

x—-n X-en

olacafimi gosteriniz,

tim 1% ve lim 1%

x—-2" x=2
limitlerini hesaplaymmz.
. . 1
im — ve lm T
x— 0 — L .
1+27 1+2%

limitlerini hesaplayimz, x =0 noktasinda limit var
midn?

m nin hangi degerleri icin
fim 2

x—-m X

limiti vardir?
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14,

11.

12.

i3.

98

Agagidaki limitleri hesaplayimz.
lim sin-~/2x

x— 0" ~fgin2x

by lim . [arccos x]

=7

o f-xl

@O N m
. 3x

@ R

Fi[833) =R, i)=~x-[x]

fonksiyonunun grafifini ¢iziniz. Limitli olmadig
noktalann kiimesini balunoz.

x«/—

x — 3 x-
lirmiti hesapiaylmz.

limitinin vareldugu biliniyor. Bu

mx+n, x>—1ise
fix)=1 3, =x=—Llise
mx+2,x<—1ise

fonksiyonunun x = —1 de limitli olmas1 igin m ve
n ne olmahdir?

Asafnda grafikleri verilen fonksiyonlarm x = 2
noktasindaki sag ve sol limnitlerini bulunuz. Hangi-
lerinin x = 2 de limiti vardir?

Ay by By t»
2 / y=Ff(x}
,..._._..-f

/ /

y=g0)

id.

15,

sinx

=4,

1-cosx

, x<0Q ise

, x>0 ise

fonksiyonunan sag ve sol tarafhh limitlerini
bulunuz. x =0 da lirnit var mu?

Asagidaki limitleri hesaplayimz.
(@) Llim (3x%-2x+1) (b) Lim (x*-2)

(x +2) x+1
(© lim ~5-—== © xl_l:[]'}l_—xz—x—2
11
@ lim 222 (@ lim X3
x~3 x-3 =3 x-3
2!3
_x"’
(h) lim YX*4 -2 () lim bx- 4
-0 x x—3 ]
o oo (Tex)?-1 o x-1
@ fim 122 @ Jim, 5=
. 3=AfT . ox-1
ol =57 O )
(m) éifﬂa\x L] (n) Jlml x—[x]
X
1
(©) lim —*=2 ©) lim 5~

) lim b+ b

X——

® lim 1+ bl

. . - X sinx
(s) xlil%_ Isinx] () lim Sreie
V5 x-54x (xe2)]
0T W i (£32)
W lig SV ) Jim foost

(y) lun wfx +x -vx2+5
(z) xl;qlguw/'x +8x—3—x+2 '




16. Sandvic Teoreminden yararlanarak agafidaki li-

(a) .hmxsm—

17.

18.

mltlen hesaplaym:z
1

x—O
®) lim x cos—l-
x=0 J—

3
X

“_@y'gg%iﬁ;mhér”

f:R—R,
ax+1

fxy=4, *

|2ax+bx oy

+ —

x+1

x>»1 ise

ise

fonksiyonunun x = 1 de limitinin olmast icin a ve

b ne olimahdir?

Agagidaki limitleri hesaplayimz.

(2) lim x>

¥~0 8Inx
© x=0 'sinzxx—x
© e
@ fmong

@ lim 1*~‘cosx
x—-0 =sInx

)] li.r%xsecx.cscx _
X

. 1
® i Lo’
1
{n) JCI_'unw.:n:.sulx

P

. 1-cos3x
& J%]I-.-nﬂ sin3x
© lin —2
X~ oo 1
cof -

($) lim

L2
B SI1 X
® Jig SE

. sin(2x?)
(d) mw—

. Sin(l - '¢osx)
© Jin S0 002)

(ﬂ lim X 510X

x=01-cosx
T
cos{x+—)
( 2
x=0 X
2000 , 1999

(n)

xl-l-n}z sin{x+1)

19.

- 20.

22,

23.

%mh f=L ise lim [fei=1L1 dir, gbsteriniz.

lim [Ax}=0 ise l'm}‘ flxy=0 dir, gbsteriniz.
X~ ) X

) =x4+1, g(x)=2x+4 oldufuna gire, .

(foghx)
4 (gafix)

limitini hesaplayimz.

/
S
/n

[ fonksiyonunun grafigi yukanda verilmigtir,

f' (x)
5T

]umtmx hesaplaynnz

-1

-1

Grafigi yukanda verilen f fonksiyonu igin,
fim fx), lim fx)
x—~=1 x—1
lim foo -, lim fix}

limitlerini hesaplayiniz.
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24 SUREKLILIK ==

Bir fonksiyonda, defigkenin bir nokia komgulufunda degisik degerler almasi du-
rumunda fonksiyon degerlerinin, fonksiyonun o noktada aldigi deger komgulu-
gunda bulunup bulunmarmas: cok Snemtidir. Bu diigiince bizi siireklilik kavram-

¥ /,_, y=f(x) na gotiiriir.
@ S fonksiyonu bir @ noktasmn bir komgulugunda tammli olsun. Bu takdirde gu iig
/ durumdan biri gergeklesir.
ol - x (1) lim fx) yoknu.
¥y (2} ilil}] Ax) vardir, fakat }3_1.1}] fx)yzRa) dir.
fla) y=fx)
/f/ (3) }E‘}, Fx) vardir ve }m}i Fx)= fla) dar.
-(—]. a T x Bu ti¢ dururmu agrddayan grafikler yanda verilmigtir,
[k ) TANIM
Fi@

AcR, f: A— R bir fonksivon ve ¢ € A olsun.

- lLim ﬁx} = fla)

- ise f fonkmyonu a noktasmda siireklidir denir. Efer f fonksiyonu A kiime-
sinin her noktasinda stirekli ise fonksxyon A tzerinde stireklidir denir.

Yukandaki tanima gére, bir f fonksiyonunun bir @ noktasinda siirekli olmasi
icin,

{a) f fonksiyonu a noktasinda tamumi: olmahdir.

{b) f fonksiyonunun a noktasinda limiti olmahdar.

{¢)  fonksiyonunun a noktasindaki limiti a noktasindaki fonksiyon degenne
estt olmalhidir,

Limit tamm hatirlanacak olursa, siireklilik kavrami gu sekilde tanimianabilir.

TANIM

ACR e An-}R blrfonkmyon veaerlsun '

f fonksxyonu a noktasmda surekhdrr &> I-Ier € >0 iginen az b1r 0 > 0 vardir
oylekd bx ~al <8 baﬁlntlsuu saglayan her xe A igin [fx) ﬂa)i <e. du'

Simdi siireklilik ile ilgili baz1 Srnekler verelim,
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y=x+1

y:—.xz

ORNEK tf: R — R, fx) = ¢ geklinde tammlanan sabit fonksiyon R de siirek-

lidir. Bunu gbstermek icin verilen fonksiyonun R de keyfi olarak segilen herhan-
i bir noktada stirekli dldugunu gostermek yeterlidir. Buna gére verilen fonksiyo-
nun bir @ noktasinda siirekli oldugunu gisterelim.

liy 9= i ==

oldugundan verilen fonksiyon her a noktasmnda ve dolayisiyla R de siireklidir.

.6RNEK : flx) = sinx seklinde tamymlanan f: R — R fonksiyonu her nokiada

siirekdidir. Gergekten
R

Isinx - singl = 2)sin £2% cos X214 <q B-d 4 4
2 2 | 2

=1

COS

. x-a x+a‘
gin ~——|
| 2

oldugundan

egitsizligi bulunur. O halde Ix — al < & oldugunda Isinx — sinal < 3 olur, Yani § = ¢

alinabilir. Demek ki sinils fonksiyonu her ¢ noktasinda siirekli ve dolayisiyla R
de siireklidir.

2% x<0 ise
ORNEK : R de fix)={ 0,  x=0 ise

x+1, x>0 ise
geklinde tanunlanan f fonksiyonunun x = 0 noktasindaki siirekliligini inceleyiniz.
Once bu fonksiyonun x = 0 noktasindaki limitini bulalim.

lim fix)= lim x+1=1

x— 0" x—~ 0%
ve

lim fx)=lim (-x%)=0

x—0 x—0
olacafindan x = 0 noktasmda limit yoktur. Dolayisiyla fonksiyon bu noktada
siirekli degildir.

ORNEK : fx) = [x] + 2x seklinde tanumlanan f : R — R fonksiyonu siirekli
midir?

Coziim : Tamsayilarda Ix] in limiti olmadifindan, f fonksiyonu tamsayilarda
siirekli defildir.

Bir f: A > R fonksiyonu ae A -noktasmda siirekli degilse, fonksiyon bu
‘noktada stireksizdir denir: . . . S '
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y=f(x}

(=]
[

x = 1 de sigrama sfireksizligi

¥

=]

1

x = 1 de sonsuz stircksizlifi

Bir fonksiyon bir & noktasinda siireksiz ise su duramlardan biri mevcuttur :

nH Iim f{x) vardar, fakat bu limit, fonksivonun a noktasindaki deferi olan

x—=da
Fa) dan farklidir, ya da fonksivon a da tammli olmayabilir. Bu durumdaki fonk-
siyonunun siireksizligine kaldirdabilir stiveksizlik adi verilir. Bu fonksiyonun a
noktasindaki degeri limit deferine egit olarak tanumlanirsa (yeni) fonksiyon sii-
rekli olur,

(2)  a noktasindaki sag ve sol limitler meveut fakat farkl: olabilir. Bu durum-
daki siireksizlife sigrama siireksizligi ad1 verilir.

lim f(x) —lim f(x)

I—-C{ X—a

sayismna fnin g noktasindaki sigramas: denir.,

(3)  Sag ve sol limitlerden en az biri +o veya —o ise,veya mevcut degilse, bu
fonksiyon a noktasinda bir sonsuz siireksizligine sahiptir denir.

Bu ii¢ tip siireksizlige sahip olan fonksiyonlardan birer tanesi yandaki sekillerde
gisterilmigtir.

_TANIM. -,
-ACR, f A - R bir fonkmyon vedae A olsun
-CF i f(x) f(a) e ffonks:yonu sagd‘m surekl:du

x—-a

@) lim f(x) f(a) & f fonk31yonu soldan sm.ekhdlr E

x—ua

Yukandaki tamim ve siireklilik tammi gdzéniine alindifinda su teorem ifade
edilebilir :

TEOREM 2.3 :

Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmas: icin gerek ve yeter sart o nokta- -

- da sagdan ve soldan siirekli olmastdar. {4, b] aralifinda tanaimh bir fonksiyon
aralign i¢ noktalarinda siirekli, a noktasinda sagdan stirekli, b noktasinda
soldan stirekli ise f fonksiyonu [, b] de siireklidiz.

. 2 >1 |
ORNEK : f(x)= x +1,7 x=1 ise
x—x°, x<1 ise

fonksiyonunun x = 1 noktasindaki siireklilifini inceleyiniz.

Céziim : lim f{x)= lim G2+ 1D)=2=F(1)

x-1F x—-1*

oldugundan f fonksiyonu x = | de sagdan siireklidir.




lim fx)= lin}_(2x—x2)=_2- =12 f1)=2

x—~1

oldugundan fonksiyon x = 1 de soldan siireksizdir. Delaysiyla fonksiyon x = 1
de siirekli degildir.

Limit konusunda verilen teoremler gdzéniine almdifinda, agagidaki teoremlerin

- ispats kolayca verilebilir. Biz, bu ispatlart birer aligtirma olarak okuyucuya bira-

kiyoroz.

TEOREM 24 :

AcR, f:A—=R, g:A— R fonksiyonlan a € A noktasinda siirekli ve
ce Rise fl, £,cf, f+g, f-gvef.g fonksiyonlan da a da siireklidir.
Ayrica gla) # 0 ise % de a da siireklidir, :

ORNEK : Polinom fonksiyonlarimn her yerde stirekli oldugunu gosteriniz.

Coziim : a € R olsun. Once f(x) = x fonksiyonunun & da siirekli oldugunu

gisterelim.

£>0 verilmis olsun. Oyle bir 8 > 0 bulacagiz ki Ix - al < & igin

b‘(i) - fta)l =lx-al<e kalém. O halde 6 = £ alinabilir. f{x) = x , a da siirek}

. oldugundanx. x=x%, x*.x=x3, x¥.x=x* ... x"!.x=x" fonksiyon-

lar1 da a da siireklidir, Siirekli fonksiyoniarin sabitlerle carpum: da siirekli

oldugundan ¢ x", ¢, (@™, ..., %%, €)X, ¢y fonksiyonlari da a da stireklidir.

Sitrekli fonksiyonlarmn toplamiar da siirekli oldugundan

P(X) = ¢ + cpx™ 1 + ... + c)x + ¢y polinomu da a da siireklidir. a keyfi
oldugundan P{x) polinomu her noktada siireklidir.

. 3
ORNEK : f(x)= %3: fonksiyonu hangi rokialarda siireksizdir?
x —

Céozitm : Pay ve payda polinom olduklarmdan stirektidirler. Su halde sadece pay-
dayr sifir yapan noktalarda sitreksizdir.

o120 =2-DE+1)=0=x=1, x,=-1 oldugundan, fonksiyon —1
ve 1 noktalarmnda siireksizdir.

103



104

TANIM _
Sonlu sayida siireksizlik noktas: olan fonksiyonlara parcal siirekli forksiyon

Bir énceki trnekte verilen fonksiyonun iki tane siireksizlik noktas: oldugundan
bir parcali stirekli fonksiyondur.

TEOREM 2.5 :

f:A—Bve g: B — C fonksiyonlar: verilmig olsun. f fonksiyonu « da, g
fonksiyonu (@) da siirekli ise gof fonksiyonu a da siireklidir.

ispat : }1{1}] flxy= fla) ve th}(ma) glx) = g(fla)) dm.
Bu durumda

lim (gof)x} = lim g{(fx)) = g( lim Ax})= g(fa)) = (gof)a)
olur ¥i, bu (gof) fonksiyonunum « da siirekli oldugunu gésterir.

11 olmak tizere flu}=—; 1

x= w+ru—2

ORNEK : 4= fonksivonu veriliyor.

f fonksiyvonunun sitreksizlik noktalartnin kiimesini bulunuz.

fonksivonu x = 1 de siireksizdir.

R |
(;l:mlrn.fuz_x_1

Auy= T-l—z fonksiyonu da, #*> + 4 — 2 =0 => 4; = -2, #, = | noktalarinda
Hotu-

siireksizdir. Bu noktalara karsibik gelen x degerleri

= = x=2
olacagindan
Flay= L

[75) ()

fonksiyonunun siireksizlik noktalan x) =5 , x=1, x=2 dir.



2.5 KAPALI BIR ARALIKTA SUREKLI FONKSIYONLARIN OZELLiKLERI

)

F@

f&

F )

fla

y
5
el -
-3
0
]
-5

f fonksiyonu {a,b) acik aralifimn her noktasmda siirekli, ¢ noktasinda sagdan
siirekli ve b noktasinda soldan siirekli ise f fonksivonu [a,b] kapall aralifinda
siireklidir denir.

Kapalt bir arahk iizerinde siirekli olan fonksiyoniar ¢cok Snemli dzelliklere sabip-
tir. Bu kesimde bu Ozellikleri verecefiz. Bunlarin ispati bu kitapta yer almayan
bagka kavramlara ihtiyag gosterdifinden, bunlarin ispatina girmeyecegiz. Ispat-
larint grmek isteyenler, kaynaklar kisminda verilen [3] de bulabilirler.

TEOREM 2.6 (Ara Deger Teoremi) :

f fonksiyonu [a,b] aralifinda siirekli olsun. p, fla). ile f&) arasinda her-
hangi bir sayi ise, [a,b] aralifinda fic} = p olacak sekilde en az bir ¢ noktasi
vardir. _ .

Yukarida sdzit edilen ¢ noktas: tek degildir. Bagka bir deyisle f{c) = p olacak
gekilde birden fazla ¢ noktass balunabilir. Bunu gérmek igin yandaki sekH ince-
lemek yeterdir,

Ara defer teoreminde p = 0 ahnirsa gu teorem elde edilir :

TEOREM 2.7 {(Balzano Teoremi) :

I fohksiyonu [a.b] a:ahgmda siirekli olsun. fa) ile fb) zit isaretli ise
aile b arasinda flc) = 0 olacak gekilde en az bir ¢ noktas: vardu.

ORNEK : x*+22—1=0 denkleminin Oile 1 arasinda bir kiike sahip oldugunu
gOsteriniz.

Coziim : f{x) =x° + x>~ 1 fonksiyonu [0,1] tizerinde siireklidir.

AO)y=-1 <0, A1)=1>0 oldugundan 0 ile 1 arasinda fic) =0 olacak gekilde
en az bir ¢ noktasi vardir. Su halde ¢® + ¢2 — 1 =0 dir. Bu ¢ nin bir k6k oldugunu
gosterir,

x+2, 0=x=<3 ise
x-2, -3%x<0 ise

f fonksivonu fi-3) ile A3) arasindaki her degeri alir ma? —3 ile 3 arasinda
fley =0 olacak sekilde bir ¢ var mudu?

ORNEK : ﬂx):{ fonksiyonunun grafigini c¢iziniz.

Coziim : Jekilden de gBriildiigii gibi -2 <p <2 igin fle) =p olacak gekilde bir
¢ noktas: yoktur. Ornegin [-3,3] arahfindaki hichir noktada ficy=1 olamaz.
(y = 1 ile fonksiyonun grafigi kesigmedifine dikkat ediniz.)

Bu durum f nin siirekli olmamasindan kaynaklanmaktadir.
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TEOREM 2.7

4y ) -
M / Fila.b] = R fonksiyonu stirekli ise sturhdir,
m A T i .
: f: [a,b] — R fonksiyonu siirekli oldugunda ¥x € [a.b] icin m < fix) = M ola
0 a d c b cak gekilde i ve M sayilan vardir,
TANIM _ .
y ACR, f: A—> R bir fonksiyon ve c € A olsun. ’\
mutlak maks.

yerel maks. lx-cl<d

yerel maks. I
/)’e‘f]\maks/’\ sartint saglayan her x € A igin

\ﬁz "X fx) = fc)

yerel min. olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu ¢ noktasmda bir yelel
;l:telm}gin- (Iokal 10]atifJ nmksunuma sahiptir denlr
' de A olsun.
x-dl <&

sartinl saglayan herx € 4 igin

flxy = fd)
olacak-gekilde bir 5> 0 5aY1S1 bulunabﬂu‘se »F fonks;yonu d noktasinda bir
yerel (lokal, rolatif) mlmmuma sahiptix denir. -

Yerel maksimum ve yerel minimum deferlerine fonk51y0nun ekstremumlar)
veya ekstrem degerleci ady verilir.

ESerherxe A igin

sy |
olacak sekilde bir p € 4 varsa f fbnksiyonu p noktasinda bir mutlak maksi-
muma, herx € 4 igin -

=

otacak gekilde bir r € A varsa, f fonksiyonu r noktasinda bir mutlak minimu-

ma sahiptir denir. f{p) sayisma fonksiyonun en biiyitk degeri, f(r) sayrsma da
fonksiyonun en kiigiik deferi denir.

Yukaridaki tamma gore her mutlak maksimum aymi zamanda bir yerel maksi-
mumdur, Aym sey mutlak minimur igin de dogrudur. Fakat bunun kargiti dogri
degildir, Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum deferleri birden
fazla olabilir, fakat mutlak maksimum ve mutlak minimum degerleri varsa tektir.
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- | 3
Y
d y=f(x)
¥
[ ettt d
1 .::I X "

f fonksiyonu fa,b] arahfinda stirekli ise en biiyiik ve en kiiciik degerlerini [a,b]
arahfimn nokialarinda ahr. Dolayistyla mutlak minimuma ve mutlak maksimu-
ma sahiptir. Agagidaki teorem bize bu degerlerin nas1l bulunabilecegini goster-
melktedir.

TEOREM 2.8 :
f :'[d,b} -3 R fonksiyonu siirekli olsun. f fonksiyonu yerel ekstrem degerle-
tini (a,b) aralifin ¢, €5, ... , ¢, nokialarinda almis olsun.

. ﬂa)af(cl),ﬂci)’ e :ﬂcn) ’ﬂb)

s'::ayﬂannm en bityiigii, fonksiyonun mutlak maksimum degeri, en kiigiigii
fonksiyonun mutlak minimum degeridir.

.
Ispat : Eger f fonksiyonu bir mutlak ekstrem degerini [¢,b] arahimn bir i¢ nok-
tasinda ahirsa bu deger, fic), fica), ... , fe,) yerel ekstremumlarindan biridir,

Fakat fonksiyon mutlak ekstrem degerlerini a ve & ug noktalarinda da alabilir. Bu
nedenle fic,), f(cy), ... . fe,) sayilanm fla) ve fid) ile de karsilastummak gerekir.

-X, -3=<x<-1 ise
ORNEK : flx)={ x+2, -1=x<0 ise biciminde tanimlanan fonksiyo-
2~ 17, 0Sx<3 ise

nun yerel ekstremum ve mutlak ekstremum degetlerini bulunuz.

Céziim : Fonksiyonun grafigi yandaki gibidir. Gériilditgit gibi, fonksiyon [-3,3]
araliginda bir siirek]i fonksiyondur. Fonksiyon mutlak minimum degerini [—3,3]
aralifinn bir i¢ noktas: olan 1 noktasinda almaktadir. Bu nokta aym zamanda bir
yerel minimum noktasidir. Fonksiyon mutlak maksimum degerini, {~3.3]
aralfinin bir ug noktas: olan 3 nokiasinda almaktadir. Buna giire fonksiyonun en
kiigiik degeri f{1) =0, en bityiik degeri A3) =2. (3 — 1)* = & dir.

Herxe [-33]icin 0 = fix) =8 dir,

Birebir ve drten fonksiyoniarn terslerinin varoldugu bilinmektedir. $imdi bu ters
fonksiyonun hangi dzelliklere sahip oldugunu gdsteren bir teoremi ifade edelim.

TEOREM 2.9 :
filab]l = R siirekli ve kesin artan bir fonksiyon olsun. fla) =c ve fib)=4d
ise
(1) f:lab] = led] fonksiyomunun 1 : [c,d] > [a,b] tersi vardir.
(2) f~* fonksiyomu [c,d] iizerinde kesin artandir.
(3) f~* fonksiyonu [c,d] izerinde siirektidir.
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1. Agapidaki egitliklerle tanimtanan £ : R — R fonksi-

yonlarimn siirekii olup olmadiklanm aragtirimz, Sii-
reksiz olduklant durumlarda siireksizlik ¢egidini be-
lirtiniz.

(@ fix}=x+a
) () =+x-x]

1 g .
— 0
© fw={x T
0, x=0 ise
lxh+b-x), x&Z

@ ﬂx)z{_L i

(e) Ax)=x*+sgn(x?-1)
(0 Ax)=sgn(*-x)
© f(x):{ﬂ}x_ I, x=1 ‘ise

x-1, x<1 ise

2sinx ; '
®) f(x)=[ W X0 e

2 , x=0 ise

0 - xsin%, x=0 jse
0 , x=0 ise

xz— 1

O fo={Sor ¥
2, x=1 ise

G fod=l—3l

Asafidaki bagmtilarla tanimlanan fonksiyonlar R

nin hangi noktalarmda siireksizdir. Siireksizlik

cegidini belirtiniz.
1

@ f=—7 0 =

2-3x+2 X

)
@ M=l @ =

_ COSX
@ fn)=2

@ foy=21
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fonksiyenunun her yerde siirekli olmas: icin m ne

~olmalidir?

2 ,
ﬂx):{x 1, x<3 ise

2ax, x=3 ise

fonksiyonunun her yerde slirekli olmas igin a ne
olmabidur?

.. fix) = [x% = 2x] fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli

midir?

2cosx, x<0 ise
fix)={acosx+b, 0=x=m ise
~sinx, X>T ise

fonksiyonunun her yerde stirekli olmasi igin a ve b
ne olmahdr?

|xf1|, x<Q ise
x-1, x>0 ise

fx)= {'
fonksiyonu x = 0 da tanymli degildir.

(a) fonksivonun x = ( da safdan siirekli olmasi
icin f{0) ne olmahid? B

'(b) fonksiyonun x = 0 da soldan siirekli olmasi icin
fA0) ne olmalidur?

. f5) = ) + =l fonksiyonunun grafifini ciziniz.

Fonksiyon bangi noktalarda siireksizdir. Bu siirek-
sizlik ne tiir bir sireksizliktir?

9. fx) = —i~ fonksiyonu igin fi=1) = —1, K1) = 1 dir.

Fohksiyon —1 ile I arasindaki siftr degerini ahr m?
Bu sonug Balzano Teoremi ile geligir mi?



10. x5 + 2x - 2 =0 denkleminin -2 ile -1 ve O ile 1 fix) = 2x% ve g(x) = —x? + 6x — 3 fonksiyonlarina ait

arasinda birer kdke sahip oldufunu gésteriniz. grafiklerin x; = 1 noktasinda tefet olduklarim gos-
Denklemin bagka kokil var madu? teriniz.

(v = 2 — 2x dogrusu y = x5 efrisini kag noktada

keser?) .

16. f: [0,1] — [0,1] fonksiyonu'sﬁrek}j olsun. [a,b] de

11. 8x3 — 12x% ~ 2x + 3 == 0 denkleminin (-1,0) , (0,1) ve Acy=c
(1,2) araliklarinda birer kitke sahip oldufunu gis- _ ) L
teriniz. x=- koyarak denkiemin bu ii¢ kokimi o!acak sekilde bir ¢ sayisinin var ?ldugpnu glsteri-
: 2 niz. Bu ¢ sayisina fonksiyonun bir sabit noktasidir
bulunuz. g denir.

Asgagdaki egitliklerle tanimlanan

‘12. Asagidaki denklemlerin karsilarmda yazila aralik- . f:[0,1] — [0,1] fonksiyonlarimn sabit noktafarint
larda birer kéke sahip olduklarimi gosteriniz. bulunuz.
a) x2-5=0, I=[23 ‘
@ 2] @ fy=1-x (b) fv) = »?
® x¥+x+1=0, I=[-1,0] :
() x3-3x2+1=0, I=[0,1] © f=1-x ) f=x
@ x-5=0, I=[12] © f== (B fx) = sinx

© x*+2x-1=0, I=[0,]
H x°-5%+3=0, I=[-3-2]

2 _2<
17. fx)= x2+2, 2<x<0
3 - : : : -(x*+2), 0=x=2
13. -3,-2,-1,0, 1, 2 noktalanindaki fonksiyon deger-
lerinden yararlanarak agagidaki denklemlerin iiger fonksiyonu veriliyor, [-2,2] arahifinda f{x) = 0 ola-
kiske sahip olduklarn gisteriniz. cak sekilde bir x noktas1 var mudir? .
(@) x*—dx+1=0
(b) x*~3x24+1=0 18. @, . ap <0 olmak lizere

i+ @ A+ tax+ay =0
x# 0 ise
denkleminin en az bir pozitif kéke sahip oldnfunu
gosteriniz.

x=0 ise

1
14. foy =%
_ 0,

Fonksiyonu x = 0 da sitrekli midir?

19. ja,b] aralif iizerinde siirekli ve reel degerli bir f
15, Siireklif: [a,b] — R, g : [a,b] — R fonksiyonlar: ve fonksiyonu veriliyor.

- bir x5 € (a,b) noktas: verilmig olsun. fay=ave fiby<b

lim £E)-8&
x-x, X~Xg oldugunda, f fonksiyonunun bir sabit noktaya sahip

. ' . I L olacagim gdsteriniz.
ise f ve g fonksiyonlarinin grafikleri x, da tegettir

denir [g(x) = f(x) — x fonksiyonunn gézbniine aliniz.)

»
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(a) ﬁx):v'x2+x —Nxt-x
fonksiyonunun tanun kiimesini bulunuz.,
(b) lim Ax) limitini hesaplaymiz.

K==

o . sinox-tanox

(a) lim ———— e
x—0 x3

®) lim cos’3x - cos 2x

£=0 x2

liritlerini hesaplaymz.

}cin}) Jsinx + cosx] limitini hesaplayumz.,

S ve g agagidaki gartlar saglayan iki fonksiyon ol-
sin.

0<lx—2l<378 ise ) —-3l<e

D<lx-2l<e++e iselglx)—4<e.

Oyle bir 8 > 0 bulunuz ki

0<li—2l<8 oldugunda 1)+ g(x) — 7 < 5—10

olsun.
gi{%ﬂx)zL ve éinéﬂx):M ise L=M dir.
Onermesinin dogrulugunu gosteriniz. Bunun anla-

s belirtiniz.

Oyle bir f fonksiyonu bulunuz ki
lim [fx)}=1 fakat lim fix) mevcnt olmasm. -

Ifl siirekli ise £ siirekh midir?

Herxza icin I{x)l <M lx—al
olacak sekilde bir M sayis1 varoldugunda

‘5111'3! fix)=0 olacagim gosteriniz.
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i0.

1.

12.

13.

14.

Tamm kiimesinin her x elemam igin

fxy=0ve lim {#x)]*=L>0 olsun.

fin, fi9 =

oldugunu gbstefiniz. "~

lin%ﬂx)zL issherne N igin
Im}]ﬂx”)=L

olacafim gbsteriniz.

Oyle f ve g fonksiyonlari bulunuz ki
JEI-I-TL {f{x) + g(x)} mevcut fakat

lim f{x) ve lim g(x) mevcut olmasm,
X—a Xx—a

Oyle f ve g fonksiyonlan buluﬁuz ki
lim RIE) meveut fakat fve gdenenazbirix=0da
x~0 glx) .
limnitli olmasin.
ax>0 icin
i T = 1 b
x]ﬂ’m ax“+bx+c¢ *ﬁ.”é’m“’r‘? X+ 2a|

oldugunn gbsteriniz. Bundan yararlanarak

fim (/4 +8x+1 - V&7 3 1)=1L

X—rta 4

oldugunn gbsteriniz.

}u’r}? fxy=L ise ].i.l'{la A -x)=1L dir, giisterinjz.

r—a

lim fx)=+0o oldugunda lim ﬁ =0 olacagm

gsteriniz,



5.

16.

17.

18.

19.

}1_1_11& Rxy=L ve g fonksiyonu L de stirekli ise

1im (gof) (x) = g(L) olacagm gosteriniz.

Agagrdaki limitleri hesaplayiniz.
(a) Jsm% “tanx +3secx

) lim sjn(gcos'(t'aﬁx)_) |

s b B K
Sekilde AP dofrusu [AB] ¢aph yar1 gembere A da
tegettir. P ve N noktalari |IAP| = {ANI kalacak gekilde
A noktasina dogru hareket ettiriliyor.

[AB! = 2 birim olduguna gire,
}l{l}q IBK} kag birimdir?

Bagka bir deyigle, P noktas A ile ¢akigirken X nok-

tast B den kag birim uzaklagir?
il
fx)= ~———-~——(l+? — 1, x=0 ise
k x=0 ise

fonksiyonunun R de siirekli olmast i¢in k ne olmat1-
dur?

Agapidaki bagntilarla tammlanan fonksiyonlarn
stireksizlik noktalarim bulup bu noktadaki sicrama
miktarlarim hesaplayimz.

(@) fo=25 2Ax-1)

—x

_ 1
(b) flx)=arctan -3

20.

21,

22.

23.

24,

25.

Asagida verilen f ve g fonksiyonlan igin (gof)
fonksiyonunun siireksizlik noktalarin: bulunuz.

2
@ fo=tanr, gR=1X
l+x

x-1, x=0 ise ' 2

®) A= { +1, x=<0 ise’ gx)=x

A§ag1dal<.1 fonkmyonla:m tammh fak&t surek51z
olduklar: noktalar: bulunuz.

(8) fix)=cos(x"}, ne N

(t) g{x) = cos (inx)

© hx)= /%—coszx

fiy=—

olsun.

g(x) = (fofof) (x)

fonksiyonunun x; =0 ve x, =1 noktalarinda siirek-

siz oldugunu gosteriniz.

3
fx)= xT -sinm+3 fonksiyonn [-22] arahgnda

% degerini alabilir mi?

1 bir doBal say1 olmak iizere,

f:R—= R, fix)=x*" fonksiyonunun stirekli ve
artan oldufunu gosteriniz.

Bunun tersi olan £~ 1(x) =Ly fonksiyonunun
da siirekli ve artan olacagim gosteriniz.

ag, @y, ... , Ay, poeitif sayilar olmak iizere

Fx) = ap?™t + a2 4

e +anx+ [ )

fonksiyonunun siirekli ve artan bir tersinin var oldo-
Zunu gosteriniz.
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26.

Reel katsayil ve iek deseceli her polinom denklemi-
nin, yani

™ 4 @ xXP 4 L ay X+ gy =0

denkleminin en az bir kike sahip oldufunn gés-
teriniz.

%7. f fonksiyonu [g,b] araliginda siirekli olsun. fix) = 0

28.

29,

30.

31.

denklemi a < x| <xy < .. <x, <b bagmtisim
saglayan n tane kéke sahip olsun.

» (&)

araliklarinmn her birinde f(x) in ayn: isaretli oldugu-
nu, yani sézkonusu herbir aralikia igaret degigtirme-
digini, gisteriniz.

(arxl) :(xl,)‘q) .

Bundan yararlanarak

) =x(@x-1)x-2)(x-3)

fonksiyonunun [-1, 5] araligindaki igaretini ince-
leyiniz.

sitx — x + 1 = 0 denkleminin bir koke sahip
oldugunu gésteriniz.

ax + b sinx = ¢ denklemi daima bir kéke sahip
midir?

1, x rasyonel ise
0, x irrasyonel ise

|

fonksiyonunun hichir noktada siirekli olmadifm
gosteriniz.

x rasyonel ise

~x°, x ifrrasyonel ise

1) ={ -

fonksiyonunun sadece x = 0 da siirekli oldugunu
gisteriniz,

fox) = lim (sinx)™

 fonksiyonu hangi noktalarda siireksizdir?
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32,

33.

34.

35.

f:A—=R, g:A—>R fonksiyonlan igin,
maks (f, g) ve min(f, g) fonksiyonlan

maks (f, g}(x) = maks {fx), gCx)}

min(f, 2}(x) = min{fix}, g(x)} .
bigiminde tammlamyor, - _
fve g, a noktasinda siirekli oldugunda maks(f,g) ,

min(f,g) fonksiyonlarinm da a da siirekli olacagim
giisteriniz.

1, x rasyonel ise

J‘(x)={

0, x irrasyonel ise

fonksiyonu veriliyor. Asagidaki fonksiyonlann sii-
reklilik durumlarim inceleyiniz.

(@) xfix) ®) Izl f{x)
© 2 (@ sinx flx)
f: R — R founksiyonu her yerde siirekli bir fonksi-

yon olsun. ¢ > 0 igin
c, x> ¢ ise
L@={fx), [fx)|2c ise

-c, fx)<-c ise

bigiminde tammlanan f, fonksiyonunun her yerde
stirekli oldugunu gosteriniz.

(a} f fonksiyonu a da siirekli,
g fonksiyonu @ da stirekli degilse,
f.g a dasirekli midir?

(b) fve g a dasiireksiz ise
f.g a dasiirekli olabilir mi?



3.1 TUREV KAVRAMI

Rt Ax)

/ y=fx)

Rx)
-
Ax
ol x XA x
k¥
foerh) y=2x-3
Fiey T
/ol x x+h x

Matematik, miihendislik, fizik, ekonomi, kimya ve istatistikte karsilagiian konu-
lardan biri de degigkene verilen bir artrnanin fonksiyonda meydana getirecegi de-
gigikligin, defiskendeki artmaya oramnun limit durumudur. Bu, matematikte te-
getin efimi, fizikte hiz ve ivme, kimyada reaksiyon huz1, ekonomide marjinal ge-
lir ve marjinal fiat kavramlarim aciklamada kullanilir. Bu bbliimde, tiirev denilen
bu kavram tanttilacak, bundan sonraki boéliimde cegitli uygulamalara yer
verilecektir,

B S =

y=fx) ile verilen f fonksiyonu x in bir komsulugunda taniml olsun. x degfiske-
nine Ax arimas1 verildiinde fonksiyondaki degigme miktart

Ay = fx + &) — f(x)
olur. Bu durumda, fonksiyondaki degismenin degigkendeki degismeye oram

Ay _ flx+ Ax)-f0)
Ax Ax

olacaktir. Ax, ki ile gosterilirse, bu oran

Fx+h)-flx)
h
bicimmini alir.

ORNEX : f{x) = 2x + 3 ve g(x) = x* fonksiyonlar igin degigim oranlarimi hesap-
layinz.

Coziim : fx + h) —f)=2(x + A) + 3 - 2x - 3 = 2h
oldugundan, defisim oram

Fx+h)-flx) =2k _,
A TR

olur. Su halde her /& degigimi i¢in oran sabit olup 2 dir,
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fixtin)

fx)

/

Fy

Fla)

]

IL}F

X x+h x

W-fa

/ y=£x)

a
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g+ By —g) =+ P -xt=x2+2hx + B - x*
=2hx + W?

olacagindan, degisim orani

2

gx+h)—glx) _ 2hx+h —9x+h
h h

bulunur. Gériildégii gibi, bu oran hem x noktasima hem de # artmasina baghdr,

S fonksiyonu bir a noktastmn bir komsulugunda tamimh ve x de bu komsulufun
bir noktasi olsun. Bu durumda defigim oram

fix) - flay

X—4

olacaktir.

TANM 3 ].
Ao R ae A ve f de A da tammh bir fonksiyon olsun. Efer
iea  X-a o .
limiti veya x = a + £ koymakla elde edilen o
flath)y-Ra) _ -
- S . 82
. limiti varsa f fonksiyonu @ noktasinda tirevlenebilirdir veya diferensiyel-

lenebilirdir denir. Bu tilrev

F@ . 5—‘31 , Dfa)

'Sembollcnnden bird ile gdsterilir.

Eger (3.1) de x sadece a dan biiyiik degerlerden a ya yaklagiyorsa yahat (3 2)
- de h sadece pozitif degerlerden sifira yaklagiyorsa, bu limitler o noktasindaki
sag taraflt tiirev achm alir, Sayet
lim S®=fa) f(a) veya " lim fa+h)-fla)
x—a X _ h—O - h
limitleri varsa bli ]jxhité fnin a noktasmdaki sol tarafl tiirevi denir. Tiirevi
bulma iglemine tiirev alma ad1 verilir.

Limit kavramu gozoniine alindiganda gu sonug ifade edilebilir.



y=lxl

TEOREM 3.1:

a noktasindaki tiirevin varolmass icin gerek ve yeter sart, saf ve sol tifrevlerin
" var ve birbirlerine egit olmasidir.

ORNEK : fx) = x* + 2x fonksiyonunun a = 1 noktasindaki tifrevini bulunuz.

Coziim :

=1 x-1

£(1)= tim SRS _ g, X203
-1 x-1

2
= lim {x-1D“+x+3)
x—~1 x-1

= lim x®+x+3)=5
olur.
ORNEK : f(x) = Ixl fonksiyonunun x =0 noktasindaki tiirevini hesaplaymiz.

Ciziim :

f!(0)= lim ﬁx) —ﬁO) = |im I_)Ci
-0 x-0

x—-0 x
olur.

. X
A lim X =1
x=0" X x-0"X

im X fm =Xy
x=0" X x=0 X

oldugundan sag tiirev 1, sol tiirev -1 dir. Dolayisiyla tiirev yoktur.

Simdi tlirevlenebilme ile siireklilik arasindaki iligkiyi veren teoremi ispatlayalum.

TEOREM 32 : |
ACR, ae Ave f, A lizerinde tammh bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyo-
nu ¢ noktasmnda tlirevli ise aym noktada stireklidir.

Ispat : f, o noktasinda tirevli oldugundan
glx) = fx) -fla)
x-a

bigiminde tanimianan
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g: Av{a} — R fonksiyonunun g noktasinda limiti vardmr ve bu limit f'(a) dur.

fxy=Aa) + (x—a) gx)
yazilabildiginden

Lim f(x) = lim [fla) + (x - @) g0x)]

= fla)+ 0. f(a)= fla)
olur ki bu da ispatr tamamiar.

Yukaridaki rnekte verilen fix) = Ix} fonksiyonu x = 0 da siirekli oldugu halde
ttirevli degildir. Su halde siireklilik titrevliligi gerektirmez. Bu teoremden su
sonug ifade edilebilir :

SONUC 3.1:
Bir fonksiyon bir noktada siirekli degilse tirevli de degildir.

3.2 TUREV ALMADA GENEL KURALLAR

Bau kesimde temel tiirev alma kurallan verilecektir.

TEOREM 3.3:
Eger ¢ bir sabitse (¢)' =0 dur.

Ispat : fx) =¢ alnirsa

s e FEFRY=RX) . c—cC _ |, _
£0= i LRI < iy €28 - i 00

bulunur.

TEOREM 3.4 :

ne N igin (x") = nx"~ dir.

ispat :

(e lim EER =X G-l e ) 2x 2]
W=D h =0 h

=I}Eno[(x+h)"“]+(x+h)”_2x+(x+h)""3x2+...+(x+h)x"'?'+x""1]

:‘x"_l-Hc""]+...+.7c""1~:~.vc"'f=.'”:x""l

v
nlane

oluar.
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TEOREM 3.5:

f tiirevlenebilen bir fonksiyon ve ¢ bir sabitse
o Ao = F)
dir.

fspat : [cﬂx)]’=ﬁ'h_q10 cﬂx+hg—cﬂx)=c}!%_ﬂ_£+_hg)ﬂch,(x)

TEOREM 3.6:

fveg,AcR tzerinde tammh ve x € A noktasinda tiirevlenebilen fonksiy-
-onlar ise f+ g de x noktasinda tiirevienebilir ve

[Ax) + g = F1x) + g'x)

dir.
Ispat :
i FR)E+ ) - (F+ g)x)
)+ 2] = Jim -
= lim Joo+ h)+ glx + by — fx) - g(x)
=0 h
— i SEED ), gxth) - g(x)
kll—[?lﬁ h +h11_1-‘[10 h
= f+gk).

Teorem 3.5 ve 3.6 dan birlegtirilerek gu sonug ifade edilebilir.

SONUC 3.2 :
Jfve g, x nokiasimda tiirevlenebilen fonksivonlar ve a ile b sabitlerse,
af + bg fonksiyonu da x noktasmda tiirevienebilir ve
e A+ b =a f)+bg)
dr,

Teorem 3.4 ve Sonug 3.2 den

(" +a, X'+ ax+ag)=naxt + (- Da,_ 2724 L+ g

yazitabilir.

117




ORNEK : P(x) = 3x% + 4x* + 2% — 82 - x + 1 polinomunun tiirevini alimz.

Coziim : P'(x)=5.3x"+44x+3.2x* -~ 2.8x -1
= 15x% + 1653 + 6x2 - 16x — 1

olur,

TEOREM 3.7 :
fve g, xnoktasinda tiirevh iki fonksiyon ise
f. g de x noktasinda tiirevli olup

[£x). 8] = F(x). gx) + flx}. g'(x)

dir.
(FeY() = Jim .8 (x‘i‘»“;)—(f‘g}(x) i Fx +hy glx + h) - fx) gx)
- 1 h~0 h
= i SR g0+ ) flx) glx + )+ x) gl + 1) = o) g(x)
T RS0 A
. h) - n -
= ;&%{w‘g&+h)+ﬂx}. glx + }3 8()5)}

i

fio). lim gx+ k) + flx). g'(x)

yazilabilir. Diger taraftan g fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilir oldugundan
bu noktada siireklidir. Dolayisiyla

Jim g(x +A) = glx)

olacaktr. Buna gore
(£ @YD) = F1(x) g(x) + Rx) g0 =(Fg + f&)x)
olur.

O halde f ve g nin tirevienebilir oldufu her x € A igin
[Ax) 2] = £(x) glx) + fx) g'x)

elde edilir.
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ORNEK : f(x) = (2 + 1) (&% + 4% + 2x + 1) fonksiyonunun tiirevini hesaplayi-
niz.

Coziim :
Fo = P+1) 0+ 4+ 20+ D2+ D) (0 + 4x% + 2x + 1Y
= 2+ 4+ 2x+ 1)+ (x> + 1) (5x* + 8x + 2)
= 228+ 83+ 4%+ 20 + 5x5+ 83+ 22+ 5x 4+ 8x 42
= TP+ 5xt 160 +6x2+10x +2

olus.

ORNEK : y=[{0)]? ve y=[fx)]® fonksiyonlanmn tirevlerini bulunuz.

y=[fx)]" icin bir tilrev formiili elde ediniz.

Coziim : _

(AN = {0, ) = FG). f) + ) ) =2 fGx). FC0)

olur.

{P) ={[f0]2. f} =2 £ £ f)+ [An)? £y =3 [f0) F)

bulunur. Benzer yolla,her n € N igin

{rn™) =n )" 00

oldugu kolayca gbsterilebilir.
¥=[fix)]" ifadesinde fx) = 1 denirse y = u”

olur. Bu durumda

1 -1 — dy ’ — du
I =nut =20 fe)= O
olacagindan
dy _dy du
de  du dx

yazilabilir. Bu yonieme zincir kurali ade verilir. Bu kural diger fonksiyonlar icin
de gecerlidir. Bununla ilgili genel teorem agagida verilmigtir,

TEOREM 3.8 :

[ fonksivonu x de, g fonksiyoﬁu Stx) de tiirevli ise gof fonksiyonu x de tiirevli
olup

(gofy(x) = [g(f)] = g () F'(x)
dir. - B
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Ispat :
(30 (xy) = fim (gaf)x + B) - (gof)x) _ | g(floc+ hi— ghx) 4o

h E=0

fxy=y ve flx+ h}— flix}) =k diyelim. k, h ya bagh olup, f nin x noktasinda
siirekli olmasmdan

}LIII k=0
dir. Ayrica
hunﬂ 71- = f (XO

olacaktir. Eger x, noktasinm bir komgulugunda k # 0 ise yukandaki hlimit, pay
ve payda k ile ¢arpilarak,

g+ k) - 8(yp) g}

(gt = fim | 2025250025

seklinde yazilabilir. Buradan da
(gaN ) =g'y) f(x)
bulimur.

x noktasinin her komsulugunda &k =f (x + &) — f{x) ifadesi sonsuz ¢okluktaki nok-
tada sifir degerini alabilir. Bu durumda yukandaki ¢arpma iglemini yaprnak hatah
olur.

7\,(1‘}: w_gfuo), t#{} f_ge
0, t=0 ise

seklinde tanimlanan A fonksivonunu gézoéniine alalim.
r1111'{1J MO =0=20)
oldugundan A fonksiyonu ¢ = 0 da stireklidir.

Y+ - gl =t [AMD +2 () ]

clacagindan ,

8(}’o+h) o) _ i k[l(k)-*g’(vo)]

h— 0

(g0 (xg)=

= Jim [0+ 00)]. Jim £ = g'03p) . £xp)

bulupar.

Buna gire (gofi(x) = g(fx)) fonksiyonunun tirevini almak i¢in dnece (gof) nin f ye
gore tiirevini alip, f nin x e gore tiirevi ile carpmalidir,



Bilegik fonksiyonlarm bu tiirev alma kuralma z__incir quah denir ve bu kural daha
kartstk bilegik fonksiyonlar i¢in de kullamilyr. Omegin

y = fu(v(w(x))))
seklinde bir bilegik fonksiyon verilir ve gerekli tiirevlenebilme sartlari saglamrsa
_dy _dy du dv dw

Y T dn A aw  dx

olur.

ORNEK : Hava ile sigirilen kiire seklindeki bir balonun r yangapmm artma
oram, r = 4 oldagunda 0,3 cm/s dir. Bu anda hacminin degigme (artma) orani
nedir? ' .

Coziim :

g e dr .
r=4 icin dt_0’3 cmfs dir,

V= % zr® oldugundan % =4m?=64n dir. Zincir kuralindan

4av _dv dr _ " 3
& ar 6dm . (0.3) = 60,544 cm’/s
bulunur.
TEOREM 3.9 :

S ve g, x noktasmda tlirevli iki fonksiyon ve g(x) = 0 ise, i; fonksiyonu da
x noktasinda tiirevlidir ve -

T F)em-gw fx)

sl e
ispat:
;i _ b fix+hy  fx)
( i)’(x) i (x+h)-(x) e BR300
g h—~0 h A0 h

= lim Sx+h) glx)-fx)glx + h)
T k=0 h g(x) glx + )
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flx + h) g(x) - flx) g(x) + Rx) glx) - fx) glx + k)

R h g(x) glx + h)
= L [ferh)-f) o0 oo geh)-g)]
=i glx) glx + i) A g(x)—fAx) P
= ,,1 AP glx) - Rx) g'{x))y = ,ﬂﬁ_':;fg, 0
g @) e

olur. O halde f ve g nin tiirevlenebilir ve g nin stfir olmadigi her x noktasinda

[f(x) (_ Fxgl) - fAx)g'(x)
8() (g0

olur.

ORNEK : ne N icinflix) = X seklinde tanurﬂanaﬁf: R— {0} — R fonksiyo-
nunun tirevini bulalim. '

' ’ " n—1
f’(x)=(x‘")=[_§_)=0‘x (’:’)f A e
A

xﬂ
olur. Demek ki k € Z olmak iizere
(x*)’ =k x*1

yazilabilir.

' 2
ORNEK : fix)= 2:21 fonksiyonunun tiirevini bulonuz. £(0) nedir?

Céziim :

G2+ 1) e+ 2) - (x+ 2Y. 2+ 1)
{Jr+2)2

=

_ 2x(x+2)- 167+ 1) _ AP rdx- ]
(x+2) (x+2)°

olur. x =0 konursa
(0= - L
F(0)y= 1

bulunur,




3.3 TERS FONKSIYONUN TUREVI

A,Bc Rvef: A— B fonksiyonu birebir 6rten ise bu takdirde f{x) ¢ B sayisim
x € A noktasina déniistiiren bir £ : B — A fornksiyonunun mevcut oldugunu bi-

liyoruz. Simdi f fonksiyonunun tirevi ile £1 fonksiyonunun tiirevi arasindaki
iligkiyi veren teoremi ispatlayalim.

- TEOREM 3.10 : . . o
A BcRvef: A— B fonksiyonu birebir orten olsun. f fonksiyonu x, € A
" da tiirevlenebilir ve f(x,}=0ise f oA fonksiyonu da y, = j(xo) da
tiirevlenebilir ve

(s I)(}’o) .mf,(x )

dir,

ispat :

£ o -0y xox
Mt o 07 . 3 R+ B
¢ Yo0)= ylggﬂ y_yo A T~ Flrg)

ﬂo fx) — f{xo) f(xO) (xU)

X —X0

olur. {f fonksiyonu x, da tiirevienebilir oldufundan aym zamanda siireklidir.
Dolaysiyla £ de y, da siireklidir. $u halde y — y, icinx — x5 dir]

ORNEK : f(x) = x° + x esitligi ile tammlanan f: R — R fonksiyonu veriliyor.

(F~'Y(2) tiirevini hesaplayimz.
Céziim : y, =2 oldufuadan
f +x=2= Xg = 1

olur. f'(x)=5x"+1= f{1)=6 olacagmdan

1
it 2y = __W* 6

bulunur,
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1.

!.\J

O g = -
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Asafhdaki egitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin,
efier varsa, kargtlarinda yazih noktalardaki tiirevle-
rini hesaplaymniz. Fonksiyonlar bu noktalarda sii-
rekdi midir?

() fix)=b-1, x=1__ . ... .
® fo={f  x=2

© fiy=xWl, x=0.

© foo=»5, i:

d) fix)=x[+, x=0

@ fo=[ x=0

2
® fe={F, *=0 0 g

—x°, x<0 ise

Agapidaki fonksiyonlann tiirevini bulunuz.
@ fix)=7x-11

M gix)=x +6x343

© h@)=4/u+2?

(¢} k() =50-2¢7

(dy &(f)=73t-52

Agafidaki fonksiyonlarnmn tiirevlerint hesaplaywniz.

@ fix)= o+ 1)

i
x—1

©) hMx)=x(x-1{x-2)

© ko=

x+ 1

ax+b
d) s = 1g

2_
© ‘(")=ﬁ
B wl)=1-x1-x32
(@ v = (2= 2x o 1)

) wx)=@+ 1)

Agagrdaki fonksiyonlarm kargiarinda yazili nokta-
tardaki tiirevlerini bulunuz.

{a) ﬁx}=(2x+3)1m , x=0
) gx)=1+xH0, x=1
{©) h(x) (x+1) (x+ 2)2 (x+ 3)3 x=0

_(1-»2 .
© k(x)—u“)g, x=0
16
@ =(HE) x=0

_ x -
{e) m(x)_(l—x)z(1+x)2’ x=0
O nx=x/l+x", x=0
1
® ro=[{75 : x==
@) r(x)=/x+?x', x=1
1) s(x):3,f1+3;;x,r x=0
i) Hx)=xM_x¥ 41, x=1
. _/x _
O u(x)'_H/E’ x=4
& v(x)_1+./§"_,_ x=1
_____ =6
O we=(2x+ 1), x=1

S(1)=3 olduguna gore,

im SA+R =F(L=h)
h—0 h f

limitinin degeri nedir?

Fx) = xzsin%, x#0  ise
0, x=0 ise

fonksiyonu icin f£(0) tirevini hesaplayimz.




7.

8.

9.

fix)=x*+4x fonksiyonu igin ( bl 1) (5) tiirevini
hesaplayimz,

Fve g tiirevlenebilen fonksiyonlardir. Bu fonksi-
yonlar ve tiirevlerinin -1, 0, 1, 2 nokialanndaki
degerleri asafidaki tabloda verilmigtir.

(fog)(x) ve (gof)(x) tiirevlerinin verilen nokta-
lardaki degerlerini bulunuz.

x | A0 | gl [Fx)|g
1|t {2 |0 |-
0] 2 |- 2 | o
1|1 2 -1 |-1
2|0 1 1 | 2

‘fve g fonksiyonlar ile bunlarin tiirevlerinin 1 ve 3

noktalamndaki degerleri agafidaki tabloda veril-

x | fx) | e | S | £
1| 13| -1]o0
3| 4|1 {3 |2

Agagidaki fonksiyonlann kargilaninda yazih nokta-
lardaki tiirevlerini bulumz,

(@ 2f x=3
®) frg o x=1
() f.g  x=1
@ fig x=3
(e} fog x=1
® Jfx=3

(g);lg x=1

) /e x=3

@ flog x=1

10.

11.

E2.

13.

14,

15.

Tiirevlenebilen tek fonksiyonlarin tiirevinin ¢ift,
¢ift fonksiyonlarn tiirevinin tek olacagim gosteri-
niz. Tiirevi tek olan forksiyon ¢ift, tiirevi ¢ift olan
fonksiyon tek clmak zorunda muder?

FO=1 ) ve gy =(x2+3)" ftw)

0y =1, lim
ox=0

dir. g'(0) tdirevini hesaplayiniz.

ﬁxJ =cosx, gy = %yzﬂ’— 1 ve
1

7)) = ——=—== olduguna gire,
= Tz cvemne

(fogoh)'(Q) tiirevini bulunuz.

20 L
f(x)z{Zx+x sin- x=0
, x=0
olduguna gére f'(x) tiirevini hesaplaymiz.

' fonksiyonu siirekti midir?

g, g0y =g(0)=0 ozellifine sahip tiirevlenebilen
bir fonksiyon olsun.

F) = g(x)cos% , x=0
0 , x=0

bigiminde tammlanan f fonksiyonunﬁn tiirevle-
nebilir ve £(0)=0 oldugunu gosteriniz.

gx)=1+ /.; ve (gofH(x)=3+2 /J_c +x olsun.
f(4) virevini

(a) fix) ifadesini bularak

(b) Zincir kurals ile

hesaplaymiz.
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34 TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN TUREVI
1)  Ax)=sinx geklinde tammlanan f : R — R fonksiyonunun tiirevini bula-

Iim.
(sinx) = lim sin{x+ /) - sinx _ lim sinxcosh + sinhcosx - sinx
=0 h T h—0 h
= Jim 295021 Gy s Jim SR oogx
A0 h -0 H

ohur. Diger taraftan

2
(1—2s'm2£)—1 —2(sm£]
i

cosh-1 _ . 2 _ 2
ey B "fi% h =i h
. h
~-28in— :
ﬁ-_ﬁ__ﬁz,,-i-ﬂi)~ m Sinh _
_gj_% W .sng%( 2.2 =0 ve !%J:I.Tl 7 =1
olduundan

(sinx)=cosx

bulunur.

2) J{x) =cosx seklinde tanumlanan f - R — R fonksiyonu i¢in
'( cosx)=-sginx

dir. Bunun ispatima bir ahighirma olarak ckuyucuya birakiyoruz,

3) fix) = tanx fonksiyonunun tiirevini bulalim.

- ’ . N yo
(tanx) = (smx] - {sinx).cosx - (cosx).sinx

cosx costx

_ cos’x+sin’x _ cos’x . sin’x
' cos’x cos’x cos’x
= 1+ tan’x

olur. 1 + tan’x = sec’x oldugundan
(tanxy=1+tan’x=sec?x

olar. Bu tiirev, k € Z olmak fizere x= (2k+ 1) l;— noktalarnda vardir.

4)  fix)=cotx fonksiyonunun tiirevinin x « kn icin
{cotx)=~(1+ cotzx) =~ C5C7X

olacagam bir aligtirma olarak okuyucuya birakiyoruz.
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.8) . fix) =secx fonksiyonunun tiirevini bulalim.

( 1 )’=0.cosx-(-sinx).1

cosx cos?x

il

(secx)

= Sox _ SHX 1 =tanx. secx
coslx ©OSX COSX

olur. Su halde
- (ééci)': secx.tanx

dir. Bu tiirev x 2 (2k + 1) —g— noktalarinda vardir.

6) fix} = csex fonksiyonu igin
_{escx)=-cscxcotx |

oldugu yukaridakine benzer olarak kolayca gosterilebilir. Bu tiirev £ € Z olmak
iizere x# km noktatarinda vardiz.

ORNEK : vy = f{x) = sin ax fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim : av = u denirse y = sing olur. Zincir kuralindan

&y _dy du

o= d e =(cosukr=acosax

bulunur, Genel olarak, # fonksiyomn x degiskeninin bir fonksiyonu ise

- (sinu)'={cosu)u’
(cosuy=(~sinmu
. '_ '(.t_ar';l'u)_'; (1+ tan z'u)_u” o )
~ (cotu)=-(1+ cpt?u)u’_ .. .
- (secuy= ('secu‘ tanu) -
(cscuY=—(cscu cotu)y’
ol'ur.
ORNEK : y = sin3x + cos(x? + 1) fonksiyonunun tirevini bulunuz.

Coztim :

¥ = (cos30)(3x)-sin(x*+ 1) *+ 1Y

li

3 cos3x — 2x sin(x? + 1)

olur.
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ORNEK : ¥ = tan’x + sin(3x?) fonksiyonunun tirevini bulunuz.

Coziim : ¥y = 3tan? x(tanx)'+ cos (3x> H3x2Y

3 tan’x (1 + tanx) + 6x cos(3x2)

n

olur.

ORNEK : y=(tan+x )* fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim : ¥ = 5(tan~/x Y (tanx )
= 5(tan~/x Y*(1 + tan?vx }(~x )
= S(tan~x }*(1 +tan2v¥) Zj?
olur.

ORNEK : f{x) = (sec6x)*'? igin f(x) titrevini hesaplayiniz.
-~ ’ 3 1/2 372
Cozim : f'(x)= 5( sec6x) ' “sec6x tan6x.6 =% sec6x)’’' “tanbx

oldugundan
Fi(m)y=9(sec6n)’’ *tan6m = 0

bulupur.,

3.5 TERS TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN TUREVI
Ters fonksiyonun tirevi ile esag fonksiyonun tiirevi arasinda
NPT |
baginusimin oldufunu gormiigtiik. Bundan yararlanarak trigonometrik fonksiyon-
larin terslerinin tHirevlerini hesaplayacajiz,

1)  fix)=arcsinx egitligi ile tanmlanan f: [-1,1] —>[-325%] fonksiyonunun
tiirevini bulalim.
Bu fonksiyon, g(y) = siny seklinde tammlanan g : [—%%] — [-1,1] fonksiyo-

nunun ters fonksiyonu, yani y = arcsinx < siny = x oldugundan

(S U
(sinyy cosy  fi_sin?y i-

{arcsinx)’=

bulunur. Bu ifade Ixl < 1 i¢in tanimh oldugundan
1

Nl x?

{arcsinx)'= , (< 1)

olur.
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2) f{x) = arccosx fonksiyonu icin
-1
1-x

oldugu benzer sekilde pésterilebilir,

{arccosx)'=— = (d<1)

3)  fix)=arctanx geklinde tammlanan

fF:R—>( m%,lz‘z) fonksiyonu g : (-~ —’25,%) -> R fonksiyonunun ters
fonksiyonlaredir. Dolayisiyla y = arctanx < tany = x dir. Buna gore
(arctanx)= 1 —= 1 5 1 5
(tany)  14tan?y 1+x
olur. Su halde
{arctanx)'= 1 T » (P <x <o)
l1+x
yazlabilir, Benzer gekilde
(arc cotx)=- 5 (—20 < x < w0)
S 1+x° =
oldugu gosterilebilir,

Jix) = arcsecx seklinde tammlanan f: R\ (-1,1) = [0,7]) fonksivonu

g: (07 — R\ (-1,1} & g(y) = secy fonksiyonunun tersi oldugundan

11
(secy) ~ secy tany

(arcsecx)=

bujunur. tany = Jsec 2 y-1== Yxtei oldugundan

(arcsecx)=— 1

+xx?-1

bulunur. Buifade x<—] ve x> 1 icin tammbdir. x <-1 igin iR P<IL Ve

2
dolayvisiyla tany <0 olacafidan (—) isareti alinmalidir. x> 1 icin 0 <x < %
ve dolayisiyla tany > 0 olacafndan (+) igareti alinmalhdir. Buna gore
. :
(aresecx)y ———= , (xl>1)
llvx®-1
olur.
Benzer gekilde
! (xl > 1)

(arccscxy=-

PN

oldugu gdsterilebilir.
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ORNEK : y = arcsece’ fonksiyonunun tiirevini batunuz.

Coziim : y'=

1 (*) &
— e\ - .
e ve™ - 1 letle® -1
olurr. Her x € R icin e* >0 oldufundan

e e* - 1
FVeP -1 eF-1

4

bulunur.

ORNEK : fix) = arctanv}[— igin f(1) eirevini hesaplayiniz.

] 7
Corim s f0) =l (1) =X mm
i pa

1

olacagimdan F{1)=- 5 dir.

ORNEK : f{x) = x arccosx — 1 ~ x> fonksiyonunun tirevini bulunuz.

Cézilm: f'(x}= l.arccosx—-x L, %

1-x* 2+1-x°

= arccosx

olfur.

ORNEK : y=x+a’-x* +a’arcsin % fonksiyonunun tiirevini bulunuz. (@ bir

sabit)

i
" Coéziim:y = Va'-x* - A2 SN
2 az_xz I__(i)z

1]
]
[=]
|
M
[ =]
|
-
R

bulunur,
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ORNEK :

fx) =/ x2—1—arcsecx icin f ’(./5) ve fi(—/2) tirevlerini hesaplayimz.

I}

Coziim @ f'(x) larcsmwf~+(x——] ("/_) 1_1-2x

VI-x 22\fx x2
=arcsin/;+4\/_m ‘l/i

arcsinvy +—22=1 1228 o icsinr

ax—-x* 4\[xux2

Ik

oldugundan f'(1)=arcsinl= % olur.

ORNEK :

fxy=xi-1- arcsecx icin f(~/2) ve f(«/2') tiirevlerini hesaplayimz.

Coziim :
1

()= -

4 '\/x—l Ixlvx? - 1
olacagindan

: /2 1 1 _ 1

2: Ed = 2——--—-:—.

FG2) T B /2 5
ve

=2 1 _-3
f(“r)l 2.1 2

bulunur.
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1. Agafidaki fonksiyonlann tiirevlerini hesaplaymiz.

(a) y=23sinx+ 4 cosx
(b) y=sinxcosx '
() y=sinx+ sm{xz)
(¢) y=tanx secx |
(d y=-3x2+4secx
(e} y=cotxcscx

() y=secxcsex

(&) y=sin*x + cos®x

(h) y=cos(sinx)

1) y=/xsec/x

® y=0% +5in? /x

() = sinx cos®

(k) v = cos2x sin3x

) y=sin’(:) + /x sin/x
{m} » = sec(sinx} + sin(secx)

n} y= 1 tandy — tanx + x

L9% ]

(©) =115 cos’x (3cos?x — 5)

©) 3= (tan x—1) tan?x+ 10tanZx + 1)
3tan %

_ Xcosx—sinx
® y x8inx +cosx

Agagidaki fonksivonlarin karsllannda yazih tlirev-
lerini bulunuz.,

(@) fix) = (3x — sinx) (x2 + cosx) , FI0)

1 g
(b 80 = sinx + cosx : 8 (%)
© k() =/xsec/x , K@D

(@) k) = (tanx)? + tan7x ,

()
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3. Agafidald fonkstyonlann tiirevlerini bulunuz,

(a)
L))
(©)
(@
(e)
)
6]
(h)
)]
@
a0
k)
)
(m)
(n)
(@)
(@)
ey
4y

¥ =5 arctan (3x)

y = arccos (x%)
=1 x

y =7 arctan 3

y = arcesc (1 + x2)

¥ = arcese ,/E + a:csec/;
y = arccot /x — 1
y=x/1 — %% — arccosx
¥=/x°—1-arcsecx

¥ = arctanx — arccot (316—)
y = x aresinx + /1 - x

¥ = arcsin(x!0%)

¥ = arctan(e®)

¥ = arcsec(x?)

¥ = arcsin(tanx)
¥y = arccot (%)
X

y = (aresin/x 2,
y = arctane® + arccot e

y = sin(arctanx) + tan{arcsinx)

y=~%[(x- 1)/2x — x* + arcsin (x — 1}]

4. Asafidaki fonksiyonlarin kargilaninda yaztl tirev-
lerini bulunuz.

(a)

)

(©)

©

flx)= [arcsin (2:1:2)],

g(i)=iarcsm(—~——w58inx+4) ’(
3 S5+dsimx)’ °
{(x) = 2arctan 2’*3* L K ()
k(x) = ;1; arcsinax | (0



36 LOGARITMA FONKSIYONUNUN TUREVI s

Rx)=log ,x geklinde tammlanan f: R* — R fonksiyonunun tiirevini bulalim.

' h
log,(x+h)-log, x .. loga(1+;)
. = lim

(Ing‘x):JEI-% h=0 h

olur. %:k dersek k= 0 igink — 0 olacagindan

, 1 log (1+k) _1
i = Jim -, —&—
(logax) k]inox k = lunlog (1+k)k
1 . lim iog, (1+~1-) (kzl)
X row ¥ ¥
olur,

1 r
lim (1 +~—) =g
¥F—co r

oldugunclan
(iogax) = Mlog e
bulunur. Ozel olarak a = e al_lmrsa_
(Lﬁx)’= L
X
olur.
ORNEK : fx}= lc)g3(5J|c2 + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim: t=5x+1 denirse 1(t) = log;t olur.

dr 1 10x
i) = 4 —=—log e(l(}x)
dr ' dx ’ 5x2 4 1

————log .2
bulunur. Genel olarak

[log,, u(x)] = u(x)) Eogﬂ

olur.

ORNEK : f{x) = In(cosx) icin f (—g) tiirevini hesaplayimiz.

Coziim : f'(x) = (cosx) _ -sibx __ ony oldugundan
coSXx  cOSX

g

bulanur.
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3.7 USTEL FONKSIYONUN TUREVI
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ae R*\{1} olmak iizere fix) = a* seklinde tamumlanan f: R — R* fonksiyonu
logaritma fonksiyonunun ters fonksiyonu oldugundan y = a* < x =log , y dir. Bu
nedente

) 2 1 = 1 =y.log .a
(ngay}' llog . y.log,
y [+

olur. y = 2* oldafundan
(a*) =a*na
bulunur. Ozel olarak ¢ = ¢ almirsa

(&) =¢

oluar.
ORNEK : y=¢™ *% icin y' tiirevini hesaplayimiz.

Coziim : u = 3x? + 6x denirse y = ¢* olur.

Zincir kuralindan
vo By _dy du_
¥ = o d e".(6x +6)
= 83x2+61(6x+6)

bulumir, Genel olarak

[ai‘(x)]’ =g"® u’(x) Ina
ve

(9] < g9 u_'l(;c).. -
olar. |
ORNEK : f(x)=2°"®" jcin f(0) tirevini hesaplayiniz.
Ciziim : f'(x) = 2°°°% (cos 5x)".In 2 = 2°%% ( — 55in 5x)In 2
olacagindan

F(0)=-52%%in0in2=0

bulunur.



38 LOGARITMIK TUREV ALMA

=[] seklindeki bir ifadenin tirevini almak igin Snce her iki tarafin loga-
ritmas: ahmp '

Iny = g(x). In f{x}
bulunur, Sonra her iki tarafin tiirevi alir,

Y Ji&x)
y g'(x). Inflx) + L= 0 .g(x)

ofur. Buradan

Y [ ).nfo)+L8) g(x)]

[ﬂxn*’""[ @) nfir) + LX) f o) (x)]

Iy

olui.

ORNEK : y={1 +x3)" fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim : lIny= n{1 +x9" =xIn(l +x?) olur. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

i: Lla{l+x3)+ 2x2 X
_1+x
sz

= In(l+x%)+
' l+x

2

bulunur, Buradan
3

2 X
y'=y|ln(l +x”) + sz]=(1+x2) [ln(1+x2)+ 2x
1+x . 1+

olur. .

ORNEK : f(x)=x""* igin f'(%) tirevini hesaplayimz.

Coziim : y:xsm"’=>h1y=sjnxlnx=a %:cosxh1x+(sinx)%=>

st sinx
y=x5" (cosxlnx + )
x

olur. x:% yazilirsa

s T
) T, N 2
—] 005—2 111—2 +

)
—
S1E
et

1}
p——
[ -]

Tt 2
—.—=1
2w
bulunuvr.
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1. Asapidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayimz.

(@) y=é&¥

(b) y=e %

() y=e @) y=(x+1)e*.
@) y=eos (e} y=glor

£ y=3u (g) y=2

(h) y=3%2 (1) y= a* sinbx

. _ N 2*

(i) y=tane Gy L

2. Agagidaki fonksiyonlann tiirevlerini bulunez.
(@ y=In3x-1) () y=In(l -x%

() y=Iln/2x+3 (¢) y=In(t +x)°

{d) y=In(sinx) (e} y = cos{lnx)

® y=np ® y=ps

(h) y=In{inx) M y=hi+/x +1)

@ y = In{2sinx) (i) y = sin{in2x)

(k) y=logse® M y=xlogst
(m) y=1log3(3x*+ 1)
(0} y=loglo/x+1

® y=/x[cos(inx)]*

{n) y=xlog2x
(#) ¥ = x* In(xe+1)

() y =logyx logyx

3, Agagidaki ifadeler icin y' tiirevini hesaplayimz,

(@ y=x (d) y =x™

(©) y=x* (¢} ¥y = (cosx)*o®
@ y=@m)™ (&) y=(cosx)™
® y=(1+1) @ y=am

M) y=(/x)* @) y=(1-x"

4. Agagidaki ifadeler icin y’ tiirevini hesaplayimz.
(a) y=logase*—logs/x
) y=e*lnx-x
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(©) y=ln(e " +xe™)
_ 1
@ y=GnTx

) y=In(x+ "fa2+xz) _

+ In{ tanx)}

(f) 'y=xarctanx—%ln(1 +x2)

(2 y=ln(/T+x+/2)=/x’+x

+a
1-x

(h) y=arctanx+In

W y=x-2/x+2In0 +/x)
(i) y=ln(1+x+‘/2x+x2)
G) y=%,/x2~4—-2]n(x+/x2—4)

- 2_ x—1
k) y=ln@&"=D+In77

® y=tna+n-Ltnelcr 1)+71_§arctan 2"%1

m) y=/x%+1+In i-+ /1+-12-]
X

Logaritma 6zelliklerinden yararlanarak, asagidaki ifa-
deleri basit ifadelerin logaritmalar haline getirip tii-
revlerini hesaplayiniz.

() y=In [(Zx +1)3(x2-4) 4]

4—-x
=1]n 2%
® ¥ 9+ x?

o v=n(s)

Agagrdaki fonksiyonlarin karsilarinda yazih denklem-
leri sagladigini gisteriniz.

xy' = y(1 + 2x)

xy'=y(1 —x%)

(@) y=xe,

b) y=xe™72,



3.9 HIPERBOLIK FONKSIYONLARIN TUREVI
Bilindifti gibi, hiperbolik fonksiyonlar

x —X X —X
coshx =% +ze , sinhx=< "28
_ ginhx _coshx
tanhx__coshx . COthx"—sinhx
_ 1 _ 1
sechx= coshx ’ oschx= sinhx
bigiminde tammlanmagts.

$imdi bu fonksiyonlann tirevlerini hesaplayalum,

1 Jix) = coshx fonksiyonunun tiirevi:

. ex+e"‘)’_ e —e
(coshx)—( 5 ==

-X

olacagindan
{coshx)'=sinhx
dir.
2) Jx) = sinhx fonksiyonunun tiirevi :

X =X i x
(sinh2) ( 2 2

-X

olacagmdan
{ sinhx)'= coshx

bulunur.

3)  fx)=tanhy fonksiyonunun tiirevi :

(tanhx) = (sinhx )'= coshx coshx — sinha sinhx
coshx . cosh?x
2 _
= cosh x—fmh X _ 12 = sechlx
cosh“x cosh“x
oldugundan

(tanhx)=sech’x

bulunur.

4. Diger hiperbolik fonksiyonlarin tiirevleri benzer gekilde hesaplanarak

(cothx)Y=—csch’x ( sec hx)'=~ sec hx tanh x

( csc hx)'=— ¢schx cothx

bafintilart elde edilir,
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ORNEK : y = sinh u(x) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim ¢ u(x) = denirse y = sinh¢ olur. Zincir kuralindan
= _dy dt

Y de  dr dx

olur, ¢t = u(x) yazilirsa

=(cosht) u#'(x)

[Si}lh._‘_‘(hr = .c.c_)s"_h u(x) u’(x) =

hagntist bulunur,

ORNEK : y = cosh(Inx) icin y’ tiirevini bulunuz.

Coziim : y' = sinh(lnx)(Lnx)':—i—si[m(lnx)
B leinxme-lnxzi(x_i)=x2_1
T ox 2 2x X/ 252
bulunr.

ORNEK : f(x) = arctan(tanhx) icin f7(0) tiirevini hesaplayimz.

(tanhx) sech’x

oziim ¢ {x) = =
¢ l+tanh®x 1+tanh?x

olacagindan
i 1
0) = sec _ -1
d l+tanh?x 1+0
bulunur. '

ORNEK : fix) = In{sinh3x) — In(cosh3x) igin f’(%) tiirevini hesaplayiniz.

Coziim : f(x) = (SLD 3x)  (cosh3x) _ 3(cos?h3x—sinh?3x)

sinh 3x cosh3x ~ sinh 3x cosh 3x
- 3
sinh 3xcosh 3x
olacagndan
AIn2y 3 _ 12 _16
=)= 022 ez 2 (ZHL)(2+l] ~5
3 * 2 2 2
bulunur.
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3.10 TERS HIPERBOLIK FONKSIYONLARIN TUREVI
Jix) = Arccoshx in tiirevini hesaplayalim.

arccoshx = In(x +vx2-1)

oldugunu gostermistik. Buna gore
S I S
(x+v‘x2—~1}’z Jxi-1
x+yxi-1 x+Nxi-1
Vx*+1+x __ 1
Vx?-1 (x+\/x2— 1) N2

olwr. Su halde x> 1 igin

{arccoshx) =

1

2

(arccos hx)'= .
' : x-1

olacaktir, Benzer gekilde her x igin,

(arcsinhx)= 1 \
o Va1
<1 icin
(arctanhx)'= 21 .
x>1 igin
(afc cdthx)’: 1 5
1-x
0<x<1 igin
{arcsechx)=- 1
X 1—x2_
ve x>0 icin
-

(arccsc hx)Y=—

,x41+x2

oldugu kolayca gosterilebilir.

ORNEK : y = arcsink (tanx) icin y' tiirevini bulunuz.

r 2
Gitim : y = —L805_ _ BLE 1o

- \/1+tan2x - \fl+tan2x

sin’x 1 i

cos 2 x "/COS 2 x ICOS x|

= _[1+

bulunur.
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ORNEK: f{x) = x2arccsch(x?) icin f'(1) tirevini hesaplayiniz.

Cozitm : f/(x) = (Zx)arccsch(x?) + x*— 1

:x:”,fl-i-xI
= arccsch(xg)-mﬁl———
J1+x

2x

oldugundan

f’(l)=2(arccsch1 —L)

/2

~ dir. $imdi arceschl sayisini hesaplayalim.

1+/1_+?)

arccsciix = In ( x

oldugundan

arccschi = ln(l +1‘/§ ) =In(i+/2)

dir. Bung gbre

flh=2

——] = _—
ln(1+/i) /i] In{3+2,/2) ./E
olur.

ORNEK : Fx) = (1 — x} arctanhx igin £7(Q) tiirevini hesaplayin:z.

Coziim : f'(x) = — arctanhx + (I ~x)

x2—1
» . 1
= —arctzmh.x—x_i_1
oldugundan
"0) = -1 n_q1=-
JF{0) =~ arctan h0 0+ 1 =0-1=-1
bulunur.



3.11 PARAMETRIK DENKLEMLERI VERILEN FONKSIYONLARIN TUREVE e

f:Ac R — R forksiyonu y = f{x) bagmntisiyla verildigi gibi

{x = ull)
y=v(£)

biciminde de verilebilir. Burada ¢ sayisina parametre adi verilir. Bu iki baginti
arasmda { parametresi yok edilirse x ile y arasinda bir baginti bulunabilir. Bu

kesimde fonksiyonun parametrik olarak verilmesi halinde % tiirevinin nasil bu-

lunabilecegini gdsterecegiz.
u(?) ve v(#), tnin tiirevlenebilen fonksiyonlan olfsun.
Ax = ult + Ay — ulr)

Ay =v(r + &) —v(p)

oldagundan
v(t + af) —v(D)
Ay v+ AD -v(E) Al
Ax  g(t+ Aty - u(t)  u(t+ A0 — ult)

Af
" yazuabilir. # ile v tilrevli oldugundan sitreklidir.
Dolayisiyla A - 0 & Ax -0 d'u'.. Buna gore
vii+a-wH dv
y= lim 2 < Jim At - _dt

A0 Ax a0 WI+ A - ulf) | du
Al dt

bulunur, Buna gore

&
& _dr
s
dt
Q_.

¥, dx _ x ile gosterilirse, yukaridaki baginti, kisaca

yazilabilis. it &t

r

¥
Y %

bigiminde yazilabilir,




3.12 KAPALI BICIMDE TANIMLANAN FONKSIYONLARIN TUREV

142

" . . [x=2(t-sint) . .
ORNEK : Parametrik denklemi olan fonksiyonun tiirevini
y=2(1- cos?)

buhinuz. Bu fonksiyonun ¢= % noktasmdaki degerini hesaplayimz.

dy
.. dy_gr_ 2sint___sint
oz = =y T 21 —cosh)  1-cos?
dt

bulunur, t=-T2—B~ igin

olur.

Bilindigi gibi F(x,y) = 0 bigimindeki bir bagintiyla tanimlanan fonksiyonlara,
kapali bigimde verilmig bir fonksiyon veya kisaca, bir kapah fonksiyon denir.
Béyle bir fonksiyonun tiirevini bulmak igin F(x,y) = 0 egitlifinde her iki tarafin
x'e gore tlirevi alunr, bulupan egitlikten y* cekilir.

ORNEK : »? +)? ~3xy + 2x— 4y + 5 =0 esitligi ile tanmmlanan fonksiyonun
(bu bagmti bir veya birden fazla fonksiyon tammlayabilir) tiirevini hesaplaymiz.

Coziim : Verilen egitlikte her iki tarafin tiirevi alinirsa
2c+ 29 -3+ +2 -4y =0=
Zy-3x-4y+2x-3y+2=0 =

y'= 3y-2x-2
2y-3x-4

bulunur.

ORNEK : 4x2 + x> 42y -4 =0 esitli§i ile tammlanan fonksiyonun x = 0 nok-
tasindaki tlirevini hesaplayimz.

Coéziim: x=0 igin2y—4=0 = y=2 ohr,

4y + 8xy +3x2+2y =0

egitliginde x =0, y=2 konursa

16+2y'=0 = y=-8

bulunur.



3.13 YUKSEK MERTEBEDEN TUREVLER
¥ = f{x) fonksiyonu verildiginde
'—-v,d_y-... "

tiirevine y nin tiirevi veya y nin birinci flirevi denir. Eger y'=f'(x) fonksiyonu da
tiirevlenebilirse

3 2
()")': yhz _C_f" (.Ei.y_.) = % :f”(x) :f(Z} (I)

dx \dx

tiirevine y nin ikinci tiirevi denir. (y") ikinei tiirevi de tiirevlenebilir ise

d,m_d dzy _day_ o A3)
=) (?)-ax—s'“"y

- £
tiirevine y nin {iclincii mertebeden tiirevi denir. Daha yiiksek mertebeden tiirevier

de benzer gekilde tamimlanir, Genel olarak

dx
y(")=i d"_ly
dx dxn—l

dir, Yani her mertebeden tiirev, hir Snceki tikevin tirevidir.

ORNEK : y = 6x° — 8x* + 2x* - 3x + 5 fonksiyonunun iiciincii mertebeden
tiirevini bulunuz. .

Coziim ¢

y = 30x* 323+ 6223

[

Y=y = 1200962 + 12
y'=(y") = 360x>-192x + 12

olur.

- ORNEK : f{x)=3x5—4x* + 22®— 1 igin f¥(1) tiirevini hesaplayiniz.

Cozim:  fx) 18x° — 1242 + 4x
PR = 00x - 24x+ 4
F = 360x° ~ 24
F90) = 10802
F9(1) = 1080

i

olur.

143




144

ORNEK : fix) = % fonksiyonunun ., tiirevini bulunuz. Bu tirevin x = 1 nok-

tasindaki degerini hesaplayimz.

Céziim :
) = == 0
Fe = Ze= (172
£ = ”J;—i"z:— Sl Gl

olur. Buna gore

FO=(- 12

xn+1

olacaktir. x = 1 icin
FP=(-1)"n!

bulunur.

ORNEK : x® + 22 —3xy -4y +2 =0 denklemiyle tanumlanan y = fix) fonk-
siyonunun ikinei tlirevinin x = 0 noktasindaki degerini hesaplayiniz.

Coziim : x’e gore tirev alinirsa
32+ 4y -yt ay ) -4y =0=
Ay -3x-4)y =3y-3x*=

. 3y—3x2
Y dy 3x-4

bulinur, x =0 iin
2 -4y +2=0 =2y~ 1P=0=y=1
bulunur. x =0, y=1 igin

ya_3y=3
4y-3x-4

titrevi tanimh olmadifandan ¥’ mevcut degildir. Dolayisiyla y* ve diger yilksek

mertebeden titrevler yoktur.



ORNEK : x* + 93 + 3xy + 3)% + 6x + 6y = 0 egitligiyle tanunlanan y = f{x)

fonksiyonunun x = 1 noktasmdaki ikinci tiirevini hesaplaymiz.
Coziim : x=1 igin
1+ +3y+32+6+6y=0=
G+1¥+60+1)=0= @+ D[o+D2+6}=0=
y+1=0=y=-1
bulunur. x'e gre tiirev alnirsa
32+ 32y +3y+ 30y + 6y +6+ 6y =0=
By +3x+6y+6) ¥y =-(3x2+3y+6) =

. 3(xP+y+2)  ___ xPHyt2
3 +x+2y+2)  yritx+2y+2

bulunur. x =1, y=-1 igin
o =142 _ 2,
YT TN T-242 2
olur.
@xty)ytrxt2y+2) - @yt 1+2yNaly+2)

y=(y)=

(Y2 +x+ 2y + 1)?

esitliginde x=1, y=-1 ve y=1 yazilirsa

¥ = 2+DA+1-2+2)-(-2+1+2)(1-1+2)
' A+1-2+2)°
_ _6-2__ 4.
= 7 =1
bulunur.

ORNEK : « ile v tiirevienebilen fonksiyonlar olmak iizere,y = f{x) fonksiyonu

{x = u(f)
y=v(r)

bi¢iminde parameirik olarak veriliyor.

d’y _ xy-%y
dxz (5C)3
. 2
olacagim gosteriniz. (Burada x = 4x , X = d x dir.)
dt At
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dy
giim s y = 9 - di__ 3
Cogziim : y—dx—ﬁ-x
dt
oldugundan
&y’ d ( )-,] yi-iy
yoo B _dr | dr\x G _ xy-iy
dx dx x x G
dt
bulunur,
" x=4cost . ] Zy o T .
ORNEK : . oldufuna gbre, — - tiirevinin #=-" noktasindaki de-
y=3sint 2 4

Berini bolunnz.

Coziim : i =-4sint, & =-4cost, y=3cost, $=-3sin¢ olacagndan

d’y  xy-%y _ 12sin*t-12cos’t _ ~12{cos’t-sin?t)
2 - * - - -
dx x)? —64sin’t —64sin’t
_ 3 cos2t
16 sin’¢

balunur.

ORNEK : fx) = 3%~ 637 — 24x? + 5x ~ 7 fonksiyonu veriliyor. f"(x} tiirevinin
igaretini inceleyiniz.
Coziim: ¥y = f(x)=4x" - 18x* - 48x+5
¥ = fix) = 126 - 36x ~ 48 = 12(x" - 3x - 4)
olur.

-3x—4=0 = x-DE+1=0 = x;=-1, x,=4 oldufundan, igaret
tablosu

X |- -] 4 e
f"(x)| T {]"‘%) +

bigiminde olacakur. Buna gére (—°, -1} ve (4, +%) arahklaninda f "x)> 0,
(~14) aralipinda f'(x)< 0 dir.




Asagdaki fonksiyonlarin tirevierini bulunuz.
(a) y=sinhy/x _C"*'\"“ﬁ.

' P
By y= cosh(3x—2) zsm\’\(%-'_m) .

(c) -y =sech el‘_r
(d) y=In(sinh3x)
(&) y=e
(f) y=-cosh(lnx)
| (g) . y = sin(sinhx)
(h) 'y = arctan(taribur)
() y=sinh(x*)
(i) y=sinh%
(j.)._ y = coth® 4x

'.._(k) y=a? tanh (-51?)

() y=-cosh? 5x — sinh?5x

. (m),'y = sech?s + tanhx

. (n)  ¥=x sinhx —coshx

Agajidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayimiz.

(@) y=arcsinh2x
) ®) y= arccosﬁ(s_ecx) :
(@ y= arctanh(cosx)
(o) y= arcsech(siﬁix) g
(@) y= arccosh(x?)
(e) y=arcsinh /x-1
- ® 55%.‘7;2?—'%31"3005}15 -
(& y=v/1 tx” - arcslnh(iw)

) y= 2 arccosh (%—) + 22‘_ Jxi—4

(@) y=arccosh(s? + 1) + arctan }1 /
(@) - y = arcsinh(lnx) + In(arctanhx)

Asagidaki bagmuillardan y* tiirevini bulunuz.
(@ x*+y'=4

b x2+y -3y +x-y=0

© ¥B+yB=4

(d) x=y+tany

€ xX+y =3y

Asagidaki denklemlerle tanimlanan y = f{x) fonksi-
yonunun birinci ve ikinci tirevlerini, kargilarinda
yazili parametreler igin hesaplayiniz.

_ .2
@ x—2t3+1, A
y=3t"+2

y=e
3t
X = 3

@ { ‘. =i
SRR

Asaghdaki egitliklerle verilen fonksiyenlann n. tii-
revlerini bulunuz.

(@ fixj=Inx
@) fix) = sinx
{c) fix)=cos3x
@ fix)=Jx

(&) ftx) = sin’x

. fix)=x" igin

FO W) s
AD+ et g b b =2

oldugunu gosteriniz.
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. Tirev tanmmndan yararlanarak asafidaki fonksi-

yonlarm tiirelerini hesaplaymmz.
(a) fix)=cos2x
(b)) glx)=x"-3x

. Asgagidaki tiirevieri hesaplayimiz.

15 101
4x-3)% 3x-3° 2(x-3)%

®) y=13/G+x?) - 13 +x?)

{a) y=-

() y= ﬁ arcsin (x /g)

. Asapdaki fonksiyonlann karsilaninda yazili nokta-

larda tiirevli olmadikianm gisteriniz,

(@& fix)=3Ik+2 x=0

o) =%+ x=0
) hix)=3/x-1 , x=1
{(dy k(x)=Ilnxl . x=1

. Agafida verilen fonksiyonlarin kargilarmda yazih

noktalardaki tiirevlerini hesaplayiniz.

@ fry=1-%/x2+18

(b) g(x)=e*(cosx+sinx), x=0

x=8

(© h(x)=In%(tan3x) , x:%"

. Asgapidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplaymmz,

(a) f{x) = arcsin (tanhx)
(b} g(x) = (cosx)™

(cj h(x) = )

10,

Agaghdaki fonksiyonlarin n. tiirevini bulunuz.
(a) y =sindSx cos2x
(b) vy =sin3x cos®x

© y=In(>+x-2)

fixp= gig fonksiyonu i¢in

n—1
7= 0" (e - ad)
clx+d)

olacagim gbsteriniz.

R S
ﬂx)_x2—1 icin

) B -nl, n tekise
! (0}_{ 0, n giftise

olacagim gosteriniz.

¥ = u(x). vx) igin

)’(”)z 2 {:} u® ) v P )
k=0 :

olacafim gésteriniz. [Leibniz formiilii}’

Leibniz formiiliinden yararlanarak agafidaki fonksi-
yonlann karsilarmda yazil tiirevlerini hesaplayimz.,

() fix)= x%sinx, 199 (x)
®) g(0)=e(+3), £9(x)
{c)} h(x) = e'sinx, A 20(x)
(¢} k{x) = (cos3x)Inx K30 %)
(d) 1x) =xIn2x 150
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12.

13.

14.

is.

16.

_::_ : 4
ﬂx)_l.

Asagndaki fonksiyonlarm ikinci mertebeden tiirev-

lerini hesaplaymiz.

(.a) {x &'cost

y= esmt

tb x= a( cosr+ rsmr)
y=alsint- rcost)

X
f(x) xte @ olsiln

f(.r.l) (0) ( l)ﬂ n(n 1)

olacagini gosieriniz.

ﬂx):e“l\_rz fohicsiy(mu icin asapdaki egitliklerin
dogrulngum: gosteriniz. |

@ FU0)=-20-1) F2(0)

(b) f(2m 1)(0) 0 :

(c) f(z*")(O) ( 20" (2m- 1¥2m - 3).. 531

- igin
2
£9(0) ='{n_,' n ¢ift ise

10, ntekise

oldugunu gosteriniz.

S | \
fixy=x*Inx fonksiyonunun 5. tiirevinin 47 olaca-

g gosteriniz. -

17.

Agaphdaki fonksiyonlarm, x = 0 noktasmda ikinci
mertebeden tiirevli olup olmadiklanni aragtirimz. |
sin l, x#0 ise
(@ fo= x
0, x=0 ise
xsin—lw, x#0 ise
(b) gx)= *
0, x=0 ise
xzsini-, x=0 ise
(¢} hx)= *
Q, x=0 ise

18. f, a > 0 noktasinda tiirevli bir fonksiyon olsun.

19,

21.

{x=lnr .
o Icin

i S8 -Aa)
x—ﬂ«f" “a

limitini f*(a) cinsinden yazimz.

(x+y)™*P=x7yb eprisinin xy'=y denklemini sag-

"ladigim gosteriniz.

. Tiirevlenebilen periyodik fonksiyonlann tirevinin

de periyodik olacagim gdsteriniz.

; 2 tiirevini hesaplayinz.
y= "
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ISAAC NEWTON (1642 —1727)
Newton 1642 yihinin bir Noel giiniinde bir Ingiliz ¢ift-

¢i silesinin gocugu olarak diinyaya geldi. Babas,
Newton dogmadan 3 ay Snce 6imiigtii. Erken dogum
sonucu dogan Newton o kadar zayxf, o kadar ¢elimsiz-
di ki, gevresindeki herkes onun yagagacafina inanm-
yordu.

Newton, dig yaginda iken annesi ikinci kez evlendi.
Onun bakim: anneannesine biralald:. Annesinin iig
cocugu daha oldu. Bu gocuklar kayda deger bir basan
gosteremediler.

Newton gocuklugunda da ding, canli ve kuvvetli de-
gildi. Bu nedenle arkadaglarimn oynadig: zor oyunla-
ra katilmazdi. Arkadaglaryla eflenceli vakit gecirme
yerine, eflencelerini ve oyuncaklarim kendi yaratyor-
du. Geceleri kbyliileri korkutmak i¢in kandilli ugurt-
malar, su garklan, giines saatleri onun zekasim ortaya
koyan buluglard:,

Newton iirkek yapili, sinirli ve tenkit edilmeye taham-
miilii olmayan bir insandi. Eserlerini dostlarimn zoru
ile bastirmugtwr. Caligmalarindan birilerine itiraz gele-
cek diye 6d# kopuyorde. Yercekimi genel kanunun,
bu nedenle yirmi il sonra 1687 yilinda yaymnlayabil-
migtir.

Newton ilk &Zreaimini yoredeki akullarda yapt.

Newton’daki zekay: ilk kegfeden dayisi William ol-
mustur. Bu siralar annesinin ikinci kocasi da $lmiig,
annesi Woolsthrope geri dénmiigtit, Newton annesinin
yamnda kaliyordu. Anpesi Newton'u, babasindan ka-
lan cifthigii yonetmesi igin yamindan ayurmak istemi-
yordu. Fakat dayir Williams annesini ikna ederek,
Newton'un (iniversiteye gitmesine razi etti. Newton
1661 yiinda Cambridge’deki Trinity College’e girdi.
Newton'un matematik égretmeni Iszac Barrow hem
ilahivatgr hem de meghur bir matematikgiydi. Mate-
matik drencisinin kendisinden cok ilerde oldugunu
kabul ediyordu. Barrow, geometri derslerinde kendine
ozgli yontemlerle, alanlan hesaplamak, egrilere ize-
rindeki noktalardan teget ¢izmek icin yollar gésteri-
yordu. Iste bu dersler Newton’u diferensiye! ve Integ-
ral hesaba bulmaya ve bu sahada galismaya ytnelten
itk acimlardsr.

Newton, Cambridge Universitesine gitmeden once
Descartes analitik geometriyi, Kepler kendi ad:yla
amlan i¢ kanundan ikisini bulmustu. Bu bilgiler de
onun igin bir temel olagturmugtu,

Newton kendi adiyla amian hareket kanunlana bul-
mus fakat yaymlamak i¢in uzun siire beklemigtir.

Newton'vn en énemli bulugu, diferensiyel ve integral
hesab1 bulmasidir. Zaten Newton'u gelmis gecmis tig
biiyitk matematikgiden biri yapan bulugu budur. Bu
kavramlar neticesinde gok dnemli kolaylikiar elde
edilmigtir. Biiyiik fizik alimi P, Berkeley bu kavram
igin hakli olarak “Diferensiyel ve integral hesap her
kapiyt agar. Bu Gyle bir anahtardir ki onun sayesinde
modern matematik¢iler geometrinin ve sonug olarak
dogamn sirlannn kegfeder.” demigtir,

Ay yillarda Leibaitz de aym kavramlar iizerinde ¢a-
higiyordu, Bunlar butuglarim birbirlerine katarak gelis-
tirdiler. Birbirlerinin niteliklerini ¢ok iyi biliyor ve
taktir ediyorlardi, Unlii kimselerin bir ¢ogunun hayat:
zorluklar ve sikinbilarla gecmigtir. Yagadifhi uzua yil-
lar: er mesut bir bigimde gegiren ve yaptikiarmin so-
nuglarm goren, takdir edilen, gan ve sohretle alkigla-
nan tek matematikgi Newton'dor.

20 Mart 1727 de 85 yasinda 6ldii.

olusur.

Bilim, yalrzea dogamn matematiksel davramsint ortaya koyan yasalardan

I. NEWTON




4.1 TOREVIN GEOMETRIK ANLARMI

¥

¥

¥ y=flx)
Px.y), ¢
Sl
) f
AL
——
g Xa
[4] X X

Tiirevin birgok alanda cesitli uygulamalan vardir. Biz bu kesimde Matematik,
Fizik, iktisat alaniarindaki bazi uygolanalarima yer verecefiz.

¥ =f(.x) denklemi ile verilen si.irek.li bir f fonksiyonunun grafigi tizerinde bir A

“noktas: alalim, Egri iizerinde diger bir hareketli nokta P olsun. P noktast A nok-

tasina yaklaghginda AP kirigi konum degistirir. P noktasmin A ile gakigmas
durumunda AP Xiriginin pozisyonuna, egrinir A noktasmdaki teZeti denir.

Asagidaki gekillerde bazi egrilerin tegetleri gizilmigtir.

¥ y y o= x3
\ —_ y=xT a2

\/_..3:(.\:-1)2)@
2

(1.2)

N T

y=—x2+1

f fonksiyonu a noktasinda tiirevli bir fonksiyon, A(a,b) de fonksiyonum grafigi
iizerinde bir sabit nokta olsun. Egrinin A noktasindaki tefictine ¢ diyelim. Egri
lizerinde degisken bir P(x,y) noktas: alindifinda AP kiriginin e3imi

o _f0-f@
APT T g
clacakir.

P noktasi efri iizerinde A ya dogru hareket ettiginde AP kirist t tefetine yaklagr.
Su halde x, a noktasina yaklagwrken AP kirisi ¢ tefetine yaklagr. x, a ile
cakisirken AP kirigi de ¢ tegeti ile cakigir. Buna gore tegetin egimi olan m sayis1
igin

Rand x-i
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Ily

y=x3-3x
Ay
y=x+1
y=x
2
~1/ 3
/ 1 \ x

152

olur. Saf taraf f nin a noktasindaki tiirevi olacagindan
m=fa)
bulunur. Bir noktasi ve egimi bilinen dogrunun denklemi

¥ —¥g = m{x — xg)

oldugundan, tegetin denklemi ? )
W
y-fay=f(a)x-a). Y 2 \g&‘
/ 1
olur, o f—ﬁ_b) A\

ORNEK : fx) = x* - 3x egrisine x = 2 absisli noktasmdan cizilen tegetin denk-
lemini bulunuz,.

Coziim : f(x)=3x* -3 oldugundan
m=f(2)=34-3=9
olur. Aynica f{2)=8-6=2 oldogundan, tegetin denklemi

y-2=9%x-2)=>y=9x-16
olur,

ORNEK : y=3x—2x? egrisininy = x dojgrusiua paralel olan tefetin denklemi-
ni yazamz.

Céziim : Once tegetin degme noktasim bulalm. y = x dogrusunun egimi m = 1
oldugundan

yY=3-2x=1=x=1
olur. x=1 icin y =3 -1=2 olacafindan tegetin defime noktas1 A(1,2) nok-
tasidix, Egimi de 1 oldugundan denklemi

y-2=lx-)=y=x+1

dir.
Bir egrinin bir noktadaki normali, o noktadaki tegete dik oldugundan, f'(a) = 0
igin, normalin egimi
1
M, =
" fle)

olacakur. Dolayisiyla normalin denklemi

(x-a)

y-fa=-+a f(a)

olur.



4
¥= x2+1 ¥ - teget

(1.2

normal

y=f
1ki eiri arasindaki agt

- A
et Lo
was e LT
- - wu B

.- e
G Ea -

ORNEK : y= Jc2 +1 egrisinin apsisi 1 olan noktasindan ¢izilen normalin denk-

lemini yazimz. " |

Coziim : Apsié 1 olan noktanin ordinatt y= 12+ 1 =2 dir. f(x)=2x=f(1)=2
oldugundan normalin egimi

_—
m, = 5
denklemi
y-2=-=x-1)=x-2y~-5=0
olur.
'TAN]]\eI

ki egn b].r C‘ noktasinda ke51§mJ§ olsun C noktasinda bu iki egnye I ves
' tegietleri glzﬂdlgmde bu tegetlerin olugturdugu aciya (6lgiileri farkh oldu- -
- unda dar a¢t olanma) bu iki egrl arasmdaki a1 denir. Bu agn d.l.k o]dugun— '

' da egnler dll{ l{e51§1yor dem.r

ORNEK : y=2+3 ve y= %x2+ _‘ll_} egrileri kag derecelik ac1 alunda

kesigirler?

Coziim : Once egrilerin kesim noktalarmm bulalm :

22 +3=2 4 A 17?17 x?=12x=%1 bulumur.

0" 10

Su halde bu iki egri A(1,5) ve B(-1,5) noktalarinda kesigir. A(1,5) noktasindaki

tegietlerin egimleri y=4x ve y' = ?0 3;‘ den my=4 ve my;= g bulunur. Bu

tegetlerin olugturdugu acmm dleiist o ise

3
mi‘—mZZ 4 g =1

1+mm, 1+4.§>_

tanot=

olacagindan ¢ = 45° dir. Su halde verilen efriler, A(1,5) noktasinda 45 derece-
lik a¢1 alanda kesigirler. B(—1,5) de m; =4, m, = —%— olacagndan

tan® = S j=0=135°

bulunur. Dogrulann olugturdugn genig aginn Sletisii 135° oldugundan dar aginin
olciisit 45° dir. Su halde verilen egriler her iki noktada da 45° tik a1 altinda
kesigirler.
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ORNEK : xy=a?, x>~y = b* egrilerinin dik kesigtiklerini gésteriniz.

Coziim : Tki egrinin bir kesisme noktasi (xg, yo) olsun.
== y+xy =0 2y =-L = m = R
X JCO

Py =pl s -2y =0= y‘=% = .'nz:ﬁ bulupur,

Yo
. My = (—&)(ﬁ):—-l
OTARS

oldugundan egriler dik kesigir.

4.2 TUREVIM FIZIKSEL UYGULAMALAR] o e

154

Sabit bir hizla hareket eden bir cismin hizz, alinan yoiu bu yelu almak icin harca-
nan zamana bdlmekle hesaplanir. Eger huz her an degisivorsa yine boliim olugtu-
rabiljr. Bu bliime hareket eden cismin ortalama hiz1 denir. Eger bir zaman arali-
#inda cismin hizma miimkiin oldugu kadar yakan bir deger elde etmek istersek bu
zaman aralifim ¢ok kiiciik almak zorundayiz. Hareket eden cismin aldigi s yolu
¢ zamammn bir fonksiyonu oldugundan buru s(¢} ile gdsterelim. Bir #; zamanina

kadar cismin aldig: yol s(fg) olur. t zamamna kadar alinan yol da s{z) oldufun-
dan cismin A&t =1 — ¢, zaman arahif i¢indeki ortalama iz

s(t) - s(t,)
-,
olacaktir. 3u halde cismin #; anindaki hizint bulmak igin yukaridaki bélim ¢ — £

i¢in limitini almak gerekir. Yani bu cismin z; anindaki hmzi

vit) = tim SR
) =

= sz
LR - 0 (ﬂ)

olacaktir. Benzer sekiide ivnenin birim zamandaki defisme oldugu gézéniine
alinarak

lim v -vlg) | Vit,)

=0 -1,
oldugu gosteritebilir,

ORNEK : Diizgiin lizlanan bir hareketlinin t aminda aldigi yol, v, ilk hiz ve a

hareketin ivmesi elmak iizere, s(f) = vot + % a? bigiminde veriliyor. Bu hareket-

linin ¢ anindaki hizim bulunuz. Hangi t igin, hareketlinin hizi vy ilk hziun iki ka-
tina gikar.

Ciziim : Hiz, yolun zamana gore tiirevi oldugundan
Vi) =5 =vy+ at

olur.



v
= =0
Vetat=2yy = t=

igin harekétlinin hizt ilk hazin iki katina gikar.

. ORNEK : v, ilk hizi ile agafidan yukariya dogrn atilan bir-cismin £ aminda aldi

4.3 TUREVIN IKTISATTA U

yol, g vercekim ivmesini gstermek lizere,
s=vyt- % at?
dir. Bu cismin ¢ anindaki hiza ne olur? Hiz ne zaman sifir olur?
Coziim : Hiz, yolun zamana gbre tiirevi oldugundan
v=st)=vy-gf
bulunur,

v=0ov-gt=0 & tzjég—

olmalsdir.

YGULANMASI

Bir iiretim merkezi, belli bir zaman icinde bir @ malindan g miktar {iretenis olsun.
Usetimin toplam m maliyeti (lira), iiretilen malin ¢ miktarimn (adet veya kg ola-
bilir) bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon m = f{g) bagmtisi ile verilmis elsun. g nun
Ag artmasina kargelik maliyetin artma miktan

am =flg + Ag)-flg)

olacakhr. Maliyetteki bu artma miktary, ilk q miktardaki liretime Ag kadar ilave
bir iiretim elde etmek icin maliyete eklenecek miktardir. Uretimin ek Ag miktan:
icin birim bagina ortalama maliyet

am _ fg+aqy-flg)
aq Ag

olur. Birim bagina ortalama maliyetin Ag — 0 icin limiti varsa bu limite ¢ liretim

seviyesindeki birim bagina marjinal maliyet, veya kisaca, marjinal maliyet adi
verilir. f fonksiyonu ¢ da tiirevli ise marjinal maliyet

iim ﬂg + b;;; _f( ) =ff(q) =m'

g —0

olacaktir. Eger m lira, g kg cinsinden ifade edilmigse, marjinal maliyet, kg bagina
lira olarak ifade edilir.
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ORNEK : Bir salca fabrikasinda iiretilen salcamn maliyet fonksiyonu, ¢ iiretilen
salganin ton olarak miktarim, m de milyon lira olarak maliyeti géstermek iizere

m=1000+90g -4, O=<g=<45

bigiminde veriliyor. Uretimin 40 ton oldugu anda marjinal maliyet ka¢ milyon-
dur?

Céziim 1 m'=90 - 24 ifadesinde g = 40 konursa
m'=90 - 2.40 = 10 milyon/ ton

olur.

TANIM

y = fix) fonksiyonu verilmis olsun. x, Ax kadar arthpinda y de Ay kadar

defiigmis olsun, % . % ifadelerine, suast ile, x ve y nin oransal {nishi)

artiglars denir.

AY
5y im Yo X g &Y
Ex ax~0 Ax  yar-0Ax
Ix
ifadesine f fonksiyonunun esnekligi (elastikligi) denir. Eger f tiirevH ise
By _xdy
Ex ydv

olur.

Esnekhlik boyutsuz bir sayidir. y nin x defiskenine gére esneklifi, x in yiizde
1’lik artigna karsihik y de meydana gelen artig veya azahgin yiizdesi olarak da
diigiiniilebilir.

ORNEK : y=2x—4 olsun. y nin x'e gore esnekligini bulonuz. x =4 igin
esneklifi hesaplaymmz. x, % 1 artarsa y yiizde kag artar?

Coziim :
Ey xdy x, 2x _ x
Ex y'dr y " 2x-4 x-2
olur.x =4 igin
Ey__4 _4_,
Ex 4-2 27

olacafindan x in % 1 lik artigina karsihk, y % 2 artar.




Bir malin birim fiyau p, iiretim miktar ¢ ise, toplam hasiat R = p. g olur. Genel
olarak, firetim artifinda fiat diiger, tiretim azaldiginda fiat yiikselir. Dolayisiyla
fiat firetimin bir fonksiyonudur. p = fg) olsun. Bu durumda

R=p.q=fg) -9
olacaktir. Marjinal hasilat hasilatin tiirevi olacaffindan

dR _ o g
EE—R-Qf(CI)"'f(Q‘)

bulunur.
ORNEK : Talep fonksiyonu, g iiretim miktar ile tiretilen malm p birim fiyat

arasinda g = g(p) bigiminde bir fonksiyondur. Talep fonksiyonu p=1-4 olan
bir mahn marjinal hasitatim bulunuz,

Coziim: R=q.p=q(l-Q)=q~¢
olacagmdan, marjinal hasilat

R=1-2g
bulunur.

ORNEK : Talep fonksiyom
p=8-gq
olan bir mal i¢in maksimum gelir ne olur? -
Coziim : Toplam gelir
R=p.q=8q-4
olur. Bu fonksiyonun maksimumu bulunacaktir.

Paraboliin tepe noktasinin apsisi

h _8

"2 2

olacagidan, fonksiyonun maksimum noktas1 ¢ =4 diir.
R4y=32-16=16

olur.
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Asagida denklemleri verilen egrilerin kargtlarinda
yazili noktalardaki tegetlerinin egimini bulunuz.

@ y=+, A(11)

® y=x*+4x, B(-1-3)

Asapida denklemieri verilen efrilere, kargilarinda
apsisleri yazili noktalarindan c¢izilen tegetlerin
denklemini yaziniz.

(@ y=32-2x"+4, x=1

(b} y=x3—x, x=1

© y=x+2x+3, x=-1
€ y=2-x-x2, x=2

@ y=%x3~1, x=-1
&) y=+x, x=4

() y=siax, X=7

{g) y=sinx+ cosx, x=%
W y=2xl, x=0

1
= =0

w (x+1) *

M y=0+x)"", x=-3
() y=sinx , X =7
(k) y=e?, x=0

() y=xcos+/2x , x=0

(m) y=x+x-1, x=5

m y=x-2)""7, x=2

Agaprda denklemieri verilen efrilere, kargilannda
apsisleri yazilt noktalarmdan ¢izilen teget ve nor-
malierin denklernini yazimz.

(@ y=x*+1, x=0
® y=1-13, x=-1
€} y=x"-62+2, x=2

(&) y=2 sinx+ 3cosx, x=12‘—
€ y=+1-x, x=1

y=2x%+ 1 efrisinin hangi noktasmdaki tefeti ori-
jinden geger?

Agafida denklemleri verilen egrilerin kargilarinda
yazili P noktalarmdan gecen tegetlerinin denklem-
ini yaziniz.

(a) y=x%, PG3.1
by y=x, P{0,2)
© y=x*, PO-3)

(@ y=4x-x*, PQ)5)

2sinx, x<0 ise
3x2+2x, x=Q ise

ﬂx)={

fonksiyonunun (0,0} nokeasindaki tegetinin denk-
lemini bulanuz.

xzsinJ—, x#0 ise
A=) = x
0, x=0 ise

fonksiyonunun (0,0} noktasindaki tegetini bulunuz.

x=t"+3t-8
y=2:2-2t-5

egrisinin A(2,-1) nokiasmdaki tegetinin efimini
bulunuz.

x=tcost
y=tsint
parametrik denklemi ile verilen egriye ¢= % nok-

tasindan cizilen tegetin denklemini bulunuz.,
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ig.

i1

12,

13.

14.

15,

16.

17.

i8.

-Asagada denklemleri verilen efrilerin kargilarinda

yazilt noktalanindaki tegetlerinin denklemini yazt-

Rz

(a) 4x*-3p2+5=0, ' A(1,2)

®) F+y-2y=0, B(1,1)

() xX+2y+y+2x+y=6, C(2,2)

y = x? — 2x + 5 efrisinin hangi noktasindaki tegeti

y=X dogrusuna parateldir?

x2 + y? =25 cemberinin hangi noktasindaki tegeti-

- nin efimi y olur?

2xy = a* egrisinin herhangi bir noktasindaki tege-
tinin koordinat eksenleriyle olugirdufu tiggenin
alammn sabit ve ¢ sayisina egit olacagin gsteri-
niz,

J¥ ++/y =+/@ erisinin herhangi bir noktasindan
cizilen teget eksenleri A ve B noktalarimda kesiyor.

[QAl + IOBl = a olacafim gosteriniz.

X++/xy =1 -y denklemiyle verilen egrinin Ox-
eksenine paralel olan tegetinin denklemini bulunuz.

y = x? egrisine A(3,0) noktasmdan cizilen tefetle-

'rin’dénklemini bulunuz.

L eprilerinin kesim noktala-
1+x _
nndan gizilen tegetlerin denklemini bulunuz.

ile ¥y=

1
Y= T+x

y=x3-3x+5 edrisinin
(a) y=-2x dogrusuna paralel

(b) y=—% dogrusuna dik

(¢) Ox— ekseni ile 45 derecelik a1 yapan

tegetlerinin denklemini yaziniz.

19.

20,

21.

23.

24,

25,

y = € egrisi Oy ekseni kag derecelik act altinda
keser?

Asagida denklemleri verilen efriler hangi ac: altin-
da kesigirler?

(a) y=sinx, ¥ = COSX
2
® y=4-x  y=d-Z-
2
©) y=at-l, y=222+3
@ y=e7?, x=2
@ yeE, yslegd
{e) .y:x?-, y=x3

Agagrda denklemleri verilen efiri glftlermm dik
kesistiklerini gosteriniz.

(@ y=x*+2x-3, y=x2~mz—x+%
(b) Y=6x+9, y¥=9-6x

(©) x*-y*=5,

. Hangi ¢ lerigin y =% ile y=cx® efrileri dik

kesigirler?

y? = 2x* egrisinin hangi noktasindaki teffeti

4x — 3y + 2 =0 dogrusuna diktir?

y=xt+1,

y=x%—cos—
x°+1

edrilerinin kesim nokialarinda aym tefete sahip ol-
duklarin: gosteriniz.

y =x* egrisinin y =x — 2 dogrusuna en yakin nok-
tastmin koordinatlanim bulunuz,
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26.

27.

28.

29,

30,

31.

32,

33.

¥ = x* paraboliine P(a,a%) noktasmdan cizilen tege-
tin Ox— eksenini daima %, 0) da kestifini giste-

riniz.

y= " X 5 CHrisine orijinde tefet olan doérunun
+x
denklemini yaziniz.

x? + 45> = 4 elipsine teget olan ve A(4,0) nok-
tasindan gecen tefietlerinin denklemini yazimz.

A (%, 0) nokfasindan gecen ve 4y =12 +4 parabo-

liine teget olan dogrularin dik kesigtiklerini gosteri-
niz,

=—x dofrusunun y = x> - 6% + 8x egrisine tegfet
oldugunn gdsteriniz. Bu tefetin defime noktasim
bulunuz. Bu dogru efrivi keser mi?

m nin hangi degerleri icin y = mx dogrusu

x2+y'—4x+3 =0 cemberine teget olur?

x¥3 4 y?3 = 2 efrisine, bu effrinin y =~ x dogrusu
ile kesim noktasindan gizilen tegetlerin denklemini
yaziniz.

Yol denklemi
s=5+3t+

olan hareketlinin baglangictan 4 saniye sonraki ﬁlz
ve ivmesini bulunuz.

34,

35,

37.

38.

39.

40,

Kiitlesi 100 kg olan bir hareketlinin yol denklemi

s=28+3t+1
dir. Bu hareketlinin 3. saniyedeki kinetik enerjisini
hesaplaymiz. (Kinetik enerjisinin _%, my? oldugunu

hatirtayiniz.)

Kiitlesi 6 gram olan bir hareketlinin yol denklemi
s=—=1+In(t+ 1)+ @+ 1)?

dir. Cismin hareketten 1 saniye sonraki kinetik
enerjisini hesaplayiniz.

p =8 —gq talep fonksiyonu veriliyor.
(a) Esnekligini hesaplaymiz. '
(b) Marjinal hasilat fonksiyonunu bulunuz.

Talep efrisi p = a (a sabit) olan fonksiyon igin
marjinal hasilat ne olur?

p=10-3q talep efrisi veriliyor,
(a) Talep esnekligini bulonoz.
M ¢g=1, g=25, 4=05 igin

esncklifin degerini hesaplayimz.

qp’=b (ab sabit) talep fonksiyonunun her nok-
tadaki esnekliinin aymi olacagm gosteriniz.

Pg =a (asabit) talep egrisinin esneklifinin her
noktada -1 olacafim gésteriniz.
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44  MAKSIMUM - MINIMUM e

y= x2-dx+3

Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevinin bilinmesi o nokta civarinda nasil davran-
a1 hakksnda fikir verir. Once bunu agiklayan teoremi ifade ve ispat edelim.

TEOREM 41:

_I bir aralik, f I->R fonk51yonu sireklive ¢ e I da turevh olsun. Oyle
bir 8>0 vardr ki, f(a) >0 isef fonk31yonu (@a-8~a+ 6) da artan,
-f (a)< 0 ise (a S.a + 5) dé azalandu‘

ispat 1 f(@)> 0 olsun. Bu takdirde
im ﬂx) _ﬂa) >0

x~a  X—a
olur. Bu durumda 6yle bir 8 >0 vardrki xe (@—~8,4) ve (a,a+ d) icin
f-fla)
xX—a
olur. Bu da fnir (@ - 3, a + &) da artan oldufunu gdsterir, zira
x>a icin  fix)-fla)>0= fix}>fla)
x<a icin fix)-fla) <0= fix}<fia)

olur.

Benzer gekilde f'(a}< 0 oldugunda fnin (a — &, a + &) aralifinda azalan oldugu
gosterilebilir.

Bu teoremden yararlanarak su sonug ifade edilebilir:

SONUC 4.1:

f fonk51yonu [a.b} de sureldl ve (a b} nin herbir noktasinda tiirevli olsun
Her x € (a,b) igin f'(x)> 0 ise f, [a,b} dearian, f ’(x)< 0 ise [a b] de aza-

landrr.

ORNEK : f{x) = x* - 4x + 3 fonksiyonunun artan ve azalan olduklar: araliklan
bulunuz.

Coglim : f'(x)=2x- 4 dir. Simdi bu ifadenin igaretini inceleyelim.
x| 2
rel - o+

O halde f fonksiyonw (—,2] de azalan, [2,4+%) da artandir. Verilen fonksiyonun
grafifi yanda cizilmigtir.
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0
y= x3 43y
k)’
< 2

¥

y=x3 —3x

&““'--—-.._

162

]

ORNEK : f{x) = x> + 3x fonksiyonunun artan veya azalan oldugu araliklarn
bulunuz,

Coziim :

fix)= 32 +3=302+1)> 0 oldugundan fonksiyon (—oo, +90) aralifinda artandtr.
Fonksiyonun grafigi yandaki gibidir.

f. [a,b] de siitekli ve ¢, d € {(a,b) olsun.

[ fonksiyonu {a,c) de artan, {(c,b) de azalan ise ¢ de bir yerel maksimuma sahip
ohur. Eger f, (a,d) de azalan, (d,5) de artan ise d de bir yerel minimuma sahip olur,

Su halde bir ¢ noktasimin selanda f'(x)> 0, saginda f(x)< 0 ise ¢ de bir yerel
maksimum vardir. '

Eger bir d noktasinin sclunda f(x)< 0, safiinda f{x)> ¢ ise & noktasinda bir
yerel minimum vardir.

ORNEK : fix} =x* -~ 3x fonksiyonunun yerel eksiremum noktalarim ve deger-
lerini bulunuz.

Cozitm : f/(x)=3x"-3=3(x- 1)(x+1) tiirevinin igaretini inceleyelim.

X -1 1
IR R E
f(x) / \; /
Artan Azalan | Arian
max min

Bu tabloya gdre fonksiyon (~eo, -1] de artan, [-1,1] de azalan, [1,+) da artandir.
Dolayisiyla—1 de yerel maksimum, 1 de yerel minimum vardir. Yerel maksimum
degeri —1) = (-1 - 3(-1) = 2, yerel minimum degeri A1) = 1 — 3 = -2 olur.
Fonksiyonun grafifi yanda verilmigtir. Yerel ekstremum noktalarinin safinda ve
solunda tiirev farkli igaretlidir. Estremum noktada tiirevin ne clacagim agagidaki
teorem agiklamaktadr.



-TEOREM 4.2 (Fermat Teoremi) HE
Cf: [d,b] - R foﬁksiydhu:nuﬂ bir ¢ € (a,b) noktasmda bir yerel minimumu, -
veya maksimumu varsa ve f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebiliyorsa
fle)=0
dr. '

Ispat : f fonksiyonu ¢ noktasinda bir yerel maksimuma sahip olsun. Bu takdirde
oylebir 8& R* vardwki lx—c¢l <0 gartini safflayan her x icin f{x) < f¢) dir.

I < & olacak gekilde segilen her % icin ¢ + 2 da bu komguluga dahil
olacafindan h ister negatif ister pozitif olsun.

Re+Ry=sflc)=Re+h)—fc)=0

ve dolayisiyla

h>0 icin ﬂc;*’z'ﬂ?lso - (=<0

h<0 icin %3“1‘(“)20 = )20

olur, Hipotez dolayisiyle f, ¢ noktasmda tiirevlienebilir oldugundan A ister pozi-
tif degerlerden, ister negatif degerlerden sifira yaklagsin

. fle+h)-Ac) _
pm FER=ED 2710

olur. Yukandaki iki esitsizlikten f'(¢)=0 bulunur,

UYARI:

1) [a,4] araliga tizerinde tammlanmig reel degerli bir f fonksiyonunun
¢ € (a,b) noktasinda tiirevinin var ve f'(c) =0 olmas: fonksiyonun ¢ noktasinda

bir yerel maksimum veya bir yerel minimuma sahip olmasin gerektirmez. Yani
Fermat teoreminin kargiti dogra degildir.

Gergekten f{x) = x* seklinde seklinde tammlanan f: R — R fonksiyonunun tiirev

fonksiyonu
filay=32"
olup f{0)=0 dir, Halbuki ¥x>0 icin fix)>Rf0)=0 ve Vx <0 igin fix) <

f0)=0 dir. Béylece ¢ = 0 noktas1 f{x) =x* fonksiyonu icin ne bir yere! mak-
simum ne de bir yerel minimum noktasidir,
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y=x2i341

"

2)  Fonksiyon bir noktada yerel ekstremuma sahip oldugu halde o noktada
tirrevli olmayabilir. Ornegin grafigi yanda verilen f{x) = 3 + 1 fonksiyonu igin

. 2 143 2
flxy==x =0
3 33x

oldufundan x < 0 igin f'(x)< 0, x>0 ig¢in f'(x)> 0 dir. Su halde x =0 bir
yerel minimum noktasidrr, Halbuki x = 0 da tiicev yoktur. Yani £(0) mevcuat
degildir.

TANIM o
AcR kiiﬁiesi ﬁzerizjde tantmb, reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde
Fle=0 |

§a.rtm1 saglayan ¢ noktalanna f fonkmyonunun duraklama noktalan veya
kritik noktalari denir, .

ORNEK : f{x) = 3x% - 20x fonksiyonunun kritik noktalarini bulunuz. Bunlar-
dan hangileri yerel ekstremum noktalaridar?

Céziim :
F =15 - 60x2 = 15x2(x* - )= 0
:>x1:x2=0, X3:—2, Jc4=2

olur. Su halde kritik noktalarin kiimesi {-2, 0, 2} dir. Térevin igaret tablosu
yapilirsa

x —0 -2 0 2 +00
Fix) + (5 - ﬁl) — J +
fol 7 l ’ |

max mll']

bulunur. Tablodan goriildiigii gibi, x = -2 de yerel maksimum, x = 2 de yerel mi-
nimum vardir, x =0 kritik noktas: bir ekstremum nokta degildir.

ORNEK : f{x) = x sinx + cosx bigiminde tanimlanan f: [0,2n] — R fonksiyo-
nunun yerel ekstremum noktalarmi ve degerlerini bulunuz.

Coziim : f{(x)=sinx+xcosx-sinx=xcosx dir. (0,27) araliginda x > 0
oldufundan f'(x) in igareti cosx in igaretiyle aymdw. Buna gore f'(x) in igaret
tablosu agagidaki gibi olacaktir.



in dn

x |0 2 2

[ [ t
Folp + ¢ - ¢+

Z 3n

1 7 5

£ 1

2m

x= Z de yerel maksimum, x = *3575 de verel minimum vardir. Yerel maksimum

degeri f (%) = % , yerel minimum deferi f(3—”) =— 37”

ohur,
2

Yukandaki tiim agiklamalardan sonra asafidaki teoremi ifade edebiliriz.

TEOREM 4.3 :
filabl =R fonksiyonunl._m kritik nokealan ¢y, ¢, ..., ¢,, tirevsiz oldufu
noktalar 5,, 53, ..., 5, ise {f(a),f(cl),f(cz), ..... F cp),f(sl),...,f(sr),f(b)}

kiimesinin en biiyilk elemani f nin mutlak maksimwm (en bityitk) deferi, en
kiigiik eleman fnin mutlak minimum {en kiiclik) degeridir.

ORNEK : fix) = 2x3 — 9x% - 24x + 45 biciminde tammlanan f: [-5,5) = R
fonksivonunun en bilyiik ve en kiiciik degerini hesaplayimz. f (I-5,5]) kiimesini
bulunnz.

Coziim : f'(x)=6x2— 18x~ 24 oldugundan
F)=0=6x2-18x~24=0= 60+ 1) (x~4)=0 =

x]=—1, x2=4

tlir. O halde kritik noktalar -1 ve 4 tiir. Fonksiyonun tiirevsiz oldugn nokta yok-
tur. Buna gire

(A= 5), A= 1), f4), AS))
kiimesinin en bityiik elemam fonksiyonun mutlak maksimum (en biiyiik) degeri;
en kiiciik eleman: fonksiyonun mutlak minimum {en kiiciik) degeridir.

f=5) = 2.(-5)° - 9(-5)> - 24(-5) + 45= - 310

-1 = 2.(-1)* - 9(-1)2 - 24(-1) + 45 = 58

A4y =2.4-9.4_244+45= -67

A5 =2.55-9.52-24.5+45=-50

f

oldugundan, fonksiyonun mutlak minimum degeri — 310, mutlak maksimum
degeri 58 dir. Buna gore f{[-5,5])=[-310,58] dir.
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ORNEK : [-2,2] iizerinde fix) = 3x* — 4x3 + 12 seklinde tanimlanan ffonksiy-
onunun yerel ve mutlak ekstrermunlarmm bulunuz.

Coziim : f'(x) = 12x° - 12x° = 12x*(x - 1) olduFundan tiirevi stfir yapan deger-
ler (kritik noktalar) x; =x, =0 ve x3=1 dir. f'(x} in igaret tablosu

X | =2 ¢ 1 2
7o | |

]
B R B
seklindedir. Tiirev sadece 1 civannda igaret degigtirdiginden (-2,2) arahifinda
sadece x =1 de yerel ekstremurn vardir. 1 noktasimn sotunda fonksiyon azalan,

saginda artan oldufundan 1 noktasinda yerel minimum vardsr. Yerel minimum
defer

A=3-4+12=11
dir.
foy=12
f2)=3.16-4.(-8)+12=92
f2)=3.16-4.8+12=28
oldugundan x = -2 de mutlak maksimum x = 1 de mutlak minimum vardir,

Ikinci ttirevin igareti ile ekstremumlarin varlig1 ve cinsleri arasinda siki bir iligki
vardir. Bu iligkiyi su teoremle verebiliriz.

TEOREM 4.4 :

f fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevli, ¢ noktast f fonksiyonunun bir darak-
lama noktast, 7(c) mevecut ve sifirdan farkl: olsun.

(1) Eger f"(¢)> O ise c de bir yerel minimum,
(2) effer £"(c)< 0 ise c de bir yetel maksimum

vardir,

Ispat : (1) f'(x)= g(x) diyelim. Buna gére g{c)> 0 dir. Teorem 4.1 den ¢ nin
tyle bir 8- komgulugu vardir ki bu aralikta g artandwr. O halde (¢ — 8§, ¢)
araliganda g(x) < g{¢) =0 ve (¢,c + &) aralifinda 0= g{c) < g(x) dir. Su halde
(c —8,c) aralifinda f'(x)< 0 ve (c,c+98) aralifinda f'(x)>0 dir. Demek ki
f fonksiyonu ¢ nektasinda bir yerel minimuma sahiptir. (2) nin ispati (1) in
ispatina benzer olarak yapilir.



y=vx

Plx,vx)

¥

A2 ,0)

X,

5

ORNEK : A (E’ 0) noktasinin y =+~/x egrisine olan uzaklifim hesaplayiniz.

Coziim : A(%, 0) noktasinin y =~/x ‘egrisine olan uzakhg, A nin egrinin nok-

. talarma olan uzakhklarinmn en kiigiigiidiir. Egri iizerinde alinan nokialar P(x.~/x )
"bigimindedir. Dolayisiyla A noktasinin P noktasina olan uzaklifa

d= (x—%) +Xx

olacaktir. Su halde istenen nokta,  vi en kiigiik yapan x degerine kargilik gelen P
noktasidrr. d yi en kiigiik yapan defer

2

oo

" fonksiyonunu en kiigtik yapan degerdir.

f'(x)=2(x—%)+_1=2x—4=0=>x:2

olur.
ff)=2 = f(2)=2>0

oldugundan x = 2 icin fonksiyon en kiigiik deferint alir.

-5V es - /J:‘__Jz_i
d= (2 2) 2= JEe2 = 223

birtm olur.

ORNEK : f{x) =xInx —x seklinde tanimlanan f: R* — R fonksiyonunun yerel
eksiremm nokialarim bulunuz.

Coziim :

f’(x):lnx+x%—i:lnx
dir.

Fx)=0 = Inx=0 = x=1
olur.

f”(x):% o f)=150

oldugundan x = 1 yerel minimum noktasidur,

Yerel minimum degeri {l)=1Inl1 -1=-1 olur.
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Bir maksimum — minimum problemini ¢ozmek icin agafidaki yolu izlemek ya-
rarli olur.

1) Problemde verilenler degigkenlerle gisterilir.
2)  Maksimum ya da minimum olmasi istenen ¢oklukla ilgili bir ifade bulunur,

3)  Verilenler kullam!larak bazi degigkenler yok edilir. Tek degigkenli bir fonk-
siyon elde edilir,

4)  Probleme gore degigkenin sinrlan tespit edilir.
5)  Knitik noktalar bulunur.

6)  Fonksiyonun kritik noktalar ve arahgin ug noktalarmdaki degerleri bulu-
nur.

7)  Bulunan fonksiyon degerlerinin en kiigitgii fonksiyonun en kiigiik degeri,
en biiyiigi de fonksiyonun en bilyiik degeridir.

UYARI : Bu problemlerde maksimum ve minimumlar mutlak maksimum ve
mutlak minimurnlardiz.

ORNEK : Toplamlari 40 olan iki pozitif tamsayimn kareleri toplamu en fazla kag

.olur?

Coziim :
I.sayn H.say

X ¥
2)  Maksimumu istenen ifade : x? + 2

D

3)  x+y=40=y=40-x olur. Bu deger x? + y* de yerine konursa, mak-
simumu bulunacak ifade f{x) = x? + (40 — x)* olur.

4) x defiskeni 1 den 39 a kadar deger alabileceginden x e [1,39] dur.

3) {1,39] arahigmda f{x) = x% + (40 - x)? geklinde tammlanan f fonksiyo-
nunun mutlak maksimumu bulunacakiir.

FO)=2x+2(40-x).(- 1) =4x~80

F)=0=4x-80=0=x=20
kritik noktadir.

fy=12+392=1521

f20) = 207 + 207 = 800

R39) =392+ 12 = 1521

oldugundan en biiyiik defer 1521, en kiicitk deger 800 *diir.



ORNEK : 9 cm eninde dikdortgen seklindeki bir kaft gerit, sekildeki gibi D
kigesi kavrlarak [AB] kenar Hizerine getirilivor. FAE {icgeninin alam en fazla
kag cm? olabilir?

Coziim : {AEl=x, |AFl=y denirse, IDFl=|FEI =9 -y olur. Bu durumda

S:Alan(ﬁﬁ'}:%xy

dir. FAE dik iiggen oldugundan

R4y =(9-y? = P4y =81-18y+y =

_ _81-x*
18y=81-x* = y= 8
olacaktir. Dolayisiyla
1 8l-x* 1 o0 o3
S(x}-zx. T —36(81x x’)

olur. Bu fonksiyomn en bliylik degeri bulunacaktir,
S’(x)z“glg(gl -3x8)=0 = x=3+3

bulunur,

S"(x)=~§ = S"(3ﬁ)=—§<o

olacagindan x=3+3 de maksimum vardr.
S(343) =+ (81343 - >:~:1«/§)=~9-~“2/—§
oldugundan FAE fli¢geninin alan1 en fazla %-\5 cm? olabilir,

ORNEK : r yangaph bir cemberin icine cizilebilen bir ikizkenar iicgenin alam
en fazla ne olur? .

Coziim : [AHI=h, IBCl=a denirse

A
§ = Alan(ABC) = ah
! olacaktir. OHC dik iiggeninde
0
B 2= r)2+(ﬂ)2
olacagindan

, :
& orh-h' = a=2 2k

4

bulunur. Dolayisiyla
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1,5cm
rem|y |iem
';l,icm

y+3

170

S=~2rh-h> h
olacaktr.

. 2r-2h Z
§ e+ 2rh-h" =0 =
2+ 2P — b

(r=Wh+2rh-1=0 =

E(r-h+2r-h=0 =

h3r-20)=0= h=0 veya h:%
bulunur. Isaret tablosu

3,

h 0 ) 2r
]

[ S

S'-—? \\(]) —
S 0/’~’:J’4£r3\{3

bigiminde oiacaindan, iiggenin alamnm maksin'lunw}l_(en biiyiik) olmasi halinde
343

h= —g-r olmahdir. Bu durumda maksimum alan #? olur.

ORNEK : Bir kagidm 24 em? lik kasmnina yazi yazilacaktir, Alttan ve distten 1,5
cm, sag ve soldan 1 cm bosluk brrakilacagina gore, bu kagidin alani en az kag cm?
olmalidir?

Coziim : Yaz: yazilacak kismun eni x, boyu y olsun. Kafidin ebatlart x + 2 ve
y + 3 olur. Bu durumda kaZidin alam

S=(x+2) (y+3 -

olur. ¢x y= 24 olacagindan y= %:1- dir. Buna gore

s=+n(Eas)=a 230

\

olacaktrr. Ba fonksiyonun minimumu bulunacaktir.

s=3-28-0 5

X X

3

2

(- 16)=0 = x=4

olur, zira x> 0 dir.



A
0

; c
D

¥

{x,=x+4)

S’ -?'+

min
x = 4 de alan minirmum oldugundan, kagidin alam en az

S(4):3.4+% +30 = 54 cm?

olmalidsr.

‘ORNEK : Yarigap1 6 cm olan bir kiire igine yerlestirilen bir dik koninin hacmi

en fazla kag cm® olabilir?

Céziim : \AH| =k, IBH! = r olsun. ABD dik iicgeninde
\BHP = |AH] . |HD| =
P=h(12-k) =12kh-N?

olur. Buna gire koninin hacmi

Lo L ione e Lntiont i
V= 3nr h= 311:(12}1 R Yh= 315(12!1 B

olacaktir,
V' =3 n(24h- 37 =0 k=0, h,=8
bulunur. % > 0 olacagmdan /% =8 dir. Buna gére maksimum hacim .
_1 2_g3y_ 236
V= 3 1(12.8°-8%)= 3
cm? olur.
ORNEK : y=x+4, y=-x+4 dogrulann ve¢ Ox— ekseni tarafindan simrlanan
bolgede bulunan, iki kosesi verilen dogrular, iki kdgesi de Ox— ekseni iizerinde
olan dikdérigenin alam en fazla kag br? olabilir?
Coziim : A(x) = 2x(—x + 4) = 8x — 2x*
oldugundan
A=B-dx=0 = x=2
bulunur, A” =— 4 < oldufundan x = 2 de maksimum vardir. Maksimum alan

A=8.2-2.4=8 br?

olur.
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ORNEK : Cevresi' 36 cm olan dikdortgen geklindeki bir karton kenarlarindan
biri etrafinda dindiiriiléiyor. Meydana gelen dairesel silindirin hacmi en fazla kac
em? olabilir?
Coziim : Dikdortgenin bir kenarina x denirse digeri 18 —x olur.
V=nx? (18 - x) = m(18x* ~ x*)
olacagindan
V=n(36x-3x*)=0= 3x(12-x)=0
= x=0 veya x=12 olmaitdir. x>0 olacafindan x =12 dir.
V'=36-6x = V{12)=-36<0
oldugundan x = 12 igin maksimum vardy. Maksimum hacim
V=nx?(I18-x)=r.36.6=216x

em? olur.

ORNEK : Bir kenarmn uzunlugu 12 cm olan kare seklindeki bir kartonun ké-
selerinden birer egit alanl: kare kesilerek geriye kalan parcadan tistit agik bir ka-
re prizma yapiltyor. Bu prizmanin hacmi en fazla kag cm? olur?
Coziim : Prizmamn hacmi

Vi) = (12 - 202 x = 4. 36x — 1222 + x)
olacagindan

V(x) = 4 (36— 24x + 3x%)

= 12(x2-8x+12) = 12(x—2) (x - 6)

olur. Bunun degisim tablosu

2|0 2

6
v’ + ? - {1
v 0

seklinde olacagindan maksimum hacim

V(2)=82.2=128 cm?® olur.



ORNEK : Bir sanayici, aliminyumdan dik dairesel silindir seklinde iistii agik,
64 cm® hacminde kutular yapmaktadir. En az aliiminyum kullanmas: igin yapa-
cap silindirin taban yarigapt kag cm olmahdi?

© Coziim : Kullanilacak aliiminyumun alan

A=mr+ 2wk

cm? dir. Hacmi 64 cm® olacagindan

nrth=64 = h=2%
) -
olur, Buna gore alan
AP =mr+2mr 6—42::@'24--1-?

nr

olur. Bu fonksiyonu minimum yapan r degeri bulunacakiur.

A’(T‘)=2‘J‘B?‘—¥:O =y 21-:}-3: 128
¥
= ?“3=6—4 = ?‘:—4.—.—
. 3"_‘115

olmalider.

ORNEK : B koyii A koytiniin 40 km dogusunda, C kéyll de B nin 20 km

¢ kuzeyindedir. A ile B ve B ile C arasinda stabilize yol mevcuttur, A ile C arasi
asfaltlanacaktir. I ki stabilize yolun asfaltlanmas: 30 milyar TL ye, 1 km yeni
B yolun agihip asfaltlanmas1 60 milyar TL ye mal olmaktadir. A ile C arasindaki
& asfalt yol en az ka¢ milyara mal olur?
A 40 km B Coziim : AB yolu tizerinde bir P noktasina gittikten sonra P den C ye bir yeni

yol agildian: kabul edelim. |IAP| = x denirse, x =0 olmas1 halinde P ile A gakigir.
Bu durum A ile C arasina tiimiiyle yeni bir yol acilacagini ifade eder. x = 40 km
c ise bu P nin B ile ¢akigmas1 demekiir. Bu durum stabilize yollarin asfaltlanacag
" anlamma gelir, Buna gére yolun malolug fiyati, 0 < x <40 igin
B

M(x) = x .30 + /(40 - x)* + 400 .60

= 30 ((x+ 2+/(40— x?) + 400 )

milyar lira olur. Simdi bu fonksiyonun kritik noktalarmm bulahm.
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F

+y (lira)

il

M) 30(1+2 2(40 - x)(- 1) ]

2./(40 — x*) + 400

30(1—2 (40— x) ):0

J(40 - x)? + 400
= /(40 — x)* + 400 = 2(40 - x)

— (40 — )% + 400 = 4 (40 — x)?

= 3 (40 - x)* = 400
= /3 (40 -x)=20

= x:40——gq—

3
bulumir, Buna gore,

M(x) =30(x +2J(40 - x)T+ 400)

oldugu gdzoniine alinirsa

M(0) = 30 .2+1600+400 =30.2. 205
= 12005 =~ 2683,
20 20 20\°
M40 - =)= 30|40 - 22 + 2 [[-=2) +400
[s0-22)= sofu0- 2242 22" o0

1200 + 200+/3 = 1546,

M(40) = 30(40 + 2400 ) = 2400

bulunur. Su halde en az 1546 milyar = 1. 546.000.000.000 TL ye mal olur.
C{x)
RG)  ORNEK : x parca mal satildifinda, toplam malolus fiyat C(x), toplam gelir
R(x) ise, kir P(x) = R(x} — C(x) dir. Maksimum kirn marjinal gelir ile marjinal
mal olusun esit oldugu durumlarda dogacagin gosteriniz.

kar

Coziim : R(x) ve C(x) inx>0 igin tiirevli olduunu kabul edelim.

P{x) = R(x) ~ C(x) maksimumna sahipse P'(x)=0 dir. Dolaysiyla

174

x P’(x) =R{x)-C{x)=0 = Rx)=C(x)

(iiretim miktar)

olur.



1. - Asagidaki-fonksiyonlarin artan veya azalan oldugu
araliklan bulunoz. :

(@ f:R—R, ﬂ;}=x3—6x2+5

R R -
®) fiR—R, )=

{cy f:[0,20] =R, _.f(x):xcosx~sin.x

Q) fiR—R,  fw)=2x-
¥y
- /\1
. =f (x)

Yukardaf: R =R fonk51y0nunun tiirevinin grafi-
i verilmigtir.

(2) f fonksiyonunun artan ve azalé_m oldugu
* arabiklan bulunuz.

. (b) Hangi nokialarda yerel maksimum hangi-
lerinde yerel minimum vardi?

Agagﬂa_l_{i fonksiyonlarin yerel maksimum ve yerel
minimum noktalarini bulunuz.

(@ f:R—=R, fix)=x"-3
® f:R—=R, fi)=x*(G*-4)
© fiR=R. fy=1

@ fiR\{0} =R, f@=x+1

() f:R—=R, .-_f(x)=(x-1)2(x+2)

O SRR e

Asapadaki egitliklerle verilen fonksiyonlarin kargila-
rinda yazih arahklardaki mutlak maksimum ve mut-
lak minimur degerlerini bulunuz.

(@ fix)=x2-3x+2, I=[=3,10]

(b)) fix)=x®-3x+2, 7=[-2,10]

© fix)=x-3x+1, 1=1[0,1]
—_x o —

) f(x)—;f‘_:"l“, I1=[02]

@ fo=x+L, ' Iz[f%—d,zoo]

(® fl)=y3~4x, I=[-10]

©® f@=/xT+x+1, I=[-1,0]
{g) f(x)=,,f2—x—x2, I=[-21]

- (h) j‘i’.f) = 45im:.4— 260521:, 1= [07] )

M) fix)=x", I=[-18]

O fw=2 - I=[-15)

f e m PR -+ + (o)

fonksiyonu hangi noktada minimum degerini alir?

Asgagidaki fonksiyonlarm karstlarinda yazilt aralikta
bir mutlak ekstremuma sahip cldugunu gosterip bu
degeri bujunuz.

. @ fix)=cotx - /2 cscx I=(0,m)

(b) Ax)=tanx + 3 cotx, [=(0,%)

. fix) =x* + 2ax + 3 bigiminde tammlanan f: R — R

fonksiyonunun en kiiciik degeri -6 olduguna gbre, a
nedir?
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8.

10.

11.

T2,

13.

14,

15.

Hipoteniis uzunlugu 10+2 birim olan bir dik iicge-
nin alam en fazla kac birimkaredir?

Alan1 36 cm? olan bir dikdtiftgenin gevresi en az
ka¢ cm olur?

A(2,0) noktasimn y=+/x egrisine olan uzaklifini
hesaplaymiz.

TN

o

Yukarida R yangaplh bir yancemberin igine bir
dikdortgen cizilmigtir, Dikdértgenin alam en fazla
kac br? olabilir?

R yangapls bir cember icine cizilebilen bir ikizkenar
iicgenin alam en fazla ne olabilir?

R yarigaph bir ¢ember igine gizilebilen maksimum
alanl: bir ikizkenar iicgenin yiiksekligi ne olur?

\7

y=12-x2

o B

Iki kisgesi Ox— ekseni iki kogesi de y = 12 — x? para-
bolii iizerinde bulunan dikdbrtgenin alam en fazla
kac br? olabilir?

Sacdan hacmi 1 litre olan bir dik dairesel silindir
yaprak i¢in en az kag cm? saca ihtiyag vardir? Bu
silindirin boyutlar: nedir?
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is.

17.

18.

9.

20.

21,

22,

Bir iiggenin iki kenan a ve b, bu iki kenarn olugtur-
dugn acimin Slgiisti 8 oldufuna gore, bu iiggenin
alan1 © min hangi deferi icin maksimum olur? Mak-
simum alanl {iggenin alani ne olur? '

o

Yarigapt 1 cm olan yangember i¢ine ¢izilebilen
yamugun alam en fazla kag cm? olabilir?

Cevresi aym1 sayiya egit olan dikdértgenler icinde
alam en biiyiik olammn kare olacagim gisteriniz.

y=+/x egrisinin (c0) noktasmna en yakin noktas:

hangi noktadur? (¢ a% ve ¢ < é— icin irdeleyiniz.)

Hipoteniisti v3 birim olan bir
dikiiggen, dik kenparlarindan
biri etrafinda déndiiriiliiyor,
Meydana gelen dairesel koni-
nin hacmi en fazla kag br®
olur?

Icine 4 cm yancaph bir kiire yerlegtirilebilen bir dik
dairese] koninin hacmi en az kag¢ ¢m? olur?

R

Taban yaricapn R, yilkseklifi H olan bir koninin
i¢ine yerlegtirilebilen maksimum hacimli silindirin
hacmi ne olur?



4.6 TUREVLE ILGILI TEOREMLER

Kapah bir afah.kta siirekli, bu érahgm ic noktalannda tiirevli fonksiyonlarm
onemli bazi tzellikleri vardir. Bu kesimde bunlardan bazilarini ifade ve ispat
edecegiz.

TEOREM 4.5 (Rolle Teoremi) ;
Ffilab] araligmda siirekli ve Vx e {a,b) noktasinda tiirevli olsun.

Eger fia) = fib) ise (a,b) arahfanda f'(c)=0 olacak gekilde en az bir ¢ nok-
tasy vardir.

ispat : f nin [a,b] de aldif en bityiik deger M, en kiiciik deger m olsun. Eger
M = m ise fonksiyon sabit fonksiyon olur ki bu takdirde her x igin f'(x)=0
olacagindan teorem agikardr.

Simdi M # m, yani m <M olsun. fla} =ffb) olduundan fonksiyon hem A, hem

de m degerlerini aralifin ug noktalarinda alamaz. Kabul edelim ki f fonksiyonu
M degerini bir ¢ € (a,b) noktasinda alsin. Fermat teoreminden dolayr f'(c)=0

olur. Boylece teorem ispatlanmmsg olur,

Rolle teoreminin geometrik yorumu sudur :

| /’ X-—/ " SONUC 42

F [a b] a:ahgmda surekh ve 19 noktalarda tirevli ve fla) = fib) ise egrlnm
en az bir noktasmdaki teBeti 0x— eksenine paraleldir.

Ozel olarak, fla) = fib) =0 ahmrsa Rolle teoreminden su cebirsel sonug elde
edilir:

SONUC 43:

Kapal bir aralikia siirekli ve i¢ kismunda tiirevlenebilen bir fonksiyonun ik
sifir yeri (kokii) arasinda tiirevinin sifir oldugu en az bir yer vardir.

ORNEK : fix)=x*-5x2+4 olsun. f(x)=0 denkleminin kékleri i¢in birer
st bulunuz.
| Cogiim: fr) = - 52 4 4= (2 1) (2~ 4) = (x+2) (1) (x—1) (x—2)

oldugundan F'(x) =0 denkleminin ii¢ reel koldi vardir. Zira {-2) = f{-1) =0 ol- _
dugundan en az bir x; € (-2,~1) igin f{x}=0 dur. Benzer gekilde -1 <x, < 1. .
ve 1 <xy<2 bagntilarint saplayan iki k6k daha vardir. Gergekien o

flx)=dx’ - 10x=0 = 2x(2x2-5)=0 =

xl=—\g , Xp=0, ,J@:E olur.
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ORNEK : Rolle Teoreminden yararlanarak
52 —4x+1=0
denkleminin (0,1} arahgnda bir kéke sahip oldugunu gosteriniz.

Coziim : fix) = x5 - 2¢* + x denirse f'(x)=5x" - 4x+ 1 olur. Diger taraftan

Jfi0) =fA1) =0 oldufundan f'(x)= 0 olacak sekilde en az bir x € (0,1} vardr,
Dolayisiyla 5x* —4x + 1 =0 olacak sekilde en az bir x € (0,1) vardu.

g SO —f@)
="

- olacak sekilde en az bir x; noktasi vardir.

f

Ispat : k bir sabit olmak iizere,

G:[labl=oR, Gx)=Ffx)+lk.x

fonksiyonunu tegkil edelim. Bu fonksivon da [a,h] arahfinda siirekli ve her
x € (a,b} noktasinda tiirevlenebilirdir, Simdi k sabitini G{a) = G(b) olacak
sekilde secelim,

fla) + ka =fib) + kb
den

L SO - fa)
b-a

bulunur. Su haide

G(x) = fx) %ﬁ“}»x

fonksiyonu Rolle teoreminin biitiin sartlarmi saflar. Bu sebepten {a.b] kapal
aralifinin i¢ kasminda G'(x;)=0 olacak sekilde en az bir x; noktas1 vardir.

Buradan

, b) - ’ ~

olur. Bu f{x,} degerine fonksiyonun [a,5] ai-ahémdakj ortalama degeri denir.
a ile b arasindaki bir say1 0 < 0 < 1 olmak iizere
a+8(b-a)

seklinde yazilabildifinden, teoremin hipotezleri altinda 0 < @ <1 sartin safila-
yan en az bir @ vardir ki bz 8 sayis1 igin



F

(e, fia) |

a

*a

o
-y

. _ay 2 Al -fla)
Ffla+8{b-a))= o

" ohur.

Ortalama deger teoreminin geometrik anlams sudur:

f. [a,b] de siirekli ve i¢ kisminda direvli ise y = fix) egmisinin A{a, fla)) ve
B(b, f{b)) noktalanndan gegen dogruya paralel olan en az bir tefeti vardir.

ORNEK : f: [-1 2] >R, fix)= x2 + 2x fonksiyonunun orialama degerini he-

saplayinz, Teoremde adi gegen x; noktasim bulunuz,

R € 1t A Gt ) I _B-(=1) gy
Coziim : Filxg) = 5 (- D 2xp+ 2= 3 =3

= 2x+2=3 = x ;é}olur.
Su halde ortalama degeri 3, tecremde ad: gegen nokta -é— dir.

ORNEK : Herx < R igin,
ezl+x

oldugunu gosteriniz,

Coéziim : x>0 olsun. fix) = ¢* gekiinde fanunlanan f: K -» K fonksiyonuna

[0, x] araliginda ortalama defer teoremi uygulanirsa

ex_eD

x-0

=e" (0 < xp < x)
ve buradan da

X
£ 1=ex">v.r3°=1 = e yx+l
x

bulunur.

x =0 ise egitlik hali meveattur. x <0 ise f{x) = ¢* geklinde tamumlianan f
fonksiyonuna [x,0] aralgmda oﬂglama deger teoremi uygulanrsa

—ﬂ%);ﬂ")- =) (x <3< 0)
-x
~olacagimdan
1-¢° zeP<el=1
-x

olur, —x > 0 oldugundan

I-¢f<—x = ¢e>1+2x

bulunur.
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TECREM 4.7 (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi) :

S ve g fonksiyonlan [a,b] aralifinda siireklji ve bunun ig kusminda tiirevlene-
bilir olsunlar. Ayrica Vx € (a.b} igin g'(x)#0 olsun. Bu takdirde (a,b) ara-

ligmda
L fOy) _ fB)-fla)
gy glb)-gla)

olacak sekilde en az bir x; noktas: vardir.

Ispat : Ortalama Deger Teoreminden dolay1
g —gl@)=ga+6(b-a)b-a), (0<B<1)

dir ve gla+0{(b-a))= 0 olduundan g(b) — g(a) # 0 dir. Simdi k bir sabit
olmak iizere
T(x) = fix) + k g(x)
fonksiyonunu gézdniine alahim. T(a) = T(d) olacak sekilde k y1 tesbit edelim.
Ha) = T(b) & fla) + k gla) = fib) + k g(b) =

k=- ﬂb) _ﬂa)
g(b) - gla)
olur. Su halde
iy SO - fla)
Txy=fx) 2(b) - 2(a) glx)

yazilabilir. Bu fonksiyon [¢,b] arahifinda siirekli ve bu aralifin u¢ kisminda
tiirevlenebilir oldufundan Rolle teoreminin gartlarim saglar. Bu sebepten (a,b)
araliainda 7'(x0) = 0 olacak sekilde en az bir x; noktast vardir. Bu durumda

e y_ JB)-fa) .\
T80~ ) gta) £ 0=

olur. Buradan da

Fixy) __fB)-fla)
£g)  8(b)- ()

yazilabilir. O halde (0,1) aralifandaki en az bir 0 igin

fla+8(b-a)) - fb)y-Ra)
glarolb-a) gb)~-gla)

olur.



ORNEK tf:0L =R, fix)=r+x, g:[01] =R, gx)=x2 fonksiyon-
larma genellegtirilmig ortalama deger teoremini uygulayarak, adi gegen x; nok-
tasuu bulunuz. '

Coziim :

FG) _ AD-AO) _ 3%°+1_2-0
gxg)  8(1)-g(0) 2%, 1-0

= 3+ 1=4xy = 3xg-4xy+1=0
= x = 1 Ve X = 1
0 3 0
bulunur. x, € (0,1) olacagindan, tecremde adi gecen nokta x; =~:1§~ tiir,

3imdi Ortalama Deger Teoreminden elde edilen baza sonaglan verelim.

SONUC 44: f, [a,b] arahffinda siirekli bir fonksiyon olsun. V xe(a.b)
icin f'{x}=0 ise f sabit fonksiyondur. '

ispat : x e (a,b] olmak iizere f fonksiyonuna [a, x] aralifinda ortalama deger
teoremini uygulayalm. [a, x) aralifinda

LDSD _piey = fix)-fi0) = - ) £
olacak sekilde en az bir ¢ sayis1 vardir. f(c) = 0 oldugundan

| o) -fia) =0 = fix) = fia)

bulunur. Her x € (a.#] icin fix} = f{a} oldugundan Vx e [a,b] i¢in fix) =f{a) dir.
fla) =k denirse Vx e [a,b] icin flx) =% olur.

SONUC 4.5 : fveg, [a,b] arahinda siirekli ve bu aralifin i¢ noktalarinda
tiirevli olsun. Vx € (a,b) icin f(x)=g'(x} ise fix} ile g(x) bir sabit kadar
farklidar. Bagka bir deyigle ¥x € [a,b] icin fix) = g(x) + k olacak gekilde bir
k sabiti vardur. ' I

Ispat : h(x) = fix) — g(x) denirse Vx e (ab) igin H'(x)=f(x) - g(x)=0 du. Bir
onceki sonugtan A bir sabit fonksiyondur. h(x) = & denirse fix) — g(x) = k,
buradan da

flx) =gy + &

bulunur.
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ORNEK : f'(x)=3x ve f{1)=3 oldupuna gore, f{x) nedir?

Ciiziim : g(x) = ¥? tiirevi 332 olan bir fonksiyon oldugundan éyle bir k sabiti
vardir ki '

fix) =g +k=x*+k
olur. f{1) =3 oldugu goziniine alimrsa
f=1+k=3 = k=2
bulunur. Su halde istenen fonksiyvon
fix)=x3+2

dir.

47 KONVEKS FONKSIYONLAR === :

Bu kesimde énemli bir fonksiyon sinifini tamitacagiz.

Konvéﬁs kiime

K < R olsun. Eger X kitmesinin herhangi iki noktasm: birlegtiren dogru
parcasi K kiimesinin i¢inde kaliyorsa K ya bir konveks kiime ad1 verilir.

Bu tamma gore icgenlerin, karelerin, cemberlerin ic bdlgeleri ile araliklar birer
konveks bdlgedir. Simdi konveks kiimelerden yararlanarak bir fonksiyonun kon-
veksligini tammlayalim.

[Conveks olmayan kitme

TANIM :
f fd_nksiyénu [_a,b] de siirekli bir fonksiyon olsun. Efer
- K={(xp :ie [a,b] ve y=fix)}
k.i.il.ﬁés.i, yam fonksiybhﬁq graﬁgmm Gist tarafinda bulunan bislge konveks ise
f fonksiyonn konvelstir veya ynkar: biikiimliidéir denir.

ORNEK : fix) =x? fonksiyonu konveks midir? .

Coziim : K= { (x,y): x€ R, y=x*} kitmesi bir konveks kiimedir, zira bu kiime
icinde alinan herhangi iki noktayr birlegtiren dofrunun tiim noktalar yine bu
bolgededir.
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Konveks

Konkav

AN

“Eiger bir fonksiyonun grafiginin alt tarafinda kalan bolge konveks ise egri
‘ konkav veya agagr biikiimliidiir denir. '

Bir fonksiyon tanim kiimesinin bir kasminda konveks bir krsrmnda konkav ola-

. bilir. Omegin

flxy =2
fonksiyonu §0,%) da konveks, (~o2,0] da konkavdir.

Yandaki gekli inceleyiniz,

f fonksiyonu [a,b] de siirekli ve i¢ noktalarmda térevii olsun. Yandaki sekilden
de goriildiigii gibi x; apsisli noktadaki teBetin egimi, x, apsisli teetin eBimin-

_den kiigiiktiir. Tegetin egimi degme noktasindaki tiirev oldugundan f'(x,}< f'(x,)

dir. $u halde
her x; < x, igin f'0x )< f{x;) dir.

Buda f* niin [2,5) de artan oldugunu gisterir. Arian fonksiyonun tiirevi pozitif

¥ olacagiindan

(FY)Z0 = £1()=0dm.

Benzer gekilde, f konkav oldugunda f'(x) < 0 olacag gosterilebilir. O halde su
teorem ispatlanmus oldu

TEOREM48: R
F:[ab] = R fonksiyonunun (a.b) -iizerinde ikinci tiirevi var olson.

Efier Vx efa,b) igin f"(x)> 0 ise f fonksiyonu [a,b] de konveks, f"(x)< 0
ise _.l_conkavdlr.

ORNEK : y=3x%—10x* egrisinin konveks ve konkav oldugu araliklart bulunuz.
Coziim : y'=15x*-30x% = y'= 60x° - 60x olur.

¥'= 60x° - 60x = 60x(x — 1)(x + 1) ifadesinin igaretini inceleyelim.

| -l 0 1
| | |
i I B I

¥  'konkav konveks konkav  konveks

Su halde (-1,0) ve (1,4} da konveks, (~,-1) ve (0,1} de konkavdar,
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TANIM

-Birf fonkmyonunun konvekslikten konkavhga veya konkavhktan konveksh- :
. fe gegtigl ve. fonk51yonun si.ireldl oldugu noktaya donum (bukum) noktas: .
~advverilir.

Yukandaki incelemeler gtizoniine ahindigmda bikiim noktas: i¢in su nermeler
ifade edilebilir.

1)  a noktas: fi¢in bir dénim noktasi ise ya f"(a)=0 ya da f"(a) mevent
degildir,

2)  F* fonksiyonu a noktasinda isaret degistiriyorsa ¢ noktas: f nin bir dontim
noktasidir.

ORNEK : f{x) = x° — 3x2 — 4x + 12 fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu
arahklar belirleyiniz. Varsa doniim noktasim bulunz.

Coziim :

Flx)=3x2-6x—4, f*x)=6x—6 olur.

x| -2 1 +c0
[
' -+
fix}! konkav 6 konveks

Fonksiyon (-=,1) de konkav, (1.4+w) da konveksdir. Efirinin déniim noktasi
(1.6) noktasidr. Egrinin grafigi asagida ¢izilmigtir.

6 {1.6)




Agagidaki fonksiyonlanin karsilannda yazil aralik-
larda Rolle teoreminin hipotezlerini sagtadifim gbs-
teriniz. Teoremde ady gecen ¢ noktasini bulunuz.

(@ fix)=x>-2 [0,21

® fix)= Ox?% — x4 [-3,3]

© fix)=x-x [0.1]

(©) fix)=52B-x  [05]
2

(d) f(x)=~i~i~i% [-1,1]

m, ne Z* olmak tizere, ffx) = x™ (1 — x)" fonksi-
yonunun {0,1] aralifainda Rolle Teoreminin hipote-
zini saglacdifini gosteriniz. Teoremde adi gecen c
noktasmen {0,111 aralifim % oramnda boldiigiinii
giisteriniz.

fix) =1-x% fonksiyonu [-1,11 iizerinde siirekli ve
A-D=f)=0 dr. (~1,1) de F(c)=0 olacak
sekilde bir ¢ var mudur? Bu sonug Rolle Teoremiyle
celigir mi?

x 0==x<l ise

Flx)= { fonksiyonu igin

0, x=1 ise

SO =/1y=0 dir. ¥xe (0,1) icin F(x)=1=0 dir.
Bu sonug Rolle Teoremiyle celigir mi?

Rolle teoreminden yararlanarak
P+xl+x+1=0
denkleminin bir tek reel kéke sahip oldugunu gés-

teriniz.

x4+ x4+ 2%+ x+ 1 =0 denkleminin bir tek reel
kike sahip oldufunu gosteriniz.

x4 x-1=0 denkleminin sadece iki reel kike
sahip oldugunu gisteriniz.

8.

Asagidaki denklemierin, karsilannda yazih aralik-
larda bir tek koke sahip oldugunn gdsteriniz.

(a) ¥+2%x-1=0, [0.1]
(b) x'°=1000, [1.2]
(©) x*~3x=20, [2,3]
(@ =-Z%=0, [1.3]
(d) 2x-cosx=0, =7

14.

Asagidaki fonksiyonlann kargilaninda yazh arahik-
larda ortalama deger teoreminin gartlarim sagladig-
ni ghsterip, tecremde ad1 gegen x; noktalann: bulu-
nuz,

(a) fix)=x,
(b) fix)=32 +6x—5, [-2,1]

[_lsl]

© fe)=/x, [9,25]
Q) Ax)=x23, [1,8]
(d) f=J/x-1, 12,5
(& flxy=/x(1-x), [0,1]
@ f@W=x+=,  [12]
. /4
® f=sinx,  [0.Z]
3, x=0 ise
flx) = -—x2+3x+c, O<x<l ise
mx -+ n, 1=x=<2 ise

fonksiyonunun [0,2} arahiinda Ortalama Deger
Teoreminin hipotezlerini gerceklemesi igin ©, m, n
ne cimahdir? ¢, m, # nin bu deBerleri igin teoremde
adi gecen x; noktasini bulunuz. o
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11. fix) = x** fonksiyonunun [-1, 27] araliginda Orta-

12.

lama Deper Teoreminin kogullarimn saglamadifim
fakat [-1, 27] aralifinda

fen-f=1

fr(x0)= 27__(____ 1)

olacak §ek11de bir x; nokiasimun varoldufiunu gos-
teriniz. '

[a,b] aralifinda f* bir sabit fonksivon olsun. f nin
[a,b] tizerinde f{x)= mx + n biciminde bir fonksi-
yon olacagin: gdsteriniz.

13. fix} = Ax?* + Bx + C fonksiyonunun [a,b] aralifin-

da ortalama degerini x0= £ er b

noktasinda aldigi-
m gisteriniz.

14, fi0)=3 ve Vxe& R i¢in f'(x)=0 olsun. Her xe R

15.

16.

icin fix) =3 olacafiu gisteriniz.
Rolle Teoreminden yararlanarak cotr = x denkle-
minin (0, 22'1) de bir kike sahip olduunu gosteriniz.

IYG: [0,—725] aralifinda f{x) = xcosx fonksiyonuna

Rolle Teoremini uygulayimz.)

Asafidaki esitlilderin dogrilugunu gésteriniz.
@ Vx>0 igin x+1>2
M 0 <x{-72£ icin tanx > x

(© x>-1 ve O<a<] igin (1+x0%<1+ax

(¢} x>0 igin 1_:‘ 5 < arctanx < x

@ x>0 icin lfx <n(x<cx
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17.

18.

19.

29,

21.

22,

Agagidaki egitlillerle tanrmlanan egrilerin konveks
ve konkav oldufu araliklarm belirtiniz. Varsa dontim
noktalartm buhumuz,

@) y=22+1 ®) y=x-324+4

3 2. .
- =X _xT 1
{€) y=x*-x (@) y==5 s 2x.+3

© y=%-2"+4 () y=2=5r-240" -

" _
(8) y=x+3 () y= 1+

0 y=e™ @ y=x/x-1
() y=sin2x

Agagidaki fonksiyonlarin kargilarinda yazilh aralik-
larda Genellestirilmnig Ortalama Deger. Teoreminin
hipotezlerini sagladigim gosterip teoremde adl ge-
gen x, noktalanm bulunuz,

1]
11.2]

@ fly=x,
® s@=1L

8(x)=x + 4x,

=L
S(x) xg +

y=x3+bx?+ cx+d egrisinin x = 1 de bir doniim
noktasma sahip olmast igin & ne olmalidir? Burada
b, ¢, d birer sabit sayidi1.

y=ax?+ bx+c(a#0) efrisinin bir ddntim nok-
tasina sahip omadigum gosteriniz.

y=ax® + bxt + cx+ d (a#0) egrisinin daima bir
tek doniim noktasina sahip oldugunu gdsteriniz.

e N* olmak {izere, y = x" efrisinin en fazla bir
ddniim noktasina sahip olabilecegini gdsteriniz,

23. f ¢ift ve f nin grafigi (0,) tizerinde konveks ise

(- () iizerinde de konveks midir?

. y=Ix egrisini giziniz. Bu efri konveks midir?



4.8

BELIRSIZ SEKILLER -

Bir f fonksiyonunun x = @ noktasmdaki limiti aragtirilirken, belirsiz gekiller
denilen

%’%’m_m’ 0'00501.’9@0,1”

ifadelerinden biriyle kar§1la§ab111r1z Bu tip limitler tiirev yardimyla kolayca
hesaplanabilirier.

% Belirsizlik Hali

Bu belirsizlik hali asagidaki teorem yardimiyla kolayca hesaplanabilir,

TEOREM 4.9 (L.’ Hospital Kurah) :

"fve g, a dasiirekli, @ ma bir deﬁnmi§ komgulugonda tiirevli iki fonksiyon
ve bu komguluktaki her x icin g'(x) = 0 olsun. Eger

.PEIL fxy= li.rn glx)=0 ise

im L9 _ g L&
x—-a g(x) x—-a g(x)

dir.

Ispat : fve g fonksiyonlart @ noktasinda siirekli olduklarmdan
flay=1lim fx)=0 ve gla)= P_J_TL gx)=0

dir. Buna gére

fx) _ o -fa)
glxy  glx)-gla)

yazitabilir. x > a olsun. Genellegtirilmig Ortalama DeEer Teoreminden
) -Ra) _ Fx)
gxy-glay  g'lxy)

olacak sekilde bir x; € (a,x) vardir. Buna gore

im SO i S =A@ e FO)
A 20 A ) gla) A )

olur. x—a igin xy = @ olacagindan yukandaki ifade

B C B )
t—-a g(x) x—a g(x)

biciminde yazilabilir. x < ¢ igin ispat benzer sekilde yapilir.
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Eger lim f ,Eﬁ :% seklinde ise, yani belirsizlik devam ediyorsa L” Hospital
xX—a g

Kural bir kez daha uygulamr. % belirsizlik halinden kurtuluncaya kadar kural
tekrarlanabilir.

ORNEK : lim — 2

———— limitini hesaplaytmiz.
=1 2x% - 3x4 1 P

Coziim : lL_l_n] lix= chlin1 2x*—3x+1=0 oldugundan % belirsizligi vardur.
. 1.

tim — 1% x
Fol2x"-3x+1

=1 =2=1
Az -3 1

olur.

ORNEK : lim ZZ 2% limitini hesaplaymiz.
- X

Céziim : Emb x-sinx= }]._[[% x3=0 oldugundan —g- belirsizligi vardir.

6x x~0 6 6

. Y . - COSX
lim smxzhml 08

. nx 4. cosx 1
3 > S = lim 2932 _
x—~0D ¥ x—-0 Ix -0

bulunur.

Teoremin ispatmdan da anlagilacagy gibi, L” Hospital kural: sag ve sol tarafly lim-
itler igin de gecerhdir.

. In(sinx}

ORNEK : lim limitini hesaplaymz.
x—0* In(tanx) Py
Coziim :
cosX
In(sinx) - lim SiNX _ _ [jm c?sx tanx
x—0* In(tanx) x—0" 1+tan2x x=0 SInX ].;.tanzx
tanx
- ta_mx_ lim COSX _ _ \im tgnx 1
x=0" SINX r-0" | 4tan?x x-0* sinx
_ I+tan2x:1+0=1'
x=0" cosx - 1
olur.



L’ Hospital kurah ¢egitli sekillerde genigletilébi]j:. x sinirsiz olarak bilytitiildi-

flx 0 i P
2(x) orammn belirsizlik seklini aldigim

giinde, yani +o a yaklagtinldifinda

~ kabul edelim. 72 0 olmak iizere x =% yazilirsa x — 409 igin ¢ — 0" olacaktr.

Bu durumda herhangi bir 7 fonksiyonu icin lim F(x) =L ise lim F (%) =1
X~ f—

olacaktir. Buna gore su sonucu ifade edebiliriz

SONU(; 44: fve g fonkmyonlan b].l' M reel saylsmdan buyuk her x nok-
tasmda tiirevlenebilir olsunlar. Ayrica .

lzm f(x)— lim g(x) 0

ve her x>M 1(;,111 g'(x);tO olsun Bu takdirde

im S L&
__ feieh g(x) i~ g(x)
ispat: f (%)zF(t) ve g(%)= G(t) olsun. ¢ — 0* igin % ifadesi% for-

mundadir. Buna gére

i L~ F@) _ .., FQ@
x—‘” glx) rjfng+ G ',l.l.[f;l+ G’

A

1
e e

) x—o g'(x)
x — -0 igin % belirsizligi elde edildifinde ayn: yﬁntenﬁn uygulanabilecegi

ohir.

agakiir.
. cos L
ORNEK : lim _x__ limitini hesaplayimz.
1+x?
1{ 1
) gin-L cos-x—(——z)
Coziim : lim X = im ——t
Ko X e faxt-2x
1+x? (1+x°Y
2
= lun cosi lim (1+)

X xme P (1-x)

. 1 ..  x
lim cos—. lim _M_
X—ca X X=—m x4_x2

=11=1

bujunur.
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2 Belirsizlik Hali
[a =]

Bu belirsizlik halinde de L' Hospital kural gecerlidir. Zira % = %

minde yazilabilir. Bu durumda % belirsizligi 0 belirsizlige d6niigiir.

0

ORNEK : |y Jnisinx

L Ctanz) limitini hesaplayiniz.

Cézism : Belirsizlik %Ibigimjndcdir. Buna gére

COSX
In{sinx) - lim SinX __ _ |im cgsx tanx
x~0 In(tanx)  «-0* 14tan?x x—0" SIOX (1 4tan?x)
tanx
1

i
E.
n

olur.

0. Belirsizlik Hali

1

. = bigi-

i

.= —‘1& esitligi yardimyla 0. o belirsizligi 2 veya = haline getirilebilir.
o

0

v

ORNEK : Lim (1-cosx)cotx limitini hesaplaymniz.

Cézilm : cotr = cosx : sinx yazlarak

lim (1 - cosx)cotx = lim (1~ casx) 22X
x—0 x=0 sSinx
. - CO5X . . -
= lim I_;-.llm cosx = lim I—.CBS—x‘l
x—0 smx x-0 =0 sginx

. sinx
= |im —==0
-0 cOosx

bulunur.

o - Belirsizlilk Hali

1.1
v

Bu: belirsizlik hali, u - v

i

egitligi yardimiyla %

v
dontigtiiriilebilir.

belirsizlik haline



ORNEK : }1_{1}) (cotx - 31:—) limitini hesaplayiniz.

Coziim : .
. 1 . cosx 1 . X.COSX-Sinx 0
- lim (cotx—— = lim *.2-~—— = lim ~————— —
¥=0 X ¥x~0\sginx . x/ x-0 Xx.8inx 0
= lim COSX - XSinX—CosX _ _ . xsinx
x=0 sinx +xcosx ¥—0 sinx+xcosx
inx +x
= —Im sin COSx_ L
x=0 cosx+cosx—-xsiny 2

bulunur.
0° , »° , 1*° Belirsizlik Halleri -

x sonlu bir degere veya oo degerlerine yaklaghgmda y=[u(x)] "™ picimin-
deki fonksiyonlar bu belirsizlik hallerinden birini verebilir. Bu durumda her iki
tarafin logaritmas: ahinarak

Iny = v() Ini(x)

esitligi elde edilir. Sagdaki ifadenin limiti, 0. % belirsizlifine sahip olur. Bu limit
bilinen yolla hesaplanir.

limIny=A ise limy=e*
X—-3a x—a

ofur.

ORNEK : lim {1-¢%"" limitini hesaplaymiz.

x—0

Coziim : 0° belirsizligi vardir. Logaritmasimn lmitini hesaplayahm.

sinx

lim Im{i-¢9 = [im sinx In(1-¢€%) (0.%9)
x—0 : x—0
. &
X
e lim BU-€) |y 1oe
x—0" 1 x 0 —COSX
' sinx : sin®x
Cx .3 .
_ € jim 307X 1 im 2ginxcosx -0
10 COSX x=0 1-g° =0 -e*
oldugundan
fim (-9 =e?=1
EE e
olur.
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1
ORNEK : ii:g+ (cotx} ™ limitini hesaplaymniz.

Coziim : Bu limit »® formundadir. y = (cot)™* denirse

_ 1 . Y 1
Iny = -—lnx.lncotx = }L_{l}]lny-}%——fnx Incotx
-1
sin2x _ 1  sinx
= lim ].H(Cotx) lim cotx =~ lim Si_nzx COsX
x=0 Inx Iy l =0 1
x X
= -l - Lo q1-y
-0 ginx cosx
olur. O halde
]im(cotx)lflnx:e-i
x=0
dir.

1
ORNEK : J% (1+3x)* limitini hesaplayiniz.

1

Coziim : y=(1+3x)? denirse my:ln_(l_;ﬂ olur.
llmlny thn(1+3x) lim 3 -3
X x—-01+43x

oldugundan
1
lim (1 +3x)* =¢°
x—0

S:AcR— R fonksiyonux € A da tiirevlenebilir olsun. aahno £=0 olmak tizere

& ferm)-f) _,

XY+
o ~ (x)

yazilabilir. Su halde
Ay =f(x)ax + e.Ax

yazilabilir. Buradaki f'(x) Ax terimine f fonksiyonunun sabit x noktasma ve
defligkenin Ax artimima gore dlfercnsweh denir. Bu diferensiyel dy veya dfix)
seklinde gésterilir.

fi A — R fonksiyonu y =jf{x) = x seklinde alwsak 4y = 1 . Ax olur. Diger

tarafian dy = dx olacagindan Ax=dx dir. O halde ifadede Ax yeter derece kiiciik
ise



Ay = f{x)dx
olur. Yani dy=Ay dir. O halde y=fx) in diferensiyeli
 dy=fwdc
olur.

Diferensiyel tirev ile dx in garpmn oldugundan tiirev alma kaideleri burada
aynen nygulamr. Ornegin

y=x" = dy=m™"dx
y=cosx:dy=—shu&x
y=flgl) = dy=[f(g(x)} g'x)dx
olur,
[ fonksiyonuoun ikinct diferensiyeli de goyle hesaplamir :
dy = didy)=d (f(x)dx) = (f"()dx® + 0 (x)dx
- = F)dr?

I

Benzer olarak k. diferensiyel
dy = [ (x) dx*
olur.

Simdi diferensiyel yardumyla baz1 sayilarn yaklagik de;"gerlerihin nasil bulun-
abilecefini gérelim. Ax ¢ok kiiciik ise

Ay = flx+ Ax) - fix) = Ax. f'(x)
oldugunu bﬂiyoru;. Buradan 'P(;! flv‘) _ ';L {9,\% a4 Ay, %: ’i,ﬁ
fix+ M) =f(0) + Ax . F1(x) o ' ’

yazlabilir. \@;\, (i = nr "}l{

ORNEK : /5 saymsmm yakla.;uk degerini bulunnz.

——r

Coziim : fix)= /; seklinde tanumnlanan f fonksiyonu igin

] — LTy
Nx+ax s«/?+Ax.2E - Viwg o Vi A

yazdabilir, x=4, Ax=1 almnirsa

_ - S
N5 =T =2+_1.22_2+4_4_2,25

bulunur. Daha yaklagik bir defer bulmak istenirse Ax daha kiicitk secilmelidir,
Omegin x = 4,484 ve Ax=0,16 segilirse

~ 1 . -
V5 =2,2+0,16. 2020 =2,2+0,0363636=2,2363636

bulunur.
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(c)

(d)

®

(h).

(i)

69

7 3
. x'+5x° -6
lim —
L
‘arctanx
x-0 ginx
. Inx
lim ——————
=1 2 2x-3
xsinx

x—0 1 -cosx

. x(l-cosx
Jj, X~ cosx)
x—0 X—S8llX

Ir_ arctanx
iim
X =00 ]_

X

15 15
. xXT-d
lim —
X—a X—da

1-cos+/x
inx

(m} lim —————

(o)

{p}

®

(W,

@) lim

(2)

194

x=0 sin

tim 4. 3-1
-1 x-1

lim tanhx — sinhx
x—0 x2

lim wffcosxz—l_
x—% 1-tan“x

. 3tandx-I2tanx

x—~0 3gindx - 12sinx
_#—Z'arctanx
SRR Y P
X

1-cos2x
®) :%L—r-% sin3x

. x-tanx
{jm S tanX
© jm x-sinx

. 1-cos2x
@ lim ——=
x—0 x2
. 2x+4 -2
(& lim Y2
2x+-T
o xl_,i COsXx
et i
G lim
1
@ lim £-—1
X— ‘L
x
. 5 -3%
(n) ,\]c-l-l-nﬂ =

o 1o Inx-x+1 -
& lim —————
©) =1 3 _3x4+2

a‘-1
= Yy

(§) hm In{ cos dx)

=0 In(cosbx)

3
Vi

1 = ¥
© My
 aF
Y et

2. Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

. In(sinmx} li e*+Inx
@ 1%, T (sinnx) ®
. - X 2 _
(© lim m(x+e) @ lim 3x9+7x 1
ke X . amos el 5 g
. 1lx : . tanx
€) xll.n;* A ® xl_'mi secx+1
7
] x . In(1+x)
(g) }E{}o Thx () lim B
. Inx
O Y

Asagidaki limitleri hesaplaymiz,
1

- {a) lim —-e*

x3

. .3
)] }_.lmmxsm?

{c} Iim Inxla{x—1)
¥
(9)“ Jm;}: {r - 4x") tanx

@ lhnox”“s'm-l—

~Nx
1 X _ ;/i)
{e) }l._[.l}] s (5 arctan 3 4 arctan 7\

Agafidaki Hmitleri hesaplayimiz.

{11
@ Jim ()
ol 1
® ;g%(x ex—i)
© .xlll{rgc(xmxlxzux+l)

S AN B
© I )

- Y

)
x=0 sin?x P



' : x .1

@ tim{%r )

. J}ﬁo(‘g-m)
(® lim (

| (h) ]jm(‘fx2+x—1xx2—x)
Asafdaki limitleri hesaplaymz.

(a) lim(1+ O(x)lg (b) 1im (1 —~2%)sin®
x—0 O

. 1
(c) Iim x¥™ (dy bim (Inx)>
x—0" x=0F
(e) lim x* S (®  lim (sinx)™*
.'x—»_D”": o . ).‘——E'

(h) lim (x + smx)"
x - 0"

1
(g) lim{lnx)x
X —+C0

1

® lim (i—amanx) Iox oy lzm(sinx)ta"x
A2 1

o) zun(tanx)fa“” (k) Lu'n(ex+1)

. 3_._.,_4_... H . I'—-D:

.- Asagidaki limitleri hesaplaymrz.

1
(14x}x~-¢

(@ lim =

xX—

1
)-I —COSX

o Jn 5

~I~

© ;{E% (arcsmx)

a, >0 olmak tizere

1
X x x]x
a, +ad, + ... +
lim { 1 Zn “} =n/a1.az...an

x -0

_oldufunu gosteriniz.

10.

11.

“ 12, fx)= Sm(4x )

13.

o In(l+ 0 -In{1 -
flx)= N

a,b>0 icin
]
lim(a*+b*~1)x=ab
x—0

oldugunu gisteriniz.

5 , x#0
a, x=0

- bigiminde tanamlanan f: (-1,1) = R fonksiyonunan

sitrekli olmast icin ¢ ne olmalidir?

Asagidaki limitlerin hesaplanmasinda L’ Hospital
Kuralingm yararh olmadifim gésteriniz. Bu limitleri
bagka yollardan hesaplayiniz.

@ hm 221 () lim 520X
x-Syt ] ‘ o B

70 x+2, x#0 ise

x =

o 0, x=0 ise

C [x+1, x#0 ise
glx)= : ) -olsun

0, x=0 ise

i % =1 fakat 11m A E}; = 2 oldugunu gis-

:termlz Bu sonug L’ Hospltal Kurah ile geligir mi?

2
(tanx)”_ x20 ise

m, x=0 ise
fonksiyonunun [0%] arabfinda Ortalama Deger

Teoreminin hipotezlerini saglamas: igin m ne
olmalidir?

Asagidalki saytlarm yaklasik deferlerini bulunuz.

@ /7 b) 3/28 ¢) 4/17
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y
¢=fx)

- x2
"ORNEK : y= p

=my+n

+1 efrisinin yatay asimtotunu bulunuz.

Coziim :

fim ) plot=0—veya—-lim—{t) ——p(x)| Qe e e

olacak gekilde bir p(x) polinomu varsa y = p(x} efrisine y = f{x) egrisinin bir
egri asimtotudur denir. Eger p(x) polinomu ax + b bigiminde ise bu asimtota
egik asimtot ad1 verilir.

a
ORNEK : y== +f egrisinin efiri asimtotunu bulunuz,

Coziim :

3
EHE P rxe24 2
x- x-1

oldugundan p(x) = x*> +x + 2 dir. y=x>+ x+ 2 efri asimtottur, Ciinki

3
lim B _ = lim |2 }
—ou| X — X=—oo| X —

=0

(x*+x+2)

dir.

Bu érnekten de anlagilacagy gibi, bir rasyonel fonksiyonun egri veya egik asim-
tomnu bulmak igin, pay paydaya boliiniir. Boliim kistm istenen p(x) polino-
mudur.

Egri asimtotlar iginde en ¢ok kullamlanlar
gXy=mx+n

tipindeki egik asimtotlandir. Simdi asimtotun bu tipte olmasi halinde m ve n kat-
sayilarinin nasil hesaplanabilecegini gorelim. Once g(x) = mx + n dogrusunun
egriye x >0 bilgesinde asimtot oldugunu kabul edelim. Bu durumda

hm[j(x) g(x}]— hm [f(x) mx - n)= Oalm{ﬂx) m]x—n:O

olmalidir. Bu limitin mevcut olmasi igin

o[£

olmas: gerekir. Aksi takdirde limit meveat olmaz. Ciinkii ikinci ¢arpanin limiti
+o0 dur, Su halde

i S
X

X—o

‘E—*lx!

olmalidir. m icin bulunan bu defer

cokluk-
rtlemek
ekes, vb)

"L |asimeot

erinden

F diigey
ger

=4

AVIanir.

pvramr.

ksiyon-

0 denk-
kakleri

bu kék-

i Himite

tiralim.
nadigini




n= fim [ f0x) ~ mx]

esitlifinde yerine konularak » bulunur, Buna gore

n=lim | fx) - x Lim J@]
) . X—~o X=X
o_I_acaknr.
x <0 bolgesindeki asimtot igin, benzer olarak,
m="lim =[—ﬂ"‘)]-
X—~-—ooi X : .
n :.xlij_n Ax)-x lnp ﬂx)]
bulunur.

ORNEK : y=+x’—x egrisinin egik asimtotunu bulunuz,

2 1
_ 2 . x (1__)
my = lim 2= Jim XX leim X

X—oe X X— oo X = X

| |xJJt-l ,/1~l
x

I—m

my = _xl;l..rn'(y—”mx)_:xlim”(wfxz—x -x)

Coziim :

=Jim J1-L =1
X

X —~ 0o

2 2
- X -X—-X . -
= lim = Jim X =-

1
xmoo ST o x-mx( !l—l +1) 2
: X

oldugundan, egik asimtotlanindan biri

_. 1
dir.
Benzer sekilde m, ve n, hesaplanaral, ikinci efiik asimtotun
_ 1
y=-x+-

olacag: gosterilebilir.
NOT: a>0 igin y=vax’+ bx+c efrisinin egik asimtotu
il |
= ﬂ'; 24 {

dir. x = @ igin y=wf§(x+?§;—], X —>—o0 icin y:~«/ff(x+

tantlir. 2 < 0 igin egrinin asimtotu yoktur.

L) ; i
P dogrulan kul
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y=vdx24 8x 4l
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ORNEK : y=+4x?+8x+1 ejrisinin egik asimtotunn bulunuz.

Coziim :

- b
y_—JEIx+ 2a|_1ﬂT

x+—g—i=2lx+ 1

egik asimtottur. Bu asimtot ve egri yanda gosterilmigtir.

Daha Once de belirttifimiz gibi, bir egrinin cizilebilmesi igin o egrinin cegithi
dzellilderinin bilinmesi gerekir. 3imdi bunlarn belli bagh olanlarim vermeye ca-
ligalim. Bir egriyi cizmel igin su yolu takip etmnek yararlidir,

D
2)
3)

4)

5)

6)

7)

Tanrm kiimesi bulunur.
Asimtotlar bulunur.

Egrinin koordinat eksenlerin: kestigi noktalar bulunur. Bunun icin y = f{x)
esitliginde x =0 yazihp y bulunur. y nin bu degeri egrinin Oy— eksenini kes-
tigi -noktamn ordinabdur. y = 0 konularak f{x) = 0 denklemi ¢oziiliir. Bu
denklemin kdkleri, egrinin Ox— eksenini kestifi noktalarin apsisleridir.

Tiirevi alimp igareti incelenir. Bdylece fonksiyonun artan ve azalan oldugu
araliklar bulunur. Maksimum ve minimum noktalan tespit edilir.

Ikinci tiirev bulunur. Igareti incelenir. Boylece fonksiyonun konveks ve
konkav oldugu arahklar tespit edilir. Fonksiyonlarm bityitk goguniugunda
bu durum, ¢izim esnasmda kendilifinden olugtngundan ¢ofu zaman bu
maddenin incelenmesine gerek kalmaz. Bu nedenle ¢izimlerin birgogunda
bu maddeyi atlayacafiz.

Degigim tablosu yapilir, Degigim tablosu yukaridaki bilgilerin yeraldig bir

__Ebloclu@ﬂg__tgbl@ﬁ’égre cizim yapilir.

—

Tabloya gore ¢izim yapulir,

Simdi birka¢ efrinin grafiklerini cizelim,

ORNEK : y:=x* - 8x? erisini ¢iziniz.

Coziim :
1 T =R = (-0, +2)
2) Asimtot yok.
3) x=0 igin y=0 dir. y=0 igin
P-8x2=0 = 2 -8)=0 = x;=x,=0, x3=-2~2 , x,=2+2
olur.
4)  y=4x - 16x=4x(x* - 4)

y’=0;>x120, JC2="2, x3:2

bulunur. x; =0 i¢in y, =0, 2, =-2 igin y,=-16, x3=2 igin y= 16 olur.



5) Degigim tablosu

x| —o 2¥2 =2 0 2 2V2 o0
p T T ]

Y - i A T +

Y | 4o 0 -16 0 -16 0 +o

6) Grafik yanda ¢izilmigtir.

2 ey I T
ORNEK : y =it efrisini ¢iziniz.

x*+2x 41
Coziim :
1 Tanum kdimesi R \ {—1} dir, zima x2 4+ 2x+ 1 =0 denklenﬁnin kékleri |
X =xy=-1 dir,
2) x=-1 diigey asimtot, y = 1 yatay asimtottur. Zira

-4 . x2 4

im =— =
=1 (x4 1) A-te (ri 1)

£} x=0 iginy=—-4, y=0 igin -
R-4z=0=2Ex+2)x-2)=0 =x=-2, x=2 di

Buha gore efri Oy- eksenini (0,—4): , 0x— eksenini (-2,0) ve (2,0) noktalarinda
keser.
gy = G2 Do (2e 4 D(xP-4) _ G+ (204 8)

(x+ 1)* (x+ 1)?

y=0=2x+48=0=x=—4=y=3

bulunur. (x + I = 0 oldugunda payda da sifie olacaglndan x =-1 in ktk olarak
almmadifma dikkat ediniz.) '

5)  Degisim tablosu

-1

X el —%1- -2 _"1. 0 2 402 7
] I

3" + 9 - | - "r + + +

¥ '1,_//}'4?“*%—»0 \—m " o Y T T

6) Grafik-yanda gizilmigtir.
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(0]

¥
y=-a § 2 Y=y
| “'-“"‘ "‘_.
X

202

ORNEK : y=ux+ —Jl-cw ve y= ‘x + % egrilerini ciziniz.

Coziim :

1) T=R\{0}

2) x =0 diisey asimtot, y = x eZik asimtot

3) x = 0 da fenksiyon tanimsiz oldugundan, e Oy— eksenini kesmez.

4) y’=1—~§2—', y=0 = x2-1=0 = x=-1, %=1 olur
Buna gire y; = -2, ' yp =2 dir.

5) Degigim tablosu

x4 | 0 {— 00— ]
I

N N S

m.;.\\ < /oo+ e Y

6) Grafik yanda ¢izilmisgtir.
Béliim 1 de anlatildigy gibi

y = Iffx)l in grafigi ¢izilicken y = f{x) in grafigi gizilir, Ox— ekseninin dstiindeki
pargalar: aynen birakilir. Eksenin altinda kalan parcalarin eksene gbre simetrigi

alimr. Buna gbre y= ’x + H in grafigi yandaki sekilde verilen grafik gibidir.

x+1

ORNEK : y=¢ * egrisini giziniz.

Coziim :
1) T'=R\{0}
X+l X+l
2} lime * =+oc, lime * =& ®=0 oldugundan x = 0 bir diigey asim
x—-0 x=0
tottur.

X+ 1

lim ¢ ¥ =e¢ oldufundan y = ¢ yatay asimtotfur,

EE -

x+1
X

3 x=0 datammsiz. e >0 oldugundan y =0 olamaz. Su halde egri ne
Ox- eksenini ne de Oy— eksenini keser.

e k

4  yse © (— %) <{ oldugundan, fonksiyon tammbh oldugu araiidarin her-

x
birinde azalandur.



3}  Degigim tablosu

- x| —oo 0 +-co
y' - -
yle Ty 0 4 Ty €

0) Grafik yanda ¢izilmigtir,

ORNEK : y=+x>-2x-3 eprisini ciziniz.

Coziim :

D x2-2x-3=20 = x=-1 veya x=3 olmah
Tanim kiimesi T = (—s0, 1]\ [3490) olur.

2) y=+a

x+%|:>y=lx— 1| egik asimtot

Jim Vx*-2x-3 =400 dur.
3) x=0 igin fonksiyon tanimli degil. y =0 igin
¥-2x-3=0 = x;=-1, x,=3 olur.
2-2 x-1

4) y'= = y=0=x=1 olur.

C2Vx?-25-3  x-2x-3

x=1 de fonksiyon tarumli olmadifindan titrev de yokiur, x < 1 igin iirev
negatif, x > 1 i¢in tiirev pozitif olacafindan, (e, ~1] arahffinda y'<0 , [3,4)

aralifanda y'> 0 dur,
3 Defigim tablosu

x -0
y' - e
. Y 4 a0 0—" 4o
6)  Grafik agapida cizilmigtir.
¥y
o .'1
yexi-2x-3
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6RNEK:y=u1x“%egmmigﬁmz

i+
-' Coziim :
)] _x:i>0 =x<-1 veya x> 1 olmali T=R\[-1,1]
2) limi 2=t =jn1=0 oldugundan y =0 yatay asimtot
s X+1 =
N x-=1_ . x=1__ o
. L].l‘illll.n o =+oo, xlin}}n Yr1-® oldugundan

x=-1vex=1 birer diigey asimiottur.

3) x =10 da fonksiyon tanumli degil, y=0 = ilizl =x-1=x+1

olur. Cdziim kiirﬁesi bogtur. O halde fonksiyon her iki ekseni de kesmez.

4) y.r_ 2

>0 oldugundan fonksiyvon tammli oldugu araliklarda

Y artandir.

5)  Degigim tablosu

1 - . x | —oo +Co
* y' + g g+
ylo —” 40 o 7 0

&) Grafik yanda verilmigtir.

4.11 PARAMETRIK GOSTERIMLER

_xoy— diizleminde hareket eden bir parcacifi gézoniine alalim. Bu pargacifm ¢iz-
mig oldugu egrinin (ydriingenin} denklemini x ve y cinsinden ifade etmek cok de-
fa miimkiin olmayabilir. Hareketlinin bulundugu noktamn koordinatlari t zama-
nirun fonksiyonu clacagindan, f ve g birer siirekli fonksiyon olmak iizere,

x=f, ‘y=g® _
bigiminde ifade edilebilir. Buna gre, ¢ bir aralif taramak fizere
(FD,g 1)) x=f), y=g®

(fla)z(a)) denklemleri bir egri tanimlar. Bu denklemlere egrinin parametrik denklemleri ach
o . verilir. Eger ¢ nin taradig aralik [¢,b], yani a < ¢ = b ise (fa), g{a)) noktasina
egrinin baglangic noktasi, (f{b).g(5)) noktasina egrinin bitim noktas1 denir.
Boylece efri iizerinde bir yon de tammlanmus olur.

¥ (fibre @)
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P(x.y)

Birgok uygulamada t zaman: gOsterir. Fakat bunun diginda bagka geyler de gos-
terilebilir. (")megin bir agmmn 8lgiisiinii, bir noktadan uzaklifim da gosterebilir,

Simdi baz1 egrilerin parametrik denklemlerini elde edelim.

. ORNEK : Kartezyen koordinatlar smtemmdelc denk.lerm P2+yr=1 olan ¢em-

berin bir paramemk denkdemini yazimz.

Coziim : P(xy) noktasim O(0,0) nokiasina birlegtiren dogru parcasinm Ox—
ekseni ile yapmug oldugu aginin Slgiisi # olsun. P nin koordinatlan

x=cost, y=sint
olacakiir.

P(x,y) noktasimn ¢emberi gizmesi igin A(1,0) noktasindan hareket edip yine ay-
n1 noktaya geldifini diigiinelim. Bu durumda-f parametresi 0 dan 2 ye kadar de-

. gisir. Su halde cemberin parametnk gosterimi

x=cost
{ O=r=2n

y=sint
olacaktir.
5 2yl
ORNEK : Kartezyen koordinat sistemindeki denklemi —-+ % =] olan elipsin
: a

bir parametrik gosterimini yaziniz.

Coziim : _0(0,0) merkezli ve a yari¢aph asal cemberi ve b yarigapli yedek cem-

‘beri cizelim. Elips iizerindeki P(x,y) noktasindan Ox- eksenine g¢izilen
_dikdogrunun uzantis: asal gemben £ da kessin. OQ ile Ox~ ekseninin clugturdugu

acimn Siciisiine t denirse
"X =acost, y='bsim‘-

olur. P tiimn elipsi do]andlgmda t, O dan 2xt ye kadar deg1§1r QO halde sdzkonusu
elipsin parametrik denklemi

O=t=2n

x=acost
y=>bsint

olur,

ORNEK : Bir ya&;iy dogru iizerinde kajnaksnzm yuvarlanan a yarigapli bir cem-
ber iizerinde alinan bir P noktasinin geometrik yerinin (yériingesinin) denklemi-
ni yaziniz.

Coziim : Cemberin ynvarlandifi dogru Ox— ekseni olsun.

205



¥ P(x,y) noktasinm hareketin baglangic aninda orijinde bulundugunu kabul edelim.
P noktastyla cemberin 3 merkezini biregtiren MP dog parcasi ve M noktasim
gemberin Q defe noktasina birlegtiren MO dogru pargasimin olusturdugu PMQ

P M agisinn Slctisti ¢ olsum.
ar 5N
ol ¥k ¢ ma . |@l=ﬂf , 1001 =1PQl = at oldugundan

X 10K = 00| — IKQI = |01 — PNl = at — a sint

a(t — sing)

bulunur. Benzer sekilde

¥ IPKl = INQI = 1MO! — IMN) = a — a cost

a(l — cost)

olur. Buna gore sikloid denilen bu ¢grinin parametrik denklemi

x=alt - sinf)
y=a({l - cost}

olur.

ORNEK : r yancaph C merkezli bir gember G(0,0) merkezli, a = 4r yaricapl
bir ¢ember icinde kaymaksizin yovarlanmaktadir. Yuvarlanan bu gember iizerin-
de igaretlenen bir P(x,y) noktasinm ¢izmig oldugu egrinin denklemini yaziniz.

(;ozum P noktasinin baglangic aninda A noktasinda bulundugunu kabul ede-
lim. iki gemherln merkezlerini birlegtiren dogrunun Ox- eksemyle olugturdugu
agtnin Gliisi 2, MCP acisim dleiisii o olsun.

% P-4l
olacafindan

dri=o0r=> =4

buhunar. Diger taraftan

m(ﬁnaz—g—ﬂ

olacafindan

m(—ﬁ)=g‘+f-a:£+f-—4f:£—3t
dir.
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P(x,y) noktasin x ve y koordinatlarnm hesaplayalim.
x = |0Kl =10H + |HK] = 10H| + ILPI

= 3r COoSt + r 8in (ﬁ)
= 3rcost+ rsin (% - 3t)

= 3rcost+rcos3t
= r (3 cost + 4 cos’t — 3cost)
= 4rcos* = a cost

 bulunur.
IPKl = |LHI = ICH| — ICL}

¥

= 3rsint — r cOs (1?13) B

= 3rsint—r cos (% — 3:) = 3rsint - rsin3:

H

r (3sint — 3sint + 4sin’) = 4rsin’t = a sin’t
olur. Su halde Astroid (yildiz egrisi) denilen bu efrinin parametrik denklemi

. _ 5
=q
{x cos~? , 0= t=2n

y= asin>t

olacakt:r'. Bu denkiemlerden

1 2
(i) 3‘= Cost = (-J-C-) 3 = coszt s
a a
1 ]
. 3
(l) =sint=(l) =sint
\a a

yazilabileceginden

B

olur, Su halde Astroidin kartezyen koordinat sisiemindeki denklemi -

walps

A2 4y = g2
olacalkdir,
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. ¥=

. ¥=

- Agapida denklemleri verilen egrilerin asimtotlarini

bulunuz, Xzi_ ) ' K=-1
_x+1 _X°=3x 127
@ y=i=73 ®) y=7=, g:
x2-3p42 T
= <, =2
© y=23 4x+3'~53'(9)y
3
@ =1 &) y=75
-1
M y=¥4Z ® y=/2"-4x
Jx+1
2 e & otl
= & ini i1 3 t p -
¥ P p— egrisinin diigey asimtotlar arasin

daki uzakiiin 5 birim olmasi igin m ne olmahdir?

x?.

x%+ 2mx + 4
mamasi i¢in m ne olmahdir?

e efrisinin asimtotlann hangi noktada
—e

kesigir?

_ xi-4x—5
xt—dx+ 4
noktalarda keser?

efrisi koordinat eksenlerini hangi

x2—bx+4

. y=S——— egrisinin Ox- eksenini kesmemesi -

x*+4
i¢in & ne olmalidir?

. Asgafida denklemleri verilen efrilerin grafiklerini
ciziniz, '

@ y=x(-1) (b) y=x5-x

© y=3:-2 © y=3%7
_ x3 __Xx

@ y=—— @ y=—F-
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egrisinin diisey asimtota sahip ol-

10.

® y=—" ) y=x(7+_~x?)%l
__x2+x+1 . 4x
) y="779— () ST
2 |
(i) yY=--3 () y_x2_4
& y=—2% O y=——
2+ 1 (x~1)
2
(m) y=-25 @ y=x-1
3
(© y=2*+2 (©) y=xx_28
_x+2 __x
) y= i1 ® y—H!x'
_ 2% -1 _1
(s) y_1+|xf | ® y—xz X
) y=/2x-4 W y=/x°-6x
2
@ y=xlnx ) y=m(ﬁ‘5)

) y=x/1-%*

(z) y=e*

¥ = 2x arctanx egrisinin efik asimtotunun denklemi-
ni bulunuz.

(x1.31). (x3.y,) noktalarindan gegen dogrunun para-
metrik denklemini yazinz,

@ yanigaph bir merkezil cembere icten teffet ve ya-
ngapr b{a > b) olan bir ¢ember veriliyor. Kiigiik
¢cember bityitk cembere tefiet olacak gekilde hareket
ettirildiginde, kiiciik ¢ember iizerindeki sabit bir
nokta bir egri gizer. Hiposikloid denilen bu egrinin
denkleminin

x={a-b)cost+bcos a;bt

a—b
nbt

olacagim gbsteriniz. b = 4a olmas1 duramunu ince-
leyviniz. -

y={(a—b)sinz—b si



1. y=x—2x? efxrisine x =0 absisli noktasindan gizilen
teetin Ox— - ekseniyle yapmus oldufu aginm
dlgtisiinil bul_unu_z__

2. XMyt =™ eﬁnsme (og.vo) noktasmdan cizilen
tegetm denk.lermmn

myglx — xo) +n Xy 0’ ¥ =0
olacagm gosteriniz.

3. 4x? + y? = 72 egrisinin (4,4) nokiasinda kesigen
tegetlerinin denkdemini yaziniz.

4. Bir f fonksiyonu icin

f(x) {o D= 25— 4)
du' f fonksnyonunun yerel ekstremum ve doniim
noktalaru bulunuz.

5 f gift _.\'e.'e' f nin grafigi (0,+c) izerinde konveks ise
(= ,0) iizerinde de konveks midir?

6. Belli bir ilacin etkisinde tutulan bir bakteri toplu-
lugunun geligim fonksiyonu, f saat olarak zamani, y
de sayiy1 gostermek iizere

3= — (100)% + 10% + 2104
ﬂe vcrii:hektedir.’
a) Baglangigta toplulugun kac iiyesi vardi?
b) Kagnct saatten sonra toplulukta azalma
ba§1ar'7 _
¢} Kag saat sonra topluluktakl titm bakteriler
61ilr'7

7. R yanigapli bir kiireyi iginde bulunduran bir dairesel
dik koninin hacmi en az kag br® olur?

8. Hacmi V olan bir koninin yanal ytizey alant en az

kag birimdir? [Taban yaricap1 r, yiikseklifi 2 olan
koninin yanal yiizey alam §=mnr/r°+ha° dir]

10.

i1

. ne olmalidir?

12.

13.

Merkez agisiin olgiisii o, yaricapr R olan bir daire

diliminden, taban yanigap: r, yiiksekligi A olan bir
koni yapliyor. Bu koninin maksimum hacimii
olmast i¢in o ne olmahdie?

40cm
Sekildeki hamur teknesinin boyutlar {izerine yazil-
mustir, Bu teknenin hacminin maksimum olmas1
igin 6 kag derece olmahdir?

.. Sekildeki pencere bir dikdérigen

ile bir yanmgemberden olugmug-
tar. Pencerenin gevresi 400 + 4)
cm olduguna gdre, pencerenin en
fazla 191k gegirmesi icin boyutlan

Asagadan yukartya dogrn atilan bir cismin yiiksek-
ligi S metre ve ¢ saniye olmak lizere

5=112 4961 — 162
ile veriliyor.
a) t=0 amndaki ivmesini bulunuz.

b) Cikabilecegi maksimum yiikseklifi hesaplayl-
nz.

c) §=0 i¢in ivmesini bulunuz.

. 1 Ly ...
lim x* (e X—gx+1 ) limitini hesaplaymmz.
X — oo
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G. W. LEIBNIZ (1646 — 1716}

1 Temmuz 1646 da Leibzig'de dogdu. 6 yaginda ahlak
ilmi Ggretmeni olan babasim kaybettt. Letbzig'de bir
okula devam etti. Babasinun kiitiiphanesindeki kitapla-
11 siirekli okuyordu. Ozelikle Tarih bilgilerini hevesle
Ggreniyordu. 8 yagmnda Latince &8renmeye bagladi. 12
yagina geldifinde Latince giir yazacak kadar bu dili
ilerletti. Daha sonra kendi gayretiyle Yunanca 8&ren-
di. Bu devirde zihinsel faaliyetleri ok iyi isliyordu.

15 yagina gelmeden, klasiklerin ve hiristiyan bl'iyiikle-.

rinin ortaya koydugu Iskolastik mantg diizeltmek
icin “Characteristica Universalis” adh ¢caligmasin: ya-
yimlad:. Ingiliz matematikgisi Boole'nin de soyledipi
gibi, sembolik mantik Leibniz’in Characteristica’simn
bir parcasidir.

Leibniz 15 yaginda Leibzig Universitesine bir hukuk
dgrencisi olarak girdi. Fakat tim zaman:u hukuka
vermiyordu, T iki vil birkag felsefe kitabi okudu, Za-
mamn filozoflar olan Kepler, Galile ve Descartes’in
kegfettifi yeni diinya bakkinda bilgiler edindi. Sonug-
ta matematik Sgrenmeden bu ilimleri kavramanin im-
kansiz oldafunu gordii. 1663 yiliuin yazim Jena Uni-
versitesinde gegirdi. Orada tamnmsg bir matematikei
olan Erhard Weigel’in derslerini izledi.

Leibzig'de déniince yine hukuka bagladi. 1666 yilinda
hukuk alamnda Dekiora sinavina hazirdi. Bu dénem-
de Newton diferensiyel ve integral hesap ile ilgili diz-
slincelere dalrmisti, Cok geng olmast ve titm profesér-
lerden daha iyi hukuk bilmesinin yarattii: kiskanghk
nedeniyle ona doktor tinvani verifmedi.

Leibzig Universitesinde egemen olan tutuct diigiince-
den nefret eden Leibniz, dogdufu sehri birakip
Niimberg’e gitti.

Kasim 1666 yilinda Alfdorf Universitesi ona doktor
tinvam verdi. Leibniz hukuk derslerinin diizeltilmesi
icin birgok yazilar yazdi.

1666 dan itibaren olasihk kuramu ile ilgilenmeye bag-
ladi. Bu siralar hukuk 88rencisiydi ama olasilik kura-
1 hakiinda eserler veriyordu.

Matematik Leibniz'in zekasiun figkirdi§ bir sahadir,
Bundan bagka huknk, tarih, din, siyaset, mantik, meta-
fizik ve felsefe konulaninda gok sayida eser vermigtir,
Bundan dolay: kendisine “evrensel deha” denilmekte-
dir. Cnun matematige en bilyiik katkis diferensiyel ve
integral konusundaki stirekliligi, olasihklar kuramn-
daki siireksizligi analize sokmasidir. Zaten Newton’la
anlagamadig1 konu da olasilik kuramidir, Soyui olasi-
trklar kuraminin 6nciisit Leibnizdir.

Leibniz matematik ve mantidlc alammda cafimn iKi
yiizyll ilerisindeydi. Diferensiyelin geometrik yoru-
munu verdi. Bo matematigie en biiylik hizmetti,

Siireklilik ve siireksizlik ya da analitik ve olasihklar
gibi, matematik diigiincenin iki karsit alamnda fikir
yiiriitmiis bir matematikei daha olmanmgtir. Leibniz’in
clasiliklar kurarmuyla ilgili caligmalar: yagam stiresin-
ce degerlendirilememistir. Ancak 19. yiizyilda
Bocle'nin gabsmalanyla bu eserler hakettlgl deferi
kazanmgtir.

Leibniz son 40 yilim matematikien uzak, Brunswick
ailesine hizmette gegirdi. Eger tilm hayatin matema-
tikle gegirseydi, bu giin ¢ok farkl: bir yerde olacakh.

pa ga!amakfmz daha gu;:

Ne hazin bir cafda yastyornz. Bir dnyargiyt ortadau kaldu mafc. Zm atomit

- Albert EINSTEIN




BELERS}EZ INTEGRALLER

5.1 BELIRSIZ INTEGRAL

y=aZ +1

=12

=x2-—\/5_

Bir bakuma tiirev alma isleminin tersi olan iniegral alma iglemi, hemen hemen
tiilm bilim dallannin ¢ok ihtiyag duydufn matematik konulannm baginda gelir.
Biz bu béliimde temel fen ve iktisat derslerinde karsilagiimas: muhtemel olan,
biitiin integral tiirleri igin ¢bziim yollarim detayli olarak ele alacafiz.

TANIM . _
f(x) tanimh oldugunda
| F@=fn

bagmmml saglayan bu F. fon.kmyonu varsa bu K fonksxyonuna f nin bu*
antlturewdlr denir: L O o _

ORNEK : fix)=2x biciminde tammlanan f fonksiyonunun baz: antitiirevlerini
bulunuz.

Coziim : )
Fix)=x+1, Gix)=x2-3, Hx)=x2-/5
olacagindan -

fix)=22+1, Gy =x22-3,  Hx)=x*-+5

biciminde tanuntanan F, G ve H fonkSiyonlan F nin birer antitiirevidir. Bunlar
gibi daha sonsuz ¢oklukta antitiirev: bulunabilir. Bu antitiirevlerin ortak 6zellik-
leri, aym apsisli noktalardaki tegetlerinin paralel olmalardir.

TEOREM 5.1: I=(ab) agﬂc_arahgmda Fi{x)=fx) ise, I iizerinde f nin
herbir G antitiirevi, C bir keyfi sabit olmak {izere

Gx)=fix)+C
bigimindedir. Bagka bir deyigle, iki antitirev arasmdaki fark sabittir.
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Ispat : Tiirev konusunda goriildigl gibi, herxe I igin g'(x) =0 ise, g(x) = C,
yani sabit olur. G de bir antitiirev oldugundan G'(x} = f{x) dir. Buna gére, [
tizerinde

(Gx) — F(x)) =fix) - fix) =0

olar. & halde G(x) — F(x) sabittir, Bu sabite C denirse
Gx)-Fix)=C

buradan da
G(x)=F{x)+C

bulunur,

Boylece f nin herhangi bir F antitiirevi bilindiginde, tiim antitiirevler f{x) + €
bigiminde olacaktir,

' f bn:fonkmyonun tiirevi olsun, £ nin tiim antitiirevlerinin smlfma f fonk-
siyonunun x- degiskenine gore belirsiz integrali denir. :

: f fx)dx
ile gosterilir. f simgesine integral i§ai‘eti, Sfix) ifadesine integrant, x’e de
integrasyon degiskeni: ad: verilir. )

Bu tamma gére f fonksiyonunun bir antitiirevi F ise,
fﬂx)aix: Fx)+C

otacaktir. Su halde,
Fx)=fx) & fﬂx)dx= Fx)+C

olur. Integrasyonu sabiti denilen bu € sayis1 herhangi bir sabittix.

f Sx)dx integralini hesaplamak demek f nin antitiirevierinin stmifim bul-

mak: demektir,

ORNEK : f 3x%dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : (x*)' = 3x? olacagmdan
f I dx=x*+C

olur.



Bir integral alma igleminde, integrali ahnacak olan ifadenin hangi fonksiyonun
tiirevi oldugn goriilebiliyorsa, bu fonksiyona keyfi bir C sabiti eklemek suretiyle
integral alinnmg olur. Buna goére, tiirev konusunda gordiigiimiiz bafiniilar
yardumyla agagdaki integral formiilleri yazibabilir :

1 f "'dx—

2) f%:mmfc | _ r 9)f

=tanx+ C

+C (m;t—l) 8)]

COS X

5 arctanx + C

x _a_x k ) dx .
3) fa dx= 1M+C‘ {a>0) 10)-] . = =arcsinx + C
4) fexdx=ex+c 1) jsinhxd.x:coshx+€
5) fsinxd_xz—cosx+C 12) fcoshxa‘x:sizﬂlx+C

6 fcosxdx=si.nx+C _ 13)] x+\r‘1+x2) CJ/
. ' 1+x° -

7)f =-cotx+C - . 14)] (e - 1)+ C
SLH X

Simdi belirsiz integrallere ait baz1 dzellikleri inceleyelim.

f“-—-n.

Ozellik 1: Her a reel sayis1 igin
jaﬂx)dx:afj{x)dx

dir. Yani integral igindeki sabit carpan integralin digma ahmabilir. Bu 6zelligin
saglandigim Béliim 4 deki

d -4
E[GF(x)]—ﬂ - F)

tiirev alma kuralim kullanarak gosterebiliriz.

Ozellik 2 : Soniu sayida terimierin toplamindan olusan bir ifadenin integrali, bu
terimlerin ayn ayn integrallerinin toplarmina esittir :

][ﬂxj + g(x)] dx= f fxydx + f g(x) dx

dir. Ozellik 1 ve 2 ghzOniine almursa, o ve b gibi reel sayilar olmak iizere,
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j [a fix) + bg(x)]dx_z a f .ﬂx) dx+b f g(x)dx
yazﬂabili:.
ORNEK :
I:f{6x2~4x+3)dx
integralini hesaplayimz.
Coziim 3

3 2z
ol e XX
I~6fxdx 4fxdx+3f1.dx-63 45 +3xsC

=20 -2+ 3x+C .
ORNEK :

Izj(Zsinx-:—lO\[x?i—i)dx
X

integralini hesaplayinz.
Coziim :
1=2 [sinxde+10 [ 2% dx 5 [ Lax
X

513

:2(—cosx)+10%’;§+5].nlxl+c

=-2c0sx+ 44 +Shlx+C .

ORNEK :

I:f( 4,, + 36" - zz)dx

cos ™ x 1+x

integralini hesaplayimz.

Coziim :

r=4 [ L—dxesferan-2f

Cos ™ X

1
dx
1+x?

=4.tanx + 3¢* - 2arctanx + C



ORNEK :

2
-I=f(5x-6x+3+ 2 )dx

Vx V1+x?

integralini hesaplaymniz.

(;iiziim_:
: s5x2 6x . 3 2
I = f e |
= sfxmdp6fx”2dx+3fx‘”3dx+2f dx
’\J'1+x2
5342 3f2 if2
. 1___ ic__ X z
= 5513 63m+3-”2+2m(x+x/1+x )+
= 2x5"2—4x3"2+6x”3+2h1(x+ﬁ+_xf)+c
= 2\/x—5—4«/F+6J)?+21n(x+ 1+x2)+C_
olur.
ORNEK :

I=[(33inhx+23"+ 52 )dx
sin“x

integralini hesaplayimz.

Coziim :
| 1 =3fsinl}xdx+2fexdx+5f d.a;
: sin”x
= 3coshx + 2¢°—Scotx + C
otur.
ORNEK :
f(x3 +3%) dx
integralini hesaplayimz.
Coziim :
4 x
I = fxsdx+j3"dx=%-+%§+c

bulunur.
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. Asafadaki integralleri hesaplayimz.

(a) f(4x3-4x+3)dx
) f (1 - 2x% + 3x%) dx

.(c) f( + 232 )dx

0 J[ s

@ fo —3)5; +5 0

© f(si.nx+ 1/1:17)@.:

® f;:«!%mdx
(Pt L

. 3 ta, “
(g)f\/;(l—v?)dx xg}z _6__%;&

<y
® [(P-Die-1dx s IEPYEN]

)dx

o walE

G f (3 coshix - 2cosx) dx

(j) f(x+ Diax

M fﬁ(l—x}dx
(m) f(2"+x2)dx
(3x +2)°

o [C 2 ax
2

o [

(6) f ) e
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Iy (c+%,uqiﬂ_,v bt o,

® [(e-27dx

1-n
® flw) * dx

(s) f x(x + a)X(x + b)dx

(6 f(a+bx3)a:x

® f(a2!3_x2!3)dx
(-5’

W [

o WE -

@ [ ) g

(v) ftanzxdx

0 [rea

(@ f(—\ff+1)(x—'\ff+1)2ix

fsinxcosx;‘-,\% sin®x+C;.
/s'mx cosxdx:—««;—coszx +C,
egitliklerinin dogru oldugunu gdsteriniz.
Fl(x)zlsinzx, Fz(x)zmlcos2x
2 2
icin Fi{(x) - F, (x) ifadesini hesaplaymz.

fonksiyonlannm her ikisinin de

fx)=

(1- xf

fonksiyonunun birer antitiirevi oldogunu gosteri-
niz.,

Fi(x) ile Fy(x) arasinda hangi baginti vardir?



4.

10,

3
fxzﬂx)dx=%(31nx—l)+c

egitlifini saglayan f{x) ifadesini bulunuz.

fxzexdx=(Kx2+Lx+M)e"+C

esitligini saglayan K, L, M sayilarini bulunuz,

a
fxf‘mxdx:;—ﬁ(mnxw)w

egitligini saglayan A, B, C' saydarm bulunuz,

Fx)=2x+3 ve fil)y=2
bagintisii saglayan fix) ifadesini bulunuz.

Tiirevi kendisinin iki katina egit olan pozitif bir f
fonksiyonu igin £0) =1 oldugu biliniyor. Ax) ifa-
desini hesaplaymniz.

“Her noktasindaki tefetinin efimi o noktann apsi-

sinin iki katina egit olan ve (—1,4) noktasindan ge-
cen efrinin x = 1 apsisli noktasindaki tefetinin
denkiemini bulunuz.

Her noktadaki tefetinin efimi, o noktamn apsisi ile
ordinati carpinuna egit olan ve (0,2) noktasindan
gegen egrinin denklemini bulunuz.

11.

12.

13,

14,

Tiirevi kendisine egit olan negatif bir f fonksiyonu
igin fi-1)=-1 ise, AO) nedir?

Ivimesi sabit a deferine egit olan bir hareketlinin
t =0 amndaki hizt v, , baglangictan uzakhf s,

olsun. Bu hareketlinin t anmdaki lnzimn
V= Vg o+ at,
aldif1 yolun

s=sc+v,;.t+%m2

olacagim gisteriniz.

Hareket halindeki bir aracin frenine basildifnda,
ara¢ tamamen durnncaya kadar 40 metrelik bir iren
izi meydana geliyor. Frene basildifinda hareketin
ivmesinin 20m/sn? oldugu bilindigine gbre, frene
basildig1 an aracin nzi kag km/saattir?

Yitksek bir kuleden serbest birakilan bir cismin ¢
anmdaki v lazini ve §' yolunu veren formiilleri bu-
lunuz.

(Cismin kiitlesi mn, yergekim ivmesi g oldugunda,
cisme etki eden kuvvetin F = mg oldufu bilinmek-

tedir.)
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5.2 INTEGRAL ALMA YONTEMLER]

6.2.1

218

Bazi durumlarda, integrali alinacak ifadenin (integrantin) hangi ifadenin tiirevi
oldugunu gormek, ¢ok zeor olabilir. Bunun igin baz: integrasyon ydntemleri gelig-
tirilmigtir, $imdi bu yontemleren en kullamgh olanlarim verecegiz.

DEGISKEN DEGISTIRME YONTEMI

¢ sirekli tirevlere sahip bir fonksiyon olmak ilizere x = ¢(f) doniigtimii
yapildiginda, dx=o{f)dt olacafindan

[ o= [ fowpoo

integrali bulunur. Integral hesaplandiktan sonra ¢ = ¢~1(x) doniigtimii ile tekrar x
degiskenine domiiliir. Bu nedenle ¢ fonksiyonu, tersi olan bir fonksiyon olmah-
dir.

ORNEK :
f(1~4x)6dx

integralini hesaplayimmz.,

1

Cioziim : 1 — 4x = denirse, -«-4dx=dt=>dx:—4

dt olur. Ba degerler integ-

ralde yerine yazilirsa

Ja-axpax = fr"’(wl]dr:~i.i+c

1
|
82|

=

i
=
+
0

bulunur.
ORNEK :
L.JII:""{’ Ve ] ![
4+Inx)’ |t ‘_kf : ;,L:'/
f( xx) dx ,\ ‘\’Ji‘l{;“ -7 é {
{ [, a'r’["i’.) i1
integralini hesaplayimiz. S {

Ciziim : 4 + inx = ¢ denirse %dx:dr olur. Bu degerler integralde yerine

konursa
3
[EmD oo [Sar=Leoec=Laavinntec
X

olar.



LT

GRNEK:ffg

P - =- ‘2 3 = - "]
Cozim : x Lﬂg&lemrse, dx =2t dt .olacagmdan

e ¢ j t ' x
= =2 =
ey - 2dt=2]edi=2¢ +C=2e"" +C

olur,

« I v ok - s
ORNEK : f tanx dx integralini hesaplaymmz. Q’:‘m o L A(

: 24
o Snd=
Coziim : S owhin A{. )
tanx = ise cosx =1 denirse —sinx dx =dt olacagmdan T
CosSX Lk
ftanxdx f sinx =f—£=—1nirl+ C=-Inlcosxl+C
COsSx Y 4
bulunur,
£S5

Coziim : x° =7 denirse, 5x%dx = dr olacagindan Tabds~ dx

R P

' 4 : Cxb
/ ud m dx:% dt2 :%arctanhC:%arctanxs-i-gy- iy
T+x R #1(,1 ——
. T

olur. : ' | 5 ,,.f-..-— M
!

o )Tt

ORNEK : f %dx integralini hesaplaymiz.

Coziim :

u(x) =t denirse, u'(x)dx = dt olur. Buna giire

#'(x) dr
fu(x) dx = j =Inlf+ C=Inpdx)}+C

bglunur. O halde

f “((")) di= Inju(x) + €

egitligi, tiirevlenebilen her fonksiyon i¢in dogradur,
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ORNEK : fwdx integralini hesaplayimz.
COSx + sinx

Coziim : Paydammn tiirevi {cosx + sinx)' = — sinx + cosx = — (sinx — cosx)

oldugundan, yukandaki formiilden

fsmx cosx f - (sinx - cosx)dx ~ Inlcosx + sinxl+ C
COSX + smx coSX+sinx

bulunur.,

ORNEK : -1 olmak iizere f [(x)]“u{x)dx integralini hesaplayiniz.

Cozilm : u(x) =1 denildifinde &' (x) dx = dr olacagindan

g+l

o . N 1 a+l
f[u(x)] a(x)dx—ft dt = OH’1-1-(3—0H1[r.¢(x)] +C

bulunur. O halde tiirevlenebilen « fonksiyonu igin

. .f[a_:(x?] .u(x).:cix:_ o +.l.[u(x)] .. +C

olur.

ORNEK : f sin® x cosxdx integralini hesaplayiniz.

Coziim : f(slnx)smcosx dx:%(sinx)”2+c

ohur.

ORNEK : f cosax dx integralini hesaplayimz.
Coziim : ax =t denirse dx:%dt olur.
fcosax dx:fcosr%-dt‘:%(sinth C
olacafiindan
Jemarars Linassc
olur. Benzer §ek11de
3 _[smax dx——%cosax+ C

oldugn gdsterilebilir.



ORNEK : j e™dx  integralini hesaplayimiz.

. Coziim : gx =t denirse adr=dt olur.
fe“‘dx:fe‘ldrzleﬂc
. a .a

olacagmdan

f‘”‘dx ie +c

bulunur Buna gdre

je_‘dx.—.—e“% C

fez"dx:%ez’%c

olacaktir.

ORNEK : j dx integralint hesaplayimz.
a?+x?

Coziim : x = at denirse dx = a dt olur. Buna gére -

f dx f adt 1 dt 1
: == =—arctant+ C
a+a?? al 1442 a

olur. t=% oldugundan

S
a'..:__f':-'_ e

a2+x2

olur. Benzer §ek11de

- = arcsm + C

=
: oldugu gostenlebﬂ;r

ORNEK : f integralini hesaplayimz.

dx
3 - 2x - x*
Cozim: 3-2x—x?=3 -2+ 2X) =4~ (2 + 2+ 1) =4 = (x+ 1)?
oldugundan

f dx =f dx =arcsinx+1+C
M3-2x-x2 7 d-(x+1)? 2

bulunur.
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ORNEK : f x*~x=2 dx integralini hesaplaymsz.

Coziim : x—2=¢ denirse dx=dr olur. Bu durumda

fxzﬁdx = f(t+2)2r”2dr=f(:2+4r+4)r“2m‘
_ /(tsu 4?4t g 22, 8,512, 8 2 -
! 7 5 3
= 2. oyit2 8. otz 8. a2
= S-S -2 e S (-2 C
bulenur. .

Yukandaki 6rneklerden de gbrdiigiimiiz gibi, herbir integrale ayri bir degisken
degigtirmesi uygulanmaktadir, Fakat bazi 6zel tipte olan integraller vardir ki bu
integrallere uygulanacak degisken degigtirmeler bellidir,

Bu dzel defisken degigtirmelerden birkagim verelim : :

1. va*—x* den bagka kéklii ifade ihtiva etmeyen fonksiyonlarn integ-
ralinde A

. it L
I_=__£_SLIE_1_ —? <f< E
degisken degistirmesi yapilirsa, trigonometrik fonksiyonlarin bir rasyonel
ifadesinin integrali elde edilir.

ORNEK : f x+8 dx integralini hesaplayimz,

A9 - x?

Coziim : x = 3sinr defisken degistirmesi yapilirsa dx = 3cost dt olur.

Buna gore,
f x+8 f 3sint+ 8
= ——————_3costdt
N9 - x? 9~ 9sin 2y
= IMMOSMI j(3smt+8)dt

~3cost+ 8t + C

[E

—3cos (arcsm ?) + 8 arcsin ? +C

olur. Simdi siniisi -~ olan yaym kosiniisii, yani cos(arcsini) ifadesini
3 yay 3

hesaplayalim. Bunun igin bir dikiiggen ¢izelim. Dar acilardan birinin &élglisiine 0
diyelim. Bu acimn karsikenar uzunlofu x, hipoteniis 3 birim olsun. Komsgu kenar
uzanlugu v9-x? olur.



o O
cos 3
“oldugundan
X 9 x*
COS(T&ICSHJ.S ).u 3 .

qur' O halde

x+8 f
f dx -9 - x? +Sarcsm XC
N9 -x?

olacaktir,

2. «;‘x - g’ den bagka koklii ifade buiundurmayan fonksnyonlarm integ-
ralinde _

' )( = o C9* l,v{:
X = a sect, 0<t<% veya %<t<n
degisken deg|§t|rme51 yapl]lrsa kdklu ifade bulundurmayan integraller elde
edilir.

ORNEK : f integralini hesaplaymniz.
_ xv‘x -

sint
coszt

 Coziim : x =3 sect dcnifsé dx=3 dt olur. Buna gbre,

: 2
3sintfcos“f | d

fx-v'f:—S) =f 3 9 g

cost Y cos?t

=j 35'1{11‘!008! dt=l:[1dt=lt+0—_--1—arccos—3—+c

JT—cos?t 3 3 . 3 SN
cosi o
olur. L \1\\‘\1-‘{ = .l‘...f )
i ong Q & - 3 ’
7. .7 . . PR, L O oy T
3. va”+x° ifadesinden baska Wde bulundurmayan fonksiyonla-
rin infegrasyonunda X= ensdant e
x = a tant, —g-<t<% Lb,”wﬂ e

degiisken degistirmesi kolayhk saglar.
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ORNEK : f integralini hesaplayimz.

o
22ixt+ 4

Coziim : x=72tant denirse dx=2(1 + tan%) dt olur. Bu deerler yerine
konursa

[ dx - j 2(1 + tan’p) dt:if V1 +tan?t d
yx’+4 4

4tan?r 21 +tan?s tan’z
1]cost 1] . a2
— = dr== t
il By y {sin#)"“costdr
_ 1 o 1
= 4sin? +(C= +C

4sin (arctan i)
2
olar. Simdi sin(arctan 12'.) ifadesini hesaplayalun, Tanjanti % olan & agisinmn
X
V4 + x*

sin(aretan %) =

siniisii olacagindan

X

Nd+x®

olur, Buna gore,

f dt Vi +x*
2

=- +C
Axt+ 4 dx
bulunur.
4.  Yax+b bigimindeki ifadeleri bulunduran fonksiyonlarmn integralini

hesaplamak icin, n; kék kuvvetlerinin en kiiciik ortak kat1 p olmak iizere,
ar+b=¢
defisken degistirmesi yapihr,
ORNEK : f i@dx integralini hesaplaymz.
Vx+T
Coziim : 4 ile 6 nm en kiigiik ortak kat 12 oldugundan
x+1=¢2

defisken degistirmesi yapilmalidir. dx = 127''dt olacagindan

4 3
f—Wfix = f%lzt“drz 12[(;12+ 2%) dt
~x+] t

w 1203 24 00 ~_ 12 13ri2 12 516
= 131‘ +10t +C_13(x+1) .+ 5(Jc-;-l) +C

bulunur.




5. Trigonometrik fonksivonlarm rasyonel ifadesi olan fonksiyonlarm inte-
grasyonunda yarum agy yontemi denilen

X
tan—=t
2

degigken defigtirmesi yapilirsa

X ¢ x 1
S = s CoOsS—=
2 147 2 a7
olacagindan
sinx = Zsm x : 2]

\"1+t x/1+r PN

)

cosx=2cos?E - 1=2 1 =-1= l_rz
2 1+¢ 1+¢

X 2dt

—=zarctan? = dx=

2 1+£

bulunur. Déniigiim sonunda bir rasyonel fonksiyonun integrali elde edilir.

ORNEXK : f ﬁ%&ﬁ;dx integralini hesaplayimz.

Coziim : tan% =2 degisken degigtirmesi yapilirsa

1+ -2

I+sing o _ L 1+1? 24t
L {(T+cosx)sinx & = ( 1_,) o 142

1+£%

142

_1_fr2+2r+1 -lf( l)
Y I dr-2 t+2+tdt

l(ﬁ+2r+miil)+c
212

1 x 1
Etan 2+tan2 2lr1

tan—|+ C

bulunur.

NOT : tan%:t doniigiimii ile integral rasyonel fonksiyonlarin integraline

déniigiir. Rasyonel fonksiyonlann integralleri 5. 2. 4. kesimde ayrintili olarak
iglenmigtir.
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My, ot
(a)fxedx (b)f 1-x%) dx
(Inx)’ f:x dx.
(C)f % % © J17,8
) fs’m“xcosxdx (e)fsm:x
COsS X
O [ @ [ &
In2x dx x+2
® ./.1114’5 x (h).[ T4 4x +3dx

3x . dx
® .[3‘f2x2+5# _ (1)_f(1+2x)§__

x2 sinx
(n)‘f/mdic ()} fe cosx dx
. dx o
®) f100+9x2 ® fx,f4x2—1

' .'d;x : sin2x
® ./.JZx—xz \(S) f‘fl—smlxdx
® f,f +1

(§)f/%

sin® x e™ dx
™) f — & W f w
o c_os4x . 1+€_

1. Asgagidaki integrallen hesaplaymiz. 2.

G) fsin(2x+1}7rdx ® _/-4-?123‘;2:: 3.
4
3 da (1+/5)
o fhs wfif

' x+2 - ..
w f( 1)‘l (u) fxz‘flﬁ—xz 5.

Agagrdaki inkegralleri kargilarinda yaziah doniigiim-
ler yardimryla‘hesaplaymiz.

dx 1
@ [ o o
T
(b) _[e"+1 ,  x=-lnz
" x dx , x=£-1
(d)f/% . x=n{2+1)
2
W E—
2
Y] f —C?S 4x dx , x=arccott
v §in’x

Asgagdaki integralleri hesaplayiniz.

- dx dx
@ f5+3cosx ®) f1+cosx
COSX dx
© f1+cosxdx ©) f2+s'mx—-cosx

dx dx
@ .[(l—cosx)?‘ © fsin:x

a(sinx + cosx) + b(cosx — sinx) = 7sinx — cosx

esitlifiini saglayan a ve b sayillanm bulunuz.
7sinx - cosx

Bundan yararlanarak -
sinx + cosx

dx integra-

lini hesaplayimiz.

f FExydx=F@x)+C oldugunda

ff(ax+b)dx=%F(ax+b)+C

olacagmu - ghsteriniz.
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522 KiSMl INTEGRASYON YONTEMI

. u ile v, x degigkeninin birer fonksiyonu olsunlar. Bir ¢arpimin diferansiyelin-
. den, :

/ dp.vVi=dy . v+dv.u = -
u.dv=d(u.v)~v.du

oldufunu biliyoruz. Her iki tarafin integrali almarsa

h ’ fu d_v=uv—-f-v au-

bulunur. Eger f vdu integralinin hesabi f it dv integralinin hesabindan daha ko- .

lay ise bu yontem oldukca fayda saglar. Demek ki bu yontemi kullanmak igin
integral icini # ve dv diye 6yle iki ¢arpana ayumalider ki, f v du integrali

]u dv integralinden daha kolay olsun.

Efer integrant, bir polinom ile bir iistel fonksiyonun_carpim ise, polinoma
u, diger lusma dv demek kolayhk saglar. '

ORNEK : f x e dx integralini hesapiaymlz.
Coziim: u=x, dv=e*dx denirse du=dx ve
vﬁ-feaxdxzéen

olur. Buna gore,

1

g _ ll\:_fl'&x 1 e Tl osk
xe dx—x3e 38 dx-3xe 33e +C
eBx _
= 9(3x—1)+C

olur.

Integrant, bir polinom ile bir trigenometrik fonksiyonun carpim ise, poli-
noma z demek yarar saglar.

ORNEK : f x sin2x dx integralini hesaplayinz.

Coziim: w=x, dv=sin2vdyr denirse du = dx, v:jsinzx dx:—%cos?.x

olur. Buna gire
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fx sin 2x dx x.(—-%cos?.x)—fn—%cosh dx

—%x cos2x+—fc052x dx

]

—%x cos2x+%sin2x+c

olur.

ORNEK : f integralini hesaplayniz.

COS X

Cozim: u=ux, dv= denirse du = dx, v=tanx clur. Dolayisiyla

cos™ x

X dx —si
f xtanx—[tanxdx:xtanx-t-fﬂdx
costx cosx

x tanx + In lcosxl + C

i

olur.

Eger integrant, bir polinom ile logaritmik bir fonksiyonun carpimm ise
logaritmik fonksiyona ¥ demek yarar saglar.

ORNEK : f x°Inx dx integralini hesaplaymz.

Coziim :
6
u=lnx, dv=2xdx denirse du=ds, v= 2% olur.
Bu durumda
6 6 6
foLnx dx= (lnx)‘x—— x—£=£—-—]nx——fx dx
6 6 x
6 6
- %mx—%x%c:%‘g(squnc
bulunur.

Eger integrant bir fonksiyondan ibareise o fonksiyon #, dx =dv almr.




ORNEK : j arctanx dx integralini hesaplayimz..

Coziim : u = arctanx, dv = dx denirse, du= dx, v=x olur.

2

T+x
Buna gore,
farctanxalx = xa:étanx—fx 1 zdx
_ 1+x
1 2x
= x arctanx — —
C 29 1442
= x arctanx — -%—ln(l+x2)+c

ohur.

Baz hallerde kargimza hesab istenen integral ¢ikabilir. Bu durumda bu
integraﬁ egitligin soluna alip isleme devam etmek gerekir.

ORNEK : ] ¢™ cosbx dx integralini hesaplayimz.

Coztim :

1= e*™, coshx dx =dv dcnirse. du =ae*dx, v= %sinbx

olacagindan

. fe‘“cosbx dx:%e‘”‘sinbx—% 2™ sinbx dx

olur. Son integrale aym yontem tekrar uygulanirsa

. _ 2
e™ cosbx dx:%e”slnbx+%e“cosbx—-?;-z—fe‘”‘cosbx dx

elde edilir. Son integral hesaplanmasi gereken integraldir. Bu integral egitligin
goluna gegirilirse,
a*+ b
b2

few‘cosbx dx= %e‘“sinbx + %e‘“cosbx

a*+ b*
B

bulunur, Her ikt taraf jle boliiniirse

bsinkx +a cosbx
f‘e“’“(:t:>sbxdx=»f3".Jlr —
a +b

+C

olur.
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integralini hesaplayiniz.

-( " denirse, du = (1 + x)e“dx
X+

X
f X dy = xe*—L —f-——-'l (1+x)e" dx
x+1

(x+1)2 x+1

X

€
X L eteC
x+1

x+1

olur.

ORNEK : f /x> +m dx integralini hesaplayinz.

Coziim : u=x*+m , dv = dx denirse du:————x—-dx, v = x olur.
X +m

Kismi integrasyon formiiliinden

fv'x+mdx— xVx e m fm

sl - [Exmem
x+m

xvVxr+m —/\fx2+m dx+m

it

dx
f sz"l'm
A
[ =\
NV em +mnlx e +m)

olur. Her iki taraf 2 ile bokinerek

x“+mdx= x“+m In(x-l- +m )+C'
e Sl B

bulunur. Ortadaki terim egitlifin soluna gegirilirse

2[~Jx2+mdx xVxT+m +m \(-t“}'!c

I

egitligi elde edilir.

Bazi fonksiyonlarm integralini hesaplamak icin kismi integrasyon yontemi-
ni birka¢ kez uyguelamak gerekir,



5. 2. 3 INDIRGEME BAGINTILARI

 ORNEK : j x*¢ *dx integralini hesaplayimiz.

Coziim: u=x*, dv =e*dx denirse du=2xdx, v=-e* olr.
Buna gtre,
fxz.e""dxz—xze""-i- foe"‘dx

N olur. Soh intcgfalde "= ﬁr, dv = e*dx denirse du=dx, ‘y=—¢* olur.

Bu darumda
fx e ¥ dy = —-xe“x+fe’xdx

= -xegt-g*

I

olacagindan

fxze_xdx= —xte 4 2lxe -4 C

= —e*{xl+2xr2)+C

bulunur.

* Yukaridaki yol izlenerek P,(x), m- ninci dereceden bir polinom olmak iizere

% - f ,éﬂ(x)exdx;ex[gﬂ(;)mP;,,(x)w';ﬂ(x)+.“+(- 1) P, (x)]

.0ldugn kolayca gdsteritebilir. .

Ornegin :

I

f(xg’-t-Zx)ef‘dx e*[x®+ 2x - (3% + 2) + 6x - 6]

[}

(-3 +8x-8)

olur.

Kismi integrasyon metodu yardimuyla, yiiksek dereceden bazi ifadelerin integrali
daha kiiclik dereceden bir ifadenin integraline dontistiirtilebilir. Bu yolla yiiksek
dereceli integral’ kolayca hesaplanabilir. $imdi bu indirgeme formiillerinden
bazilartm ¢ikaralim.
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ﬁ: . L_ \Luw v Ic‘ ft'C';ﬂ
C(Z&q«“ J)r = )[m{r Cosk Jr

= /( st cosrdr

Stord.
CC—M:[X = di

—_j({-' é’flé.
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ORNEK : ne N i¢in f cos”x dx integrali i¢in bir indirgeme bagintisim bu-

lunuz.
Ciiziim :

Inzjcos"x dxzfcos”'lx cosx dx

integralinde u = cos"'x, dv =cosx dx denirse, kismi integrasyon formiiliinden

I, = cos"‘lxsmx+f(n— 1)cos" ?x sin®x dx

co's”'lJ‘csi.nx+(n~ l)fcos"'zx {1-cos’x) dx

bulunur. Son integral, hesab istenen integral oldugundan
nl, =cos" 'xsinx+(n- 1)fcos”'2x dx

olur. Her iki taraf n ile boliiniirse

' fcos"x d;f:.—;ll{?os""‘ 1}; sm.x:+n;I 1']905”“2x.dx
indiréérne bagmtlﬂsi .eldé edil}f. o
ORNEK : indirgeme baﬁmtlsmdan yararlanarak
f cos’x dx integralini hesaplaymiz.
Coziim : Indirgeme formiilinde n=35 yazilirsa
fc.ossx dx:%cos‘lx Smx+—§-fcossx dx

bulunur, Indirgeme formilinde n =3 konursa

i

jcos3xdx lcoszx s'mx+%fcosxdx

3

1 2. 2 .
gcos xsmx+§—smx

elde edilir. Bu deger yukanda yerine konursa

fcossx dx:—é—cos‘i.x sinx+—é_—cosix sinx+%sinxl-:.~ C

bulunur,

cos” ' xsinx + (n - l)fcos"’zx dx-(n- l)fcos“x dx

-



c“ .
ORNEK : #n>1 olmak fizere, j dxﬂ integrali i¢in bir indirgeme formiilii
Bl X
bulunuz.
Coziim : \
- A
L = f f - -4 dr G
sin” x jsin sin?% ' .‘“\,-“ﬁ_ s L
= —-m—l—cotx"—-fcotx(n 2)—8%__ gy P s =
sinﬂ_‘Zx sin® lx Qz'“\én A )lw
. ‘cosx - (n- z)f cos? X e A CQ;K dpe
sin” " x sin x { e e
FUR S
- - _cc;sx — (- 2)[1 sin xdx b=
sin”" x sin” x
- cosx _ z)f (- 2)]
sin S]Il X
oldufundan
(Uan-2)l, =-S5 ) [ &
' sin""x sin" " “x
buradan da _
f dx _ _ . cosx +n—2"f dx
Y sin"x ” 1 sin"'x -1/ sin""2x
bulunur. _ .
. 22 _ @,\L **““ﬂ\ [y di (cowex-cots)
n=1 igin )c,__;_ﬁ - PP ) =)
. . Sinx _QMY l(m&x --ran‘)’)
f———~ﬂlnlcscx cotds € ' VN
}/\\ .—CB{x\ LC‘J ) dx (_.sz.cx 1—-‘::::&,9
- N L
olacaf ileride gbste iTocektir. - X cox (seex + ot )
" ORNEK : f integralini hesaplayimz.
sin®x
Coziim : . AL
fdx =__cosx 2]’ 7“':__&‘_{__
sinx 3 sin’x sinZx Stap 7 0%
et
_ 1 cosx 2 .
b e THYS
= £ J
- __Cosx _2 cosx . — ,f'/} § e £
3sin’x 3 sinx

olur. \7&‘ 2t ) 7 s -
s —
fens — j 233
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ORNEK : f tan"x dx  icin bir indirgeme formiili bulunuz.

Coziim : n=1 igin

jtam‘dx fsmx dx=-Ilnlcosxl+ C

olur. n> 1 olsun.

ftan”xdx

ftan"'zx(l +tan2x)dx-ftan"‘2x dx

tan" 2
Ta-1 f

bulunuar. O halde

:ftah”'x_'dx-m—ftan ftan” ’x

olur.

ORNEK : ] tanSx dx integralini hesaplayimz.

Coziim : Indirgeme formiilinde n=6 yazihrsa
ftanﬁx a’.x:%tan5x—ftan4x dx

butunur, Indirgeme formtilinde n =4 yazilirsa

%tan3x—ftan2x'dx

il

ftan“xdx

= %tan3x~f(l+tan2x— Vx

= %tan3x—tanx+x+C

bulunur. Bu defier yukanda yerine konursa

ftanﬁx dxz—é—tansx—%tan3x+tanx—x+6‘

olur.

ftan"_zx tanZx dx:[tan"'zx(l +tan’x— 1dx



-

( ; integrali icin bir indirgeme bagmtisi bulunuz.
2
a +x

(")RNEK:[

Ciziim: n=1 icin

f dx =-arctan—+C
(o +x%) a

oldugunu biliyoruz. n> 1 olsun. f *(M% integralinde
2,.10"%
a +Xx
w=(ex™! dv=de alur, Jusmi integrasyon yontemi uygulanirsa
dx
= +(2n-2) f
- n-1
@+)"" (@ 2) {a®+x )
x ra - a
= -1 +(2H—2)] o
(@ +x%) {a®+x%)
e 4 (20-2) & on-2a [ —&
=1 =1 1
(@ +x? (a®+x (a%+x%)
bulunur. Son integral gekilirse
dx  _ X ' +_2n-3 dx
(2+2D" @2n-2*d+x%) 1 (2n-2)a’ (@®+x0" :

bagintisy elde edilir.
ORNEK : f dx ) integralini heéaplaymlz.

45 4 4x + 10

Cozitm : 4x?+4x+10=(2x+ 1>+ 9
esitligi gozoniine almir ve 2x+ 1 =1t degigken degigtirmesi yapilirsa

fo ] -3/

(ax? + 4x+ 10)” [(2.x+l) +9)°

integrali elde edilir. Indirgeme formiilinde r=2, a=3 yazilusa

e _ ¢t 1 f dr
(2+0)?  18(7+9) 187 42249
{ 1 1 t
= ——— 4 — Zarctan— +
18(i2rg) 18 3 3
= Zr+ | +—1—arctan2x+1+c
18{dx® + 4x + 10) 3

235




olur. Buna gore

dx _ 2x+1 _ i arctan2x+1

= +
(4x®+4x+10) 36(dx?+4x+10) 108 3

olacakiir,

v e Y '3.'1 of
[ e et Pen S

ORNEK : f % integra]ini x = tan¢ donitsiimi yardirmyla hesaplayimz
1+x?

Coziim :
x=tamt icin dx=(I +tan®#) dt olacagindan

dx 1+tan?s di
nZ s 2
{1 +x% (1 +tan?s) 1 +tan®y

2
= thdt fcos t dt
cos“f+Ssin“f

t

Lf -1
2 {(l1+cos2f)dr= 5

i

(t+%s‘m2r)+€

%(r +sintcosf)+ C

i

1 (arctanx + 1 ]

'\-‘1+x 1 +x2

1 x
—|arctanx + +C
2( l+x2)

bulunur.
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1.

[

Asagirdaki egitliklerin dogrulufunu gsteriniz.

(a) farcsinx dx = x arcsinx + /1 -x*+C

(l:l)flrl(x+g"l+J4:1]c£x=:4:ln(:rc+“fl+Jr2)—,,|"1+3c2 +C

{c) fx cosx dx=x sinx+cosx+C

(d)flnx dx=x Inx—x+C

2
(e) fx arctanx dx = % arctanx% +C

49} fsin(lnx)a[x= 5 [sin(inx)— cos(lnx)] +C

(g)foexzdx=%—x2

(h}fxzsinx dx=—x2cosx+ 2x sinx+2cosx+C

mf%“
s1n

1

1'2___ xl
e 58 +C

Z :-xc0tx+ln(sinx)+C\/;
_()f 2nx dx=4xPinx-§x°+C

Asagidaki integralieri hesaplayimz.

(a) fexsinxdx
() fxslnxdx
(d) fxzcosxdx
® [#era
(h) fiogsxdx
) f x*(Inx)%dx
x) fcos(mx)dx
(m) f e™sinbx dx

() fx 1o (x2+1) d

o [l
(s) f a’—x"dx

® fx £ 008X 4y
: sin®x

(b) fx arcsinx dx

© [y
(&) fx 2% dx
@ [SEar

4} fx In{x+ 1) dx

G fx(x—l)adx

) arcsinx dx

J+x
o [
©) fx sec? x dx
{r) f 2
(s) fxtaﬂzxdx
() farctanﬁdx

_ (C)fcot xdx——

Asagrdaki indirgeme formiillerinin dogrulugunu gos-

teriniz.

(a)fsin"xdx=—Ttsin"'}xmsx+

n=1 Ln=2
—n—fsm" x dx

(b)f dx = i sinx + n—2 dx a>1

— _ _ ]
cog’x "l ook 1/ o2

cot"_’x—fcot"_zxdx ,n>1

n—2

(d)fcos .’JC CUS"_lx-l-fcos_ X dx

sinx -1 sinx
(e) sinx sin® " lx+ sin”_zxda

COS X 1 COS X

n

2 2\, x(az-xz) e’ : oy

(f}f(a x) dx = n+1 n+l (a x) dx

P+l
(g)fxp(lnx"dx= J;CH-I (]nx)"—P—{E—] xP(lnx)"~ 'ax
®) [ o= VG
X +a x+a

)] f(]nx)"dx=x(]nx"—nf(inx)"_]dx

SH1X

4. Ip= f SINAX g olduguna gore, n=2 igin

2sin{n—1}x

In= n—1

+In-2

esitlifinin varhifim gosteriniz.

{

H
In= f _1x+_ixi olduguna gére, n>1 igin

n—1
X

IH+IM—2= n—1

oldugunu gosteriniz.

Asagidaki integralleri hesaplayimz,
(a) fsin4x dx (b) fcos7x dx

{© [ tan’x dx
(e) f
COS X
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5.2.4 BASIT KESIRLERE AYIRMA
o~ ed,

e

Avid f Qo 3 I Vi P{x) ve Q(x), xin polinomlarni gistersinler. P(x) pelinomunun derecesi Qfx)
: S-ﬁ— x.= 2= “polinomunun derecesinden biiyﬁk_ise,—jéo.. e3H 0)&_,‘“‘

e 2e | o auwc ittty
_ P(x) Rix}
=K{@x)+=—£
- d a0 =" o
it i e
- o e libyic yazilabilii. Burada R(x}) ve K(x) birer polinom olup R(x) in derecesi Q(x} in
derecesinden kiigiiktiir. Su halde gg; seklinde bir rasyonel fonksiyonun inte-

R(x)
Q(x)

allenmesi, payimn derecesi paydasimn derecesinden kiigiik olan

v
adileie ﬁ-ﬁ% PR
_—_2%\-_ /“ ? l" L O J; x-\;%]QJ (f-‘:’: seklinde

7 bir rasyonel fonksiyonun iniegrallenmesine indirgenir. Difer taraftan Rx)
/A oy 00
v L Za "V ol Tifadesi, @Mﬂ—u olmak iizere, basit kesir denilen
]
) M N Ax+ B ve Cx+D
’ g (px+q)' ax*+bx+c (o +bx+c)"
bi¢imindeki bazi kesirlerin toplanu olarak yazitabilir. O halde f g—g;— dx geklin-
de bir integral, n e N olmak iizere, _
f K(x)dx | f x| &
px+4q (px+q)*
;Dc + 8B dx | Cx+D . dx
ax"+bx+C (ax? + bx+c)

seklindeki integrallerin hesabina indirgenmis olur. Bu integrallerin nasil hesap-
landifam Srneklerle gérelim.

ORNEK :

. .
f ) integralini hesaplayimz.

Coziim :

Paydamn tirevi 3 oldugundan

dr 1 f 3dx 1
f3x+2“‘3 e -3 BXH2+C

oluar.
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2

ORNEK: | —=—
f (5x+ 1)

dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : 5x + 1=1 denirse, dx = -113— dt olur. Buna gire, -

2 -3l 2 2
—_— = 2/ —_l=—
‘[(Sx+1)3dx t Sdr z _2+C

—%(5x+ )24 C=n !

,—._+
5(5x + 1)

olur.

2x+5

ORNEK : [ ——"——
) X +dx+13

dx integralini hesaplaymiz,

Coziim: 2+ 4x+13=@+22+9 ve (Podx+13)=2x+4

oldugundan
f 22.7«:+5 dr = §x+4+1 di
x“+4x+ 13 x“+4x+13
_ 22x+t-‘1 dx+f . 1 dx
x“+dx+13 x“4+4x+ 13
= In(x2+4x+13)+f—12-~—
_ (x+2)Y+9
= hl(x2+4x+13)+%arctan x;2+C
olur.
. dx ) .
ORNEK : f — integralini hesaplayiniz.
4+x2) h
Coziim : ] - integralinde u= 5 » dv =dx alhmp kismi integrasyon
d+x d+x

yontemi uygulamrsa

de __x +2] x? P S 4+x2_4dx
4+x* 4+xt (4+x2)2 4+% (4+x2)2
di  _g dx

4+x% (‘,_sz)2

dr __ X 49

dx
4+x% 4+x5°

bulunur. Buradan f —@i——z integrali gekilirse,
(4+x?
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dx x +_1_f dx
(4+x2)2 8(a+x3) 87 4447

X 11 X
= ————+— —arctan—+C
8(4+x3) 8 2 2
x 1 X
= ————+—arctan —+C
gla+x?) 16 2
bulunur.
ORNEK : f idx‘i integralini hesaplayimz.
x -

Ciziin ¢ Integrant basit kesirlerin toplamu biciminde yazalim :

4 A B
+

74 T S T 4=Alx+2)+B(x-2)

olur. x=—2yazilmsa 4=-48 = B=-1 bulunur. x =2 yazilusa
4=44 = A=1 olr.

Su halde

4 11
24 x-2 x+2

AoY
X 9
x E’—*"\’)& \Zr‘j;,, ’s\%oj.u-. Buna gére

Y o
Q¢! ,K}/‘\jé’\:‘\ ,_x%"-'-*\f"""‘v f 4 4 f} dxf 1 - lnb-2-1al A+ 0
1 et
o x=2
\\e/k'*" = In x+2|+c
7 ¥
%%j'\\ bulunur.
R}
o )
ORNEK : f (2'”‘“1)12 dx integralini hesaplayaniz.
x—
o 2x+1 A B e
Coziim : (x_l)z_x_l-l-(x_l)z=>2x+1-A(x +8

olur. x= 1 yaziirsa 3 = B bulunur. x =0 yazilirsa
l=—A+B =21=-4A+3 =2 A=2
bulunur. O halde

x+1 _ 2 3
x-17% x-1 (x-1y

vazilabilir. Buna gire,
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24l g 2dx+f 3

w-17 7 x-1 (e 1)2
= 2lnlx-U#- +C
x-1
olur.
ORNEK : f (—-%dx integralini hesaplaymiz.
T+x°0(x-
L _x+d A B . Cx+D
ziion : (I+x2)(x—1)2— x=1 +(x—1)2+ 2241 -
{x- 1P+ 1) (xi-f- n (x- 1)2

2x+4=Ax—1) 62+ 1) + BGE + 1) + (Cx+D) (x - 1
egitliinde x =1 yazilirsa, 2 =2B => B =1 bulunur. Buna gore,
Dx+d=Ax-D 2+ 1) +x2+ 1+ (Cx + D) (x - 1)?
yazilabiiir.
x=0 igin -A+D=3
x=-ligin A+C-D=-1
x=2 igin SA+2C+D=-35

denklemleri elde edilir. Birinci ve ikinci denklem taraf tarafa toplanusa C = 2
pulunur. Ugiincii denklemde € =2 yazilirsa 54 + D =-9 denklemi bulunur.

-A+D=3
SA+D=-9

denklem sisteri ¢oziilerek A=-2, D=1 bulunur. Buna gore,
f ~2x+4 dx:f—z dx+f 1 mfzg“dx
(1+x2)x—1)? -1 (x - 1)? 2241

= 2~ l-—t +f 2x dx+f LN
x-1 2

x4+l x°+1
=-2Inix-1- xl 1+m1x2+1l+arctanx+0
2
= x+12_ 1 +arctanx + C
(-1 x-1

olur,
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. 43 2
ORNEK : [- [ B =S sTx -2x-2
X =-3x"+3x-1

integralini hesaplayimz.

Coziim : Payimn derecesi paydamn derecesinden bityiik oldugundan énce pay pay-
daya biliiniir.

Boliim 2x, kalan x*-2 ve x*-322+3x-1=(x-1) oldugundan verilen
integral,

2 3
jr=2xx_‘2dx=2 x—2dx
j[ +&—1f] x+j}x—n3

olur. $imdi son integrali hesaplayalim.

-2 __A B . _C__
x-1% -1 1Y (x-1)

-2 Ax-1P+Bx—D+C =

1

AP -2x+ D+ Bx-B+C=

x2-2 A+ (-2A+ B x+{(A-B+ ()

oldugundan

A =1
-2A+R =0
A-B+C =-2

olmahdir. Bu denklem sistemi ¢oziillirse A=1, B=2, C=-1

bulunur. Buna gére,

I:x2+f[1 . 22_ Ideﬁ
=1 -1 (-1

2 1

I=x*+inix-1- F———t
x-1 2(x-1)

olacaktr.

JUYARI : Payda (x - a)" bi¢iminde oldufunda, kesirlerin
4 4 Ay

x-a'(x-a? " (x-a)

biciminde olacagina dikkat ediniz.




L A§ag1dak1 mtcgrallen hesapiaylmz e

(b)flxl
(g)f @

._._(c)/'x+1
(d)fx +1
x —1
: +2x
® fx+1 (g)fgc+1)
Sxc+3 .- . 3x+5
()f(2x+1)(x tra) _ ()f x—x+1
N X . —_
@ f(x+1)(x+2)(x+3) (k)f(x+2)(x+1)2
x+2
@ fx 2ix (m )f(x+1)2(x+2}
X +x+1
()f i ®
(d)f x+10 (P)f 45— Tx dx
2x 4 B - 3 xi~5x§+4
JC+I --.._.'.xz
(r)f PRI (S)f( POy
® [ o [4+L 214 g

) f{x-i—l)(x +1) w )f(x D(x? +2x+1)
(y)f?)x x+1 (Z) 21’ +5x +8x+4dx

(x2+ 2x +2)?
Agagndakl integralleri Snce bir deglgkcn degistirmesiyle
rasyonel fonksiyonlann integraline doniigtiiriiniiz. Son-
ra integralleri hesaplayimz.

eldt cosy dy
(@ fezr+3.e '+2 ®) fsm y+smy 6

© fﬁ%

(d)f sin® 4o © f et Sdt
coS 9+0059 2 (em— 1)

' (m)f Elar

_ ' 1+Int sec tdr .
_(f) ft(3+2lnr)2 ® ftan 3t +tan?t

h sin®u cosu dut f e dﬂ
().[ 1+sinu @ 20

i-e
()fe de (J)f e d9
1-¢¥ e®430%42
wfihre o [y
(n) f—"x.:zldx

Agagidaki integrallere dnce kismi integrasyon ydn-
terni uygulayimz, Sonra eide edilen integralleri he-
saplaymniz.

(a) f { arctan? & (b) f t2arctant dt

.(c} fln(lﬂz)dr (c) ftzln(l+r)dt

Agafi:daki integralleri nce

e _
tanzut

déntigitmil ile rasyonel fonksiyonlarin integraline
dontigtiiriip sonra integrali hesaplayimz.,

do d6
@) f3sin6+4cos@ (b [2+si116+cos€

tan % = { diniiglimii yardimiyla

1+tan%
fsecx der=In — +C

1-—tan 7 .
oldixgunu gosteriniz. Bundan yararlanarak
fsecx dx=inlsecx +tanx| + C
oldugunu gosteriniz.

Problem 5 den yararlanarak

cscx dy=Inlcscx — cotx]+ C

oldugunu gisteriniz.
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525 TRIGONOMETRIK INTEGRALLER
Trigonometrik integraller, integrant1 trigonometrik fonksiyonlarin cebirsel komt-
binasyonlari olan integrallerdir. Bunlann baglicalar: agagida verilecektir. Her tip

drneklerle agiklanacaldtr.

j sinax sinbx dx,fsinax cosbx dx,fcosa.r coshx dx tipindeki integrafler

fsina.x sinbx dx, fsinax cosbx dx, fcosax cosbx dx integralleri

Snlaivl SN cony eosn SV sinax sinbx = %[cos (a—b)x— cos(a+b)x|
Lty (u-v),-_ Lialh oty — Coia >\
+ . ir.. :
axcosbx = |sin(a+h)x+sin{fa—b)x
i Cos oo %(&}O{UTU’) -}-&.}q(u_u)/ SHI 2[ ( ) ]

H

s ) e odav cosax cosbx %[cos(a+b)x+cos(a-—b)x}
Cosls FV ) = Cosu Cosv/=-S0u £

~ (o Casd + Sinw 51{\\/ .
_“_._,__--"

1‘9’ MR ) bagmtilarmdan yararlanarak hesaplanir.
Conn CosN = \ ( e:as-(‘/“f"-)‘}' Em(d"v)
Y [ cody ;,) ol u- ))ORNEK f sindxsin7x dx integralini hesaplayimiz.
Shyusiad =~ L

Coziim :

fsin4x sin7x dx = %f(cosfix—cosllx)dx
. 11 _ 1 )
-1 (3 sin3x——Lsinlix)+ C
= Lsinzx--Lsinitz+cC

6 22
olur.

ORNEK : f sin5x cos3x dx integralini hesaplayimz.
Coziim :

fs'me cos3x dx = %f(sin&x-ksian)dx

= %(w%cos?.x— %cost)+C

—ECOSSx—-}I-cost+C

bulupur,
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ORNEK : f cos 4x cos3x dx integralini hesaplayimz.

Coziim :
fcos4xc:033x de = %f(cos7x+cosx) dx
%(%sin'?x+$inx)+€'
1

. 1 .
—lzsm?x+5smx+c

f sin "¢kos ”@x Tipindeki integraller

f sin™x cos” x dx integralleri,m ve n dogal sayilarmin durumuna gore, farkli

yollarla hesaplanir,

(@) m tekise, cosx=t, ntekise sinx=r doniigimii ile integral, bir polino-
mun integraline déniigtir.

ORNEK : f sin’x cos?x dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : m =5 olup tekdir. cosx = denilirse -sinx dx =dt olacagindan

2
fsin4x cos 2 x sinx dx:f(si.nzx) cos?x sinx dx

fs'msx cos?x dx

H

2
j(l ~cos?x) cos?x sinx dx:—f(l -rz)ztz dt

I

f(2 sac 8y 13 25 13
f(r 56 £ 15 dr = g gl -t C

—%cos3i+%cossx—%cos7x+c

bulunur.
ORNEK : f sin?x cos®x dx integralini hesaplayimz.

Coziim : cosx in kuvveti tek oldugundan sinx = ¢ degisken degistirmesi
yapilmalidir. cosx dx = dt olacadan

fsin“x cos x dx = fsin“x cos?x cosx dx:fs'm‘*x(l —sin?x)cosx dx

= fr“(l —tz)dt:f(t4— %) gt

Ll la ~ 15, Lt
= St 7t+C-5smx 73111 x+C

olur,
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ORNEK : j sin®x cos®x dx integralini hesaplaymmiz.

Coziim : Her iki kuvvet de tek oldufundan sinx =+ de cosx =1 de denebilir.
Kuvveti biiyiik olana ¢ demek iglemi kolaylagtirr. Bu nedenle sinx =¢ déniigli-
miinii yapalim. cosx dx = dt olacagindan

fs'mgxcosaxdx-: fsi.ngxcoszxcosxdx

= fsingx(l-singx)d(sjnx)

= frg(l-rz)drzf(rg—r“)dr

ol 1 a3 A1 w0, 1 a2

= 10: 121‘ +C-103m X 125m x+C
bulunur.

ORNEK : f cos” x dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: m=0, n=5 oldugundan sinx =t degigken degistirmesi yaprimahdir.
Buna gore,

fcossxdx

fcos'i.x COSX dx:f(1~sin2x)zcosx dx

f(l—tz)zdtzf(1—2t2+r4)dt

_ 4. 243 15
=t 3t + Sr +C
= smxm%sm3x+%sm5x+c

m ve n sayilarimn her ikisi de ¢ift ise,

2)czé(l - cos2x)

coszxz—;—{l +c082x), sin
dontigiimii yardimyla kuvvetler diigiiritliir,

ORNEK : f sin“x cos®x dx integralini hesaplayiniz.

B

(1—c032x]2(1+c032x)

Coziim :  sin*x cos’x dx 5 5

]

(1-2cos2x+ 0032215)(1 +cos2x)

oo|— oo|—

(1 - cos2x - cos?2x + cos > 2x)

oldugundan



fsin4x cosZx dx = %[f(l—cost)dx—fcosZZx dx+fcos32x dx]

R 1 R 2 3
= E[x 2 stx—fcos 2xdx+jcos 2xa’x]

olur.
jcosz2xdx= lf(l-:-cl:)s-ix)abc=l(:w£sin4.x)=lx+lsin4x

_ 2 _ 2 4 2 8 ’
fcos32x dx = f(l—si.n%x)cost dxz%j(l —tz)dt

= 1 _ls)__l_- 1.3

= 2(;‘ 3r rzstx 651112,\7

degerleri yukarida yerlerine konulursa

in d 2 = i _L i _i ....l.. i l i _l in 3 )
fSlﬂ xcos"x dx= B(x 23m2x 2.76 SSH14I+ 281112.]: 6Slﬂ 2x|+C
1 _1 f 1 . 3 )
= —-—16(x '—Slﬂ4x—-—BS]Il 2x|+C

bulunur.

[ tan ™ x sec” x dx Tipindeki Integraller

Bu integraller de m ve n nin tek veya ¢ift oluguna gore, farkl: yollardan he-
“saplan. L :

(a) n gift ise, tanx = ¢ doniigiimd yapilr.
sec’c=1+tanZx ve d(tanx)=sec’y dx

bagmularindan vararlanarak bir polinomun integrali eide edilir.
ORNEK : f tan®x sec*x dx integralini hesaplayimz.

Ciziim : ftansxsec"xdx: ftanﬁxsechseczxdx
= ftanﬁx(1+tan2x)d(tanx)

fr6(1 +tz)dt:f(tﬁ+t3)dt:%t7+%rg+ c

li

%tan7x+%tan9x+c

olur.
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(b) m tekise, secx = r donilglimii yapilar.
tan®x = sec?x — 1, d(secx) = tanx secx dx
bagintilanindan yararlanarak bir polinomun integrati elde edilir.

ORNEK : f tan’x sec®x dx integralini hesaplayimz.

Coziim : secx =1 degisken degigtirmesi yapilirsa

ftansx secsxdx = ftan4x seczxtanx secx dx

(tan2x) " sec?
tan“x) sec“x tanx secx dx

2
= f(seczx— 1) sec’x tanx secx dx

It

f(rz— I)thdtzf(tﬁ— 2045 1% dt

w 17 2.5 13
= 71 5r+3:+C

= %seo"x—%sec5x+%sec3x+ C

bulanuar,

(¢©) m cift, n tek ise, tan®x =sec?x - 1 bagmtist yardumyla, integrant sa-
dece sec x in tek kuvvetlerinin toplam gekline getirilebilir. Bu nedenie 8nce sec
X in tek kuvvetlerinin nasi] hesaplandigin gérelim.

ORNEK : f secx dx integralini hesaplayéllm.

Coziim : Integrant secx + tanx ile garpilir ve boliiniirse

f sec’x+tanx secx
secx +tanx

bulunur, Pay paydanin tiirevi oldugundan integralin deferi paydanin logaritma-
sina egittir. Buna gore

fsecx dx=Inl|secx + tanx|+ C

olacaktir.



ORNEK : f tan?x secx dx integralini hesaplaymiz.
Coziim :
ftanzx secx dx=f(3ec2x— I}secx dx:fsec3x dx—fsecx dx

olur. Bir 6nceki drnekten f secx dx degeri bilinmektedir. Simdi f secx dx in-
tegralini hesaplayalim.
’ fsec3x dx:[secx sec?x dx

integralinde u = secx, dv =sec?cdx denirse, v =tanr ve du = tanx secx dx

olacagindan
_ fsec3x dx = tanx secx »ftanx tanx secx dx

tanx secx -ftan2x secx dx

tanx secx —f(seczx— Usecx dx

tanx secx —fsec3x dx+fsecx dx

bulunur. Esitlifin saf tarafinda bulunan f sec’ x dx egitligin soluna alinir ve her
iki taraf 2 ile boliiniirse
3, _ 1 ' -1
sec’ i dx = Etanx secx +§ secx dx

= %— tanx secx + %u Inlsecx +tanxl+ C

bulimr, Buna gore,

ftanzx secx dx = %tanx secx+%]n|secx+tanxl-— Inlsecx + tanxl+ C
= %tanx Secx - %]nlsecx +tanxl+ C

ohur.

f cot™ x csc” xdx Tipindeki Integraller

Bu fip integraller bundan tnce inceledifimiz f tan™ x sec” x dx integrallerinde

izlenen yolla hesaplanir. Burada
cse?x = 1 + cot®x

bagmmtisindan yararfamlir.
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ORNEK : f cot>x csctxdx integralini hesaplayinz.

Coziim : fcotax csctxdy = fcot3x csc?x csc’x dx T

1!

fcot3x(l +oot®x)escix dx

i

[P0 A== [ 1Pt

S

o o1 o6, 1 44
6 4t~1—C'— 6cotx 4t::crt x+C

olur.

Bir fonksiyonun pay ve paydas: defigskenleri sinx ve cosx olan birer polinom ise
bu fonksiyenlara sinx ve cosx in bir rasyonel fonksiyonudur denir. Omegin,

1

fx) = sin’x +sinxcos’x
sinx+cosx+3

¥ X)=
l+sinx+cosx gx)

fonksiyonlarn sinx ve cesx in birer rasyonel fonksiyonudur. Bu tip fonksiyon-
lam kisaca R (sinx, cosx) ile gisterecegiz.

| Resinx,cos) dx Tipindeki integraller

{a) R{—sinx, cos x) = ~ R(sinx, cosx) ise cosx ={

R{sinx, - cosx) = —R(sinx, cos x) ise, sin x = ¢ defiigken defistirmesi yapildi-
gmda ¢ nin bir rasycnel fonksiyonunun integrali elde edilir.

. sin®x
ORNEK : f ~————dx integralini hesaplayimz.
cos“x

(-sinx)® _ sin’x

Coziim : R(—sinx, cosx) = =— R(sinx, cosx)

COSZJC COSZJC

oldugundan cosx =t defigken degistirmesi yapilmalidir,

P ] ] 2

X . l-cos“x .

j_sm 2x = f—«—w—smz sinx dﬁx:f42 sinx dx
cos“x cos“x cosx

_ 12 _f 1V, .. 1
= -f 2 dr= (i—;i-)dt_ﬁ +C

b
= cosx+secx+ C

bulunur,



ORNEK : j cos¥x tan®x dx integralini hesaplaymiz.

Coziim ; Bir onceld Omekte verilen yol izlenerek

.5 .. 5

S X SN~ X
jcosgx tan’x dx = fcos3x S dx:f S—dx

cos”x cos“x

.2 22 2 32
/ (G0 ) / O-cos)” o g
cos x cos X

2)2 2 4
_f%dt:_fl-mzu it
t

]

= *f(t’2~2+t2) dr=%+2t—%t3+c

= ! +2cosx—lcos3x+c
COSX 3

3

= Secx+2003x—lcos x+C

3

bulunur.

(b) sinx ve cosx igaret degigtirdifinde, integrant igaret degigtirmiyorsa, yani
R (-sinx, —cosx) = R(sinx, cosx) _ _

ise, tanx = ¢ veya cotx = ¢ defigken defistirmesi yapildifinda bir rasyonel

fonksiyonun integrali elde edilir.

dx

4

5 integralini hesaplayimz.
sin“xcos”x

ORNEK : f

Ciiziim : sinx yerine -sinx, cosx yerine ' —cosx yazildiginda integrant degis-
mediginden,

tanx = ¢
defigken defistirmesini yapalim. Bu durumda

cosx= 1 , dx= 1

f
1+ 1 +42 B

dt

sinx =

olacagmdan
1
) P 4 2
f-zdx o f 21” dr:ft+2§+1dt
sin“xcos x ¢ 1 £

1+ (1)
= f(r2+2+z'2)dt:%r3+2t—%+c

= %—tan3x+2tanx- cotx+ C

bulunur.
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Asagidaki integrallen hesaplayimz.

(2) f sin3x sin 5x dx’ ® f cos 2x cos3x dx
{c) fsm Sm~—~a’x (d) fcos 3 cos—

(e) f sin S5x cost dx () f sin % cos X i
Asagidaki integralleri hesaplayimz. '

(a) fsin3x cos” dx (b) fsin4x cos®x dx
{c) fsmax cos x dx {d} fs'mzx cos®x dx
{e) fsin“'x dx H fcos4x dx

Agagrdaki intepralleri hesaplayimz.

{a} fta.an sectx dv {H ftaJ13x secx dx
(c) ftan4x sechx dx (D) ftangx secx dx
) ftan4 sec’x dx (D) 'ftansx dx
Agagidaki integralleri hesaplayiniz.

(a) fcqts_x csctx dx (b) fcotax csc x dx
(c) fcot4x cscbx dx (d) fcotgx csc’x dx
) fcol:3xcscx dx () fc0t3x dx

Asgafidaki integralleri hesaplayimiz.,
{a) fsm X dx ( fsinax cos’x dx
cos*

sin”x
()f1+cos x @ f4+cos x

{f}) fcos x tan" x dx

s X

-2
(g) f%ﬁdx
CO5™ X

(1 ftan4x cosx dx

(h) fcos4x tanx dx

10.

i1.

' [ sinx
@ f cossxdx

Agsafidaki integralleri hesaplayiniz.
(@ fsln3x cos?2x dx

(b) fsinZZx cos2x d

{c) fsinx cos>3x dx

(d fsm3(1 —x)cos (1 —x) dx
(e} fsinx sin 2x sin3x dx

¢3] fsinx cos2x cos3x dx

1 - cos2u = 2 sinu bagintisindan yararlanarak

f‘fl_— cos 4x dx

integralini hesaplayimniz.

1 + sin2u = (sinu + cosu)? oldugunu gosteriniz.

Bundan yararianarak

'f‘f1+sin6xdx

integralini hesaplayimz.

f v 1+ cos6x dx integralini hesaplayimz.,
f J/1 —sindx dx integralini hesaplayiniz.

Agafidaki integralleri hesaplayimiz.,

—dx
® f(sinx+ cosx)?

12. [ R{sinhx, coshx) dx bicimindeki integraller

tanhx =t
degisken degistirmesiyle hesaplanabilir.
Agagidaki integraileri bu yolla hesaplayumz.
dx
@ f sinhx coshx

sinhx coshx

(®) f
smh +cosh x
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526 IRRASYONEL FONKSIYONLARIN iNTEGRALi

integralinin Hesab

‘/xlax Zibxtc

Bu integralin hesabi a, b, ¢ sayilarina gore degigir. Eger b —4ac >0 ve a<0
ise karekdk ici, & bir sabit ve u bir lineer ifade olmak tizere, k2 — u? haline
doniigtiiriilebilir. Bu dummda

f = arcsm —+C
,‘— .
egitlifinden yararlanilr.

Eper a>0 ise,karekok igi #?+p veya w?—p bigimine getirilebilir. Bu
durumda

u+w|l'u +p) C

fJuT

bagintisindan yararlamlir,

ORNEK : f integralini hesaplaymz.

dx
N-xt+2x+3

Coziim : ~x? + x+3=-[x*-2x-3] =-[(x- 1) - 1-3]=4 - (x - 1)

olur, x — 1 =u denirse dx = du olacagindan

] dx =f dx ) du
N-xZ12x43 4 (x-1) N4 -1

-1

+C

arcs'm%-:» C = arcsin &
bulunur.

ORNEK : f integralini hesaplaymiz.

dx
Vax® + 4x+3

Coziim : 4% + dx + 3 = (2x + 1)? + 2 oldugundan

dx _1
'[v4x2+4x+3 f«/(2x+1)2 2 fw"u +2
in(u+wfu?'+2)+C

mn(2x+1+ax?+ 4x+3)+C

1
2
1
2

. olur,
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f S L S R, ¥ integralinin Hesab:

Nax® +bx+c

2ax +2a -
f mx+n m ax+amdx

ax? +bx+c 209 fox?vbxve

- 2ax+b _mb dx
=2 d“(" ]f

Naxt+bxvc 2019 Sl v bx+c

- g
a ax +bx+c +\n m

olur. Son integral (1) tipinde bir integraldir. Bunun nasil hesaplandigan biliyo-

mz.
3x+2
ORNEK : f —=———==dx integralini hesaplaylmz
Vit dx+1
Ciiziim :

4
2x+4-4+—=
3[ 3 4

3x+2 3
f«.ﬂ‘x Ziax+1 '[xl'x 2 v dx+1 Axt e d+1

- %f(x2+4x+1)"”2(2x+4)dx-4f

dx
Ve dx+ 1

= 3vxtedx+l —4[
1.!'(.7c+2)2

= 3/x% 4 dx+ —4ln(x+2+w/(x+2)2“3)+c
RS = 37 +ax+ 1 -alnlx+ 245 dx+ 1)+ C

olurh |
f@\&jﬁ
3) f dx
\ (prx+ Pvax’ +bx+c
Bu tip integralterde

] =
prtgq

e

Integralinin Hesabi

defigken degigtirmesi yapildifinda (1) tipinde bir integral elde edilir.
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. ORNEK:: j —— integralini hesaplayiniz.
(- 1)Vx%+3
Coziim :
a! =f=>x:—r+1.—-)dx:'_—1df
x-1 t P2

doniigiimil yapildifinda

di

& :
_ ft',;._tz___=*f_'__fﬁ__=_f
' 22+l JarZ+2r+1 132 3
*—5*—“+3 2f+-i‘ +Z
!

A f_ dw 1 /2 3
5 : " 21n(u+ u+4)+C‘
4“{ +Z

i

*%-m(zr+l+«/4r2+2r+1)+c

2

1 2 1 4 2
"2m(x—1+2+\j(x_1)2+(x~1)+1)+c

x+3+24x%+3 .

= -1
- 21“[ 2(x—1)

x+3+24x2+3

- 1
= 2].[[[ Go D) }+C1

bulunur.

»ﬁ (4 f £ dx Integralinin Hesabi

Naxt+bx+c

Bu integralde P,(x), n. dereceden bir polinomdur. @, ,(x) , 2 — 1. dereceden bi-
linmeyen katsayil bir polinom ve A bir reel say1 olmak iizere

P (x) 7 dx
—_— =0, ()vax‘ +bx+c¢ +7\.f——~—
‘/xfax2+bx+c - ! Naxt v bx+e

yazilabilir. Bu egitlikie her iki tarafin tiirevi alinir ve aym dereceli terimlerin kat-

sayilan esitlenirse @, (x) in katsayilart ile A bulunur. Geriye egitlifin sain-
daki (1) tipindeki integrali hesaplamak kalir.
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. A N )
ORNEK : - f Ax-1 gy integralini hesaplayimz.

V1-x*

Coziim :

2
X dv=(Av+ Bl 52+ [
I T g

egitliginde her iki tarafin tiirevi alimrsa

x° 3 X A
=ANl-x* - {Ax+ B} +
V1-x* 1-x2 V1-x?

P=Al - -xAx+B)+ A =

=

=DA% -Bx+A+h =

olur. Buna gore,

x* 14 7,1 dx
dx = ——xv1l-x"+=
‘['\l'l—x2 2 2 V1 -x%

——1-va -x2 +~1—arcsinx+C

2 2

%) f dx Integralinin Hesah

(x-p)"Vax*+bx+c

Bu tip integrallerde

=f =9x:p+—1-
x-p ¢

degisken degistirmesi yapilrsa (4) tipinde bir integral elde edilir.

ORNEK :

f:f dx
(x-1Pvx?+2x-2

integralini hesaplayimz.
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- Coziim :

1 =;=>x=1+l=>dx:—idt olacagmndan
x-1 t £
dt
Iz—ftz 2 :_j t dt
C (P21 242, NP+ dr+1
£ i
bulunur. Diger taraftan
{ dt dt
]-—u—zAx/t2+4t+I+?uf——~—~*—=>
N+ 4+ N2+ dr+1
B 142 A

=A +
N ar+ 1 \/r2+4t+1 \/r2+4t+1

f=At+24+A = A=1ve 24+A=0 = A=-2

bulunur. Buna gzre

f tdt =‘«h2+4r+1-2f

dt
NP dr+1 NP dt+ 1

= \fr2+4r+1w2f—df——~
e+ 2P -3

= 2+ at+ —2Ln(r+2+xft2+4‘r+1)+c
_ Vat+ 2x—~2 _2ln(2x~1+~.r‘x2+2x~2 )+C

B x~1 x-1

bulunur. $u halde

dx o Axte2x-2 2x-T+vx’+2x-2
== +2In +C
-1V x2+2x -2 x-1 x-1
olur.

(6) f x" (a + bx”)? dx Integralinin Hesab
a,be R ve p,g,re @ olmak iizere
[x’(a+bx”)qu

bigimindeki integrallere Binom integralleri ad: verilir.




Bu integraller, p, g, r rasyonel sayilarmin durumlarna gore, farkl degisken
defigtirmelerle hesaplanabilir,

(a) g tamsayi ise, r ile p nin paydalannin en kiigiik ortak ka1 & olmak iizere,

x=1£K
\e
BN \Q ~ degisken defigtirmesi yapilirsa, integral rasyonel bir fonksiyonun integraline
NG T \ L dontistir.
(on 54 -
\ L g‘f‘\‘i (b) ¢ tamsay1 degil, fakat I;—] tamsayi ise, ¢ nun paydasi n olmak iizere
\ \\L , a+xp=pm
%
\ En doniiglimii yapildiganda, rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir.
)
() gve r+l tamsay: degil, fakat r+1 + g tamsayl ise, ¢ pun paydast

1 olmak iizere

AN

ax P+ h=¢"

doniiglimii yapildiginda rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir.

ORNEK : / ¥ +2x)  dx integralini hesaplayimz.

Coziim :

g =2 olup tamsayidir. r= %

6 oldugundan x =15 degisken degistirmesini yapatum.

. p= —;— sayilarmn paydalarinin en kiigiik ortak kat:

dx = 6°dt olacagmdan

fif}”(1+2ﬁ)2dx= fz2(1+2:3)26r5d:=6j(1+2r3}2ﬁdr
- ' PP LIRP) JV I S + 125
6[( +41° 4 4% 4 =1+ 11 +t ¢
= 343,24 e 12 ars
= grorqt g C

bubunur.

ORNEK : f‘”*

dx integralini hesaplaymiz.
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Gozim: r=-2 , p=1, g=1 oldugundan

olur. q nun paydasi 2 oldugundan
3 .
15 =2 o x=(P- D = dr=6t(2-1) a

olur. Buna gore,

j_lijizﬁ'd" = fx_m(“’x”s)mdx=f(t2~ ) 26— 1) ar

312
ﬁfﬂdz=2r3+c=2(1+i/?) +C

bulunur.

- @NE/K ] 1 X dx integralini hesaplaymnz.
1 - X

Coziim: [ [ ax = 21202 ax

1-x°
oldugundan r=%, p=3,q=-7 du.
q¢ Z, "Elz%ez ve tlig=2-2-0cZ oldugundan
-1f3
x3el= = x=+7

degisken degigtirmesi yapilirsa,

- _1{8 . -172 -
fx”z(l—xs) M2 -% 1+ (1- 12) 1+

1+1
= —2 dt2=—£arctant+c
35 1+
) = 112
= ﬂ—arctan( -x) +C
3 P

bulunur.
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1.

Integralleri hesaplayarak agagfidaki egitliklerin dogrulugunu gésteriniz.

- e [T Ao aA

2,

260

x+3 _
®) f/—zmaix e 2x—2+2In{x+ 1+ /5 F 2x+2)+C

2
(c)f d’zﬂ :_m[HJx —2x+2]+c
e+ D/ x"=2x+2 x—1

(d)fx +4x? . xP+2x x+4—2m(x+ ’—x2+4)+c

Jxt+4 4
- dx _1v/x +2x_l 1
©) f(x+1)3,/x2+2x_2 (x+1)2 zarcm(x”)-;-c

116
® f/;(l ixs/;)z ==3- ixm +3arctan{xV6) + C

& fi———% ;xdx__%(1+4/-) (1+4f)

942

® f/ i) v
Agafidaki integralleri hesaplaymiz.

dx de - dx
@ f‘/xZ—Zx—S | ) f,/x2—4x+5 © f./4x2—4x+5

dx x+3 x+1

@ f—~—,721_8xw4x2 © [ o [AL

x dx 1-x : dx
© f./x2*2x+5 W f,/s P ® f(x_l)z i omt2



Y e Sy

0 f—ﬁ—"’%‘—: - mJ% J(n).f.(x+1)3ﬁ"‘—x+l
© f;;z%dx . ©® ff—fﬁz— - ) f(xﬂ)?djm'
® fx?(1.+.2'xz.)#.é;2dx (u) f% | (in) f?“"“ﬁi—x:

© [ViedE ) f/:ﬁ/f; “ B f;y(";T—fxi—zT
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L. Agafidaki integralleri hesaplaym:z.

; () f11+x
sin 2x

© f l—sm x

® [ (na?/Tr (map &
() fx5|/x3— 1dx

dx
O [3,/{1+xi2—,/1+x
)] f|/4+9x2dx

o [—E—
1+ cos X

(s) fx cosxdx

smx

!\J

dx
@ fl+2sin2x

dx
© fsinx(1+si11x)

dx
H (
_f(coszx +4sinx ~ 5) cos X

3
0[5

M f—-—vxx_ldx

©) f‘/xx2+xdx

sinx
@ _[I + sinx &

262

A
® fx/zxﬂ

cosx dx

@ 'f./1+sin2x
& f_w_,i___z_
{sinx + cosx)

Gy fsinsx Jcosx dx

x2dx
w [
() fex|/4+eﬁdx

) f cosx dx
sin®x /1 +sin*x

® fm(,/er/ﬁ)dx

Agagiidald integralleri hesaplayiniz.

dx
) fcosx+ 2sinx+5

dx
() fsh12x+tan2x

tanx +sinx
(m)fansecxm dx

dx
© ./.‘f4x—x2dx :
© [t
! J4+9¢% _
() 12 sin X cos L

x

tanx

x) f
(1 + tanzx) cos®x

o J
(©) fx,/mdx

(s) f xgarctanx dx

(u) fsinx In{tanx) dx

© f sinZi dx
1+sin"x

cosy dx

Ik
@ fsm x/1+sin”x

(n) fs'mmx cos x dx

sinx+1
®) fcosx+1dx

® f1+3\/*

dx



. Asapidaki integralleri hesaplaymiz.

(a)fz.-zdxz Z
a“sin“x+ b cos“x

(®) f1+acos¥ {a>1)

, @ b=0)

.(c) f(a s'inx'+bcosx)2- > (@20)

. attanx ..
© f 1 atanx
x = cos2t defisken defigtirmesi yaparak

Ifﬁdx

integratini hesaplayimz.

sihx - .Scos_.x = a(sinx -+ cosx) + b(t_:osx — 51nx)
e§it1i§im' saglayan a ve b sayiarim bulunuz.

Bundan yararlanarak

I= f sinx — 5cosx dx
_ sinx + cosx

integ_ralim hesaplaymz.,

Kismi integrasyon yontemini kulanarak agagidaki

integratleri hesaplayimz.

(x+1)e™* j‘ x2dx
@ f x2 @ ® (x sinx + cosx)”

& Nk In(x+ k)
fx(x+ D..{x+m) _;g( 1

kl(m—X)
olduZurm gosteriniz.

Asagdaki integralleri hesaplayimz.

(a) f 1)‘/?’4-—

()f (x+4)dx
{x— 1)(x+2)/_2+x+1

9.

16.

Asagidaki integralleri kargilarinda yazil: dontigiim-
ler yardmnyla hesaplayxmz.

(a) f,fi-!—x ‘fl X i l4x - .2

Jivx+/1-x R

) /  2-x_ .3
( ) f(x 2)2 2+x ’ 2'1'35_r
’ (C) f L) . -
| ‘/(x41)(x+2 )’ -1

inx cosx dx -1 12 .
(d)f 3 S a’cos x+bzsm2x=!
a cos x+b sin”x

— n I
(e)f‘”‘ b (ax?+b) dx, ax+~:—=t

Integrant x ve Jax?+bx+ ¢ ifadesinin bir rasyo-
nel ifadesi ise Euler Déniigiimleri denilen agagida-
ki degisken degigtirmeleri yapir:

a>{ ise, .}ax2+bx+c=r¢ x/E
c>0 ise, ,fax2+bx+c:tx¢,/5

axl+bx+ce=alx—a)@x-f) ise

‘Kax2+bx+c ={x—-0}t

Buna gore, agafidaki integralleri kargilarinda yazil
dmitgiimlere gore hesaplaymz.

(a) jﬂ fx , Jx2“2x+2=t—x
1+/x"—2x+2

dx
bf-—~—--——, v I x+l=tx—1
®) x+‘xx2—x+1 o *

Y - =l (o —
{©) fm_l, 1 (x 1)t
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Edd

‘i,_;_q .

1t.. A$a§;1daki- esitliklerin dogratugunu gosteriniz.

ax 1
(2 feaxsin"x dx= ze_'_ zsm x(a sinx—n cosx)+Mfe sin® " lx gy
: a a

m2

m—n

(!b) fcos X g cos™” lxl +m=1 {cos X g m )

sin®x (m n)sin sin”x

. 11. sorndaki bagmtilardan yararlanarak agagidaki integratleri hesaplayinz.

() fezxs'm3x dx (b) f""s X gy

smx

13. f tersi olan bir fonksiyon olsun.

14,
is.
16.

[riwa=x - [«(Ls

oldugunu gdsteriniz. Bundan yararlanarak agagidaki integralleri hesaplaymniz.

(2) f arcsinx dx Y f Inx dx

Agagidaki integralleri hesaplayimz,

A 15x2-ax—31
@) f(x Nr+dE-nw @ f(x-}-Z) (x2-1)

Asafhdald integralkeri hesaplayiniz.

@ f(x—z) X (b)f 2t ax

Agafidaki integralleri hesaplaymniz.

(a) f(3x2+6x+5)arctanxdx (b) f(x3+1)cosxd.x © fsinx In{tanx) dx



BELIRLI INTEGRALLER

6.1 GIRIS

" Belirli integral kavranu, bir y=fx) egrisi,0x ekseniile x=a ve x = b dog-

Bu boliimde, mantipa M.O. 300 yillarinda Arsimet tarafindan kurulan fakat Ma-
tematik diinyasina malolugu 16. yiizyil ortalarinda Newton ve Leibnitz tarafindan =~
gergeklestirilen, belirli integral adi verilen yeni bir integral kavrarmm vermeye- ™
caligacagiz. Daha sonra bu kavramla belirsiz integral arasindaki iligkiler ortaya
konacaktir, : .

rular tarafindan sinirlanan bdlgenin alanim hesaplamak icin gelistirilen bir kav-
ram olmakla beraber, daha sonralan birgok alanda kullanilmaya baglantbrgtir,

Simdi Argimet tarafindan ortaya konulan, bir bélgeye ¢okgensel bélgelerin alan-
lar: yardinuyla yaklasma diigiinicesine bir gézatalumn. 2

Argimet, r yaricaph bir dairenin alanm: hesaplarken o dairenin icine, kgeleri
cember iizerinde bulunan, bir n— kenarh diizgtin cokgen ile kenarlart gembere te-
get olan n— kenarli bagka bir ditzgiin cokgen cizmig; dairenin § alammn ba iki
cokgenin alanlan arasimda bir sayi oldugunu soylemigtir. Cokgenlerin kenar sayi-
st arttrtldifinda gokgenlerin alanlarimn daire alanina yaklagsacagim ifade etmig-
tir.

Igteki cokgene P,, digtaki cokgene Q, diyelim. Cokgenlerin bir kenarmmn
yarisim gren merkez agtnin 81¢iisé o, derece olsun.

o _360° _180°
" 2n T n

olur.

Archimedes (M.O. 287 - 212) Yunan Matematikeist
Gottfried Wiliielm Leibnitz (1646 — 1716) Alman Matematikgisi
Esaac Newton (1642 — 1727) Ingiliz Matematikgisi
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Alan () = 21110CI.(CBl=n r cosa, sing,

= % r*(2sinay, cosa,) = % r?sin 20,

= Z/%sin (2

180") "2 (360")
> = F-sin

H

2

ve

Alan (Q,)

2n —é— lOM] . IMN|=n.r.r tanoy, = n r*tana,
180° )
n

= nrztan(

olacafindan, dairenin S alam

£rzs'Ln(%O )<S<rz rztan(i80 )
2 n n

bagintisin saglar. Bu bagmtida n yerine ne kadar biiyiik degerler verilirse, § igin
daha iyl yaklagimlar elde edilir. Omegin, trigonometrik cetveller yardirmiyla

n=6  igin 2,598000 12 < S < 3464102 12
n=12 igin 3,000,000 * < S < 3,215390 2
n=24 igin 3,105829 12 < § < 3,159660 r2
n=48 icin 3,132629 2 < § < 3,146086 12
n=96 igin 3,139350 2 < § < 3,142715 12
n=180 igin 3,140955 12 < § < 3,141912 1%
n=360 icin 3,1414133r2 < § < 3,141672 12
n=720 igin 3,141553 2 < § < 3,141613 2

bagintilar: elde edilir. Bu degerler, bugiin ok iyi bilinen § = 1 2 sayisina ol-
dukea yakin sayilardir,

Bir egri altinda kalan bélgelerin alanlarina gecmeden Once bazi kavram ve sem-
bolleri tamtmaya ¢aligalim.




3.2 ARALIKLARIN PARCALANMASI

Integral teorisinin temel kavramlanndan biri, parcalanma kavramudir. $imdi bu
kavram taniyalim.

TANIM _
[a,b} arahigm
a<3cl%3>2< ...... <Xpa<b
"6zeﬂi§ini saglayan xi, Xy ... ,%,, hoktalan yardunryla » tane aki aralifa bo-
lelim: UygunluBunu saglamak igin @ sayistm xp, b sayisimu da x, ile gbste-
“yelim. - : S -
) P =g xR e Mgy Ko
kiimesine [¢,] aralifimn bir parcalanmasi veya béliintiisti denir.
[Xge ] s [X%a] s covevns {50 - 1%
araliklaiinia [e,b] “nin P pargalanmasina kargilik gelen kapali alt aratikiari,
(Xor X0 s (X3 Xg), -0 (Kgp, Xp)
araliklarna da aglk. alt _m__'ahldarl ady verilir,
Mo =x— a1
sayssma [x. .y, x] arahgmin boju veya Olgiisti denir. Alt arahklann boy-

- larinin en bityiigiine P parcalanmasmun normu veya maksimal ¢api denir,
1Pl ile gésterilir. Su halde,

1Pl = maks {Ax;, Axs, ..., A, }

_dur. Eger tiim alt araliklann boyian birbirferine egit ise bu parcalanmaya

difzgiin parcalanma ads verilir.

- Yukartdaki tanimdan da anlagilacag: gibi, bir [4,5] aralifinin sonsuz goklukta

parcalanmasi vardir. Bu pargaianmalardan bazilarini karstlagtrrmak miimkiindiir.

TANIM
[a,h] arabgmn iki parcatanmasi P, ve P, olsun. Eger P, — P, ise P,
parcalanmasi P, den daha ince veya daha siknr denir,

ORNEK : [1,2] arah@min iki pargalanmasi

42 (337
R LR

olsun. Bu iki pargalanmay1 ve bu pargalanmalarin normlarm kargilagtirimz,
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Goziim : P, < P, olduundan Py, Py den daha incedir. |P=1,|Py=1
oldugundan, [P]| =P, dir.

;E Bir [a,b] araliinmn Py, Po, ...... , P, pargalanmalan igin,
PicPyc...... c P,
ise
PPIZIR) = .. > [P

olacag agiktir. Yani parcalanma inceldik¢e normu kiigiiliir. {lPl nin sifira yaklas-
mas1 demek her bir alt aralifin boyunun sifira yaklagmasi ve dolayisiyla alt ara-
hiklarm sayist olan » nin simrsiz olarak biiytimesi yani, +% degerine yaklagma-
s1 demektir. Bunun kargatt dofru degildir. Yani n — +o olmasa IIPIl nin sifira

yaklagmasini gerektirmez. Ornegin,

el
parcalanmasi gozéniine aindiginda Ve =2 igin HP]lz-;— olur. Dolaysiyla
n— +o icin [IP}= % #0 dir. Efer P parcalanmas: diizgiin ise bu taktirde
Pl - @ <= n— +x
Snermesi dogrudur.

I -
ay, ay, ..., a, sayilarnin toplamu, kisaca, Zak sembelii ile gdsterilir. Buna gore,
k=1

]
Zak: QG+ 0+ .40,
k=1

olacaktir, Burada Z , toplama sembolii olup "sigma" diye okunur. Bu sembaoliin
sadladifn cebirsel kuraflar gunlardir :

n

D E(ak +by)= Zaﬁ Zbk {toplama kurali)

k=1 k=1 k=1
n n n
) Da-b)=2,8- ) b, (eikarma lural)
k=1 k=1 k=1
" n
3)  Dca=cya, (c herhangi bir sabit)
k=1 k=1
"
49  De=nc (c herhangi bir sabif)
k=1 A Y

Bu bélitmde kullanacafirniz temel toplam formiitleri agagida veritmistir. Bunla-
nn dofrulugu tiimevarim ydnterni veya bagka cebirsel yontemlerle gdsterilebilir;
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y=f{x)

a X1Xxp X3 XgXs b ;
Alt toplam

¥=f(x)

a X1 Xy X3 .t4;fs b x
st toplam

y=f@)

a X3 Xy x3x4x5b x
Riermann Toplarm

{x%, olarak(x, _ 1% 1

aralifinin orta nektalan

alinugtr

ORNEK :

il

a) Zk=1+2+3+ ....... + 1
k=1

nin+ 1X2n+1)
6

------ el

b) 2k2=1+22+3?'+‘..‘.+r12=
k=1

o D P=1+24 3%
k=1 '

1 1 1 . n
@) Z:k(k+1)‘.12+2.3*""+n(n+1)“n+1

10
D (3k*-2%) toplamum bulunuz.
k=1

10
Coziim : DBk -28)

k=1

i0 10
3) k-2 0k
k=1 k=1

- 3’10.11.21u2.10.11

6 2

=1155-110=1045

>&TAI\«T[M o
f [a b] — R fonksiyonu surekh o]sun [a b] a:ahgmm '.
P {xp: Xq, .. ,x,l} parga]amnam igin.
M =maks { fix): x; sx=x}

mk =min {f{x) Fe] S *f-xk}

olsun
A(ﬁP)':kaAxk ve UP)= EMkAxk_

'toplanﬂanna sIrasl Jle, f fonks1yonunun P pargalanmasma kar§1hk gelen
_alt top]arm ve iist toplarmi ada verilir. .
%¢ 5 [¥ieq » %] alt arahgimda almen herhangi bir nokta olmak iizere

R, P)= E-ﬂx,,*)axk

toplammna f fonksiyonunun P pargalanmasina kargilik gelen bll‘ Riemann

Toplamu denir.

Riemann teplam:, x;r. noktalarmin segilisine baglhdir,




-t

Il}!

132
2
Py icin alt toplam

jly

13 2 &
9

Py igin st toplam

1 2
P igin alt toplaim

B

1 Z2

5 icin dst toplam

Her P parcalanmas i¢in
Alf.P) < R{f,P) = U(f,P)
olacag agiktir.

Kolayca gosterilebilecegi gibi pargalanma inceldik¢e alt toplamiar artar, dst
toplamlar azalir. Baz: fonksiyonlar icin iist ve alt toplamlar fark: sifira yaklagir
Bu durumda U(f, P) , A(f.P) ve R(f,P) toplamlari aym bir { sayisina yaklagir.

fix}) > 0 oldugunda, y = fx) egrisi, Ox — ekseni, x = a ve x = b dofrulan
arasinda kalan bolgenin alaru alt ve iist toplamiar arasinda bir sayidur.
ORNEK : f(x) = x2 fonksiyonunun F :{1, 3—2} parcalanmasmea kargihk geler

alt ve iist toplamlarum bulunuz. y = 22 egrisi, Ox — ekseni, x=1ve x =2 dog-

rulart arasinda kalan bélgenin alam hangi sayilar arasindadir. Aynr sorular

Py= {1 i g Z 2} parcalanmas: icin cevaplandinimz.

Coziim : f(x) = x> fonksiyonu [1,2] arahiginda artan oldugundan B
aralifinda en kiigiik degerini x, _, en bilyiik degerini x, noktasinda ahr.

A(£P)=F .G +7 D £ T 4pchy L

1(,,25,9 49\ 63
1+= —=
4( 6 + 16) 35 = 1,968

olacafindan bolgenin § alam igin

1,625 < § « 3,125
yazilabilir. P, par¢alanmasi icin

A(ﬁP2)=f(1)%+f(%)—}l-+f(%)+f({1i)%

_1(,25,9 49)_63
'E(I TR TR Rt
ULP)=FCPp+F () +f s @

4
L 25,2,4, 0.8
—4(I+16+ +16+4 32__2';'18

olur. Buna gére,
1968 <S5 <2718

yazilabilir,

Yukandaki érnekten de goriildiigii gibi par¢alanma inceldikge alt toplam artmak-
ta, iist toplam azalmakta, dolayisiyla her ikisi de Riemann toplanuna yaklasmak-
tadir. EZer alt ve tist toplamlar ayn1 bir [ sayisma yaklagirsa Riemann toplam
da ayni I sayisina yaklagir.



6.3 BELIRLI INTEGRALLER

TANIM

Iugilimo Eﬂx" )Ax" =1
limiti varsa, bu lmnte f nin @ dan b ye kada: mtegrah denir ve

f fx) dx

- ile gosterilir. Bu durumda f, {a,b] iizerinde integrallenebilirdir denir.

Yukanidaki limit gu anlamdadir,. -~ -

Ve>0 igin 36 >0 Oyleki IIPIl <8 bagmtisim saglayan herbir P parcalanmas:
igin ’

E ﬂx}:‘ Yax, - I|<e
k=1

olur,

- } .

ORNEK : j{; x%dx integralini hesaplayniz.

Coziim : [0,1] arabim egit uzunlukly n pargaya btlelim. Bu duromda herbir

alt arahigin boyu

1-0 1
iy

birim olur. Paralanmanin noktalan .

=0, ==, Xp=, HE=oo, wx =1

olacaktir. [x,_y,x,] arahgnda fonksiyon en kiigiik degerini x,_,, en biiylik de-

" ‘gerini x, nokiasinda alir. Buna gore,

. n 2 .
AGP) = Zf (% lﬁxk kE}(*"’l) 711—

"

L3 - 1= e 2t (- 1)
n

LT |

_ e-1pn-1) _ (n-1D2n-1)
on° 6n*
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H

D7 yan= 2 ()L

k=1

vi.py

_ I 12;? 1 n(n+ D2+ 1)

kinz n;;— n 6

_ (e D2ns 1)
6n”

olur. 3u halde

{(n—1X2n-1) <REP)S n+ D2n+1)
6n* ’ 6n°

yazilabilir. Pargalanma diizgtin oldugundan
PNl >0 ¢ — o0

dur. Buna gore

lim (- V@r-1) lim RGPS lim. (n+D2n+1)
#—oo 6n* 6n?

%sf é—:)fxdx_—

bulunr,

Simdi integrallenebilen fonksiyonlar karakterize eden teoremi ifade edelim:

TEOREM 6.1 : f:[a,b] > R fonksiyonu simrh olsun Jfuin (a,b] iizerinde
mteg;ra]]enebllu olmas1 19111 gerek ve yeter sart, her £>0 icin,

Zf(f P) - A(f P) <g (Riemann gart)
kalacak sekilde [a,b] a:ahgmm bir P pargalanmasinin varolmasidir,

$u ana kadar tamdifumz fonksiyonlarn hemen hepsi integrallenebilen fonksi-
yonlardir. Integrallenebilen fonksiyonlar ile ilgili detayl bilgileri [1] ve [2] kay-
naklannda bulabilirsiniz. Bu konada agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

- TEOREM 6.2: f:[a,b] iizerinde simri1 bir fonksiyon olsun.
@) # siirekli ise integrallenebilirdir.
(b)“_f pargah stirekli ise mtegralleneblhrdlr

©f monoton. veya iki mornoton fonksiyonun farkli geklinde yazilabiliyorsa
integralenebilirdir. “~~.__




integrallenemeyen baz: fonksiyonlar da vardir. Ornegin [0,1] tizerinde

x rasyonelise

Rx}= {

0, x irrasyonel ise

bigiminde tanumlanan fonksiyon integrallenemeyen bir fonksiyondur. Gergekten
[a,b] aralimin her P parcalanrasi igin

: ] " o
A PY =D ax,= ) 0.1, =0
. k=1 k=1

L] ]
OGP = D, Myax,= ) Loy, =1-0=1
k=1

k=1

olur. & = % alinirsa U(F,P) — A(f,P): =1 olup e= % den kiigiik kalmaz.

UYARI : Integralm varhifi bagka gey, degenmn bulunabilmesi bagka geydir.
Omegin f e dx integrali vardir, zira * * stirekli bir fonksiyondur. Fakat bunun

degeri elemanter yollardan bulunamayabilir.

" Simdi belirsiz integral ile belirli integral arasindaki iligkiyi veren teoremi ifade ve
ispat edelim.

&TEOREM 6. 3 (Integral Hesabm Temel Teorerm)
' f [ab] uzcnnde mtegral]ene.bﬂen b1r fonkmyon olsun.
Herx e (a,b)igin CE

Fl:(x) :ﬂx) .

. olacak bigimde siirekdi bir £.: [a,b] —>R fonks_iyqnu_va.rsa,

a Lﬂx)’dx=F(b)—F(a) -

| - dur. Bu esittige Newton = Leibnitz Fotmiilii adi verilir.

fspat : {ab] arahifmn herhangi bir parcalanmasi P = { xq , Xy, ..., X,} olsum.
Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi geregince . ~ \
Clog) ~Fla

(X =)
olacak sekilde en az bir &, & (x_;,X,) noktas: vardir. Hipotezden, F '(x} = fix)
oldugundan, herbir k=1,2,....n igin

-t
Fn)~Flu_ ) =F' &) Ge=%t) T {FL) =
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F(xk)“F(xk_i):ﬂéQ)Mk

olacak bigimde en az bir §, € (x,_,,x,} vardir. Buradan
D TF ) - Py = 2 (&) o
E=1 k=1

yazilabilir. Birinci tarafta gerekli sadelestirmeler yapilir ve x, = a, x, = b
yazihrsa

F(b)-F(@)= D, f (§)ax,
k=i

elde edilir. f integrallenebilir oldugundan lIPl — 0 icin sagdaki toplam f nin

[a,b] arabifindaki integraline yaklagir. Sol taraf ise P parcalanmalarindan ba-
gimsizdir, Su halde

5
F(b)—F(a):L fx)dx

olur,

NOT : F'(x}=flx} esitlifini saflayan F fon]gsiyonunu bulmak demek f nin belir-
siz. integralini bulmak demektir. Su halde [ Sx)dx integralini hesaplamak icin
dnce f Rx) dx belirsiz integrali hesaplanacak sonra bulunan F{(x) ifadesinde x
yerine dnce b tist s, sonra g alt simr konulacak ve F(b) - F(a) farki hesapla-

nacaktir. F(b) — F(a) ifadesi F(x) | biciminde de gosterilebilir. Yukandaki F

a
fonksiyonuna f nin itkeli de denir,

Zaman zaman kargilasacagimiz iki integral soyle tanimlaner.

TANIM .
- Integrallenebilen f: fa,b] = R fonksiyonu igin
1) | fde=0

| 2)/: ﬂx)dx=_.£}(x)dx ._ ”

Simdi yukandaki teoremin basit bir sonucu olan bir teoremi ifade edecepiz.
Bu teoremin ispatt gok kolay olduBundan, bir alistirma olarak okuyucuya
biralalmagtir,



‘TEOREM 6.4 :
f [a b] de mtegrallenebﬂen bn‘ fonk51yon olsun.
(1) Intcgrahn degen mtegrasyon deg1§kenmden bag1m51zd1r yani

L' fooydx =fa f(t)’dr: o fa fdz
ve c € (a.b) igin .
@ f fode=[ ﬂx)dx+f s

Cdir

1 ’ .
ORNEK : fa x*dx integralini hesaplayimniz.

3
Coziim : F(x):fxzdx=-‘x§—
olacagindan

12 x3
--fo”x:T

olur.

"P0

1
o 3 3 3

mi2 '
ORNEK f cos>/?x sinx dx integralini hesaplaymiz.

512

Coziim : F(x)= fcos x sinx dx--°—°55?~2—x=—-§—coss"2x
oldugundan
' ‘PR T

j; cos?x ginx dx=—-§—coss’(2x . =—%.0 +—§-.1 = %
olur.,

b
f fx)dx integralini hesaplamak icin, tiirevi f{x) olan F(x) fonksiyonunu bulup,
2]

F(b) ~ F(a) farkim olugturmak gerekiyordu. Integral degisken degistirme yonte-
miyle hesaplanacaksa, degigkenler degistirilirken, eski defigkene donmek is-
tenmiyorsa, integrasyon sinirlarim da degistirmek gerekir. Omegin:

&
[ #at gax
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integralinde g(x) = 1 deZisken degigtirmesi yapildiginda f Ffu)du integrali elde

edilir. Bu yeni integralin smlar, u = g(x) esitliginde x yerine a ve b yazilarak
elde edilen g(a) ve g(b) sayilandir. Buna gére,

O o5
[ rewemas= [ foan
’ .a. - o Vgla) . )

ofur.

Eger integral kismi integrasyon yontemiyle hesaplanacaksa

b

Y
fa' v(x}du(x)

a

b
: _L w(x}dv(x) = u(x_)v(_x)

bagmtisindan yararlamier.

wf2
ORNEK : f Ls'xz—dx integralini hesaplayniz,
©  I+sin‘x

Coziim : sinx =u denirse cosx dx = du olur,

x=0 igin u=sin0 =0, x:% icin u=sin%:1 olacagindan
RI2 1 1
f ——z—dx = f Z:arctanu
0 1l+sin’x 0 1+p 0
= arctan] — arctan = = - Q= X
4 4

bulunur,

ORNEK : fo x cosx dx integralini hesaplaymniz.

Coziim : » = x, dv=rcosxdx denirse du = dx, v = sinx olur. Buna gire,

n N
~fos'mxdx

T
]ﬂ xcosx dx = xsinx
0

n
wein - 0.8in0 + cosx

B

j¢]

cosm—cosl=-1-1=~-2

It

olur.

Simdi, integrallenebilen bir f fonksiyonunun bazi tzelliklerini veren teoremi
ifade ve ispat edelim.



o

_ TEOREM 6.5 _
 : f [a b} uz.ennde mtegrallenebllen bir fonkmyon olsun. .

(1) Hcrxe[ab] 1gm j’(x)zO ise, jﬂx)dx>0 die, -

j(x)dx| j f{x)]dx dir

Ispat :

(1) f(x)=0 olsun. f integrallenebilir oldufundan

Zf xk Axk—[ fxydx

Do “~

 dir. Toplamdaki herbir terim pozitif veya sifir olacafindan L DAL >0 ve-
e Do k] o s,JIk.{#) =

b

j Fx}dx =0 olur.

(2) Ifx)] + fix) = 0 oldugundan
b b

(ol fyasz 0= - [ e < [ 1ol

olar. | fx) - fix) =0 oldufundan
b b
Juoi-rn)azz 0= [ foax= | It

bulunur. Bu ve yukaridaki egitsizlikten

V:ﬁx)dx sfab | Aol dx

bulnnur.

TEOREM66._. .

fil-aa]l - R fonkmyonu surckh olsun.

(b) f gift fonksiyon ise f f(x)dx 2 f fodx
dir. -
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ispat :

I= ff(x)dx f(x)dx+f Fx)de= I+I olsun.

I mtegrahnde x=—f deg1§ken degigtirmesi yapiiirsa, integralin deferi degiskene

bagh olmadigmdan,
I =f_(:ﬂx)dx:~jjﬂ . r)dt:f:ﬂhx)a!x
bulunur, O halde
1= [ o= [ e s [ 00= [ 1= 4 p0)an

olur.

(@) f tek oldugunda f(-x) = -Ax) olacaBindan
I= /ﬂx)dx f [-flx) + flx)] dx dex 0

bulunur.

(b) f cift oldufunda f—x) = flx) olacagndan
I=j:aﬂx)dx=fﬂ [Ax) +f(x)]dx:2f0 Fx)dx

bulunur,

3
ORNEK : /= f X COSX_ ¢ integralini hesaplaymiz.

* 1+sin'Cx
Coziim :
- }a.cos(—x) X cosx
fl-xy=l2x — ——fx)
1+sin]°(—x) 1+sintx

oldugundan f tektir. Su halde = dur.



6.4 INTEGRALLERIN TOREVI

Simdi integrali almadan tiirev almamtiza imkan taniyan bir teorem verelim.

TEOREM 6.7: ._ |
f:lab] — R fonksiyonu integraflenebilir olsun. [g,b] iizerinde
Fo= [ o __

: a RN .
egitligiyle tanumlanan F fonksiyonn f nin stirekli oldugu her noktada tiirev-
lidir ve IR :
Fe)=f)

" dir.

Ispat : f fonksiyonu x noktasinda siirekli olsun />0 icin

1 X+.'.'I X ’

1 f - f POt
h a, ) o

1 I'}'Iﬁ

};{ [ o dt} -

1 x4+ | Xkt .
olur. 4 f . .dx = loldugundan fx)= " f . f@ dr yazilabilir.
X . ) v X —

e

11

F(x+h!2 “F@ a0

Bu durumda
F(x+h)—F(x)_ B _I_ x+ 0 _lfx+h
EGrW=F@ o= 1 poar-4 [ s

1 X+ h
LI [ -slar

hj,

I

olur. Her iki tarafin mutiak degeri ahmr_s_,a;‘

=L [0 -se0ldf

yazilabilir. f, x noktasinda stirekli oldufundan Ve > 0 i¢in, 35 >0 oyleki

x+ 4
A it

It —xl < d gartim saglayan her ¢ € [a,b] icin |ff)- Ax)<e kalir. h <8 segersek,
lr—xl < d olacafindan

Flx+h)~ F(x) — fx)

1 X+ N
Y <Ej; cdi=g

bulunur ki, bu
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lim

Flx+h) - Flx) _
b 0" h —ﬂJC)

oldugunu gsterir. Eger h <0 ise, benzer yolla

lim M:ﬂx)
h— (X h

oldufu gisterilebilir. Bu iki bagmtdan
F(x) = flx)

bulunur.

ORNEK : F(x)= fo _e’zdr olduguna gore, F{x)=e denkleminin kéklerini bu-

lanuz.,

Coziim ;

Fixy= e olacagindan PPN x’=1=x=+1 olmaldrr.
y=Afu), u=g(x) oldugunda, zincir karalindan

ey _dy du_ o
y—dx—du.dx—f(u).u(x)

yazilabilir. Buna gore,

(X 1 {x)
F(x)= f ”f(r)dt ise F’(x)zi— f Fde=f w{x)). 1'(x)

olur, Eger
a v(x)
Glx) = fv “ jﬂt)dt ise G'(x)= %{— fa Fi6)) dt] =—f (v(x)}v(x)

olur. Diger taraftan

Hix}

SO fv( ;f(r}dn f u{;‘%r)dt

yazilabileceginden

d 10x) R TP .,;_- T g
T vmﬂr) dt =f (u(x))u'(x) - f (V) v'(x)

olur. Bu bagintiya Eeibnitz Formiilii ad: verilir.
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3.5 ORTALAMA DEGER T

ORNEK : F(x)= fx in()ar icin F'(x) nedir?
Ciiziim : Leibnitz formiiliinden
F(x)=sin{x*) 2x - sin (x3.1
=2x sin (x*) - sin (x?)
bulunur.

- N U S S
ORNEK : lim — dt="1

x=0,2J00 g4,

Coziim : Verilen limit 0.  belirsizlifine sahiptir. L’Hospital kuralindan

X 2 2
1 2 L f a f
im — df = lim—1tl _pjm X+l
x~0,2J0 44 ¥=0 52 -0 2x
= lim—2>—=0
x~02(x4 4 1)
bulunur.
EOREMLERI

" Bilindigi gibi a;, @5, ..., 4, sayilannn aritmetik ortalamasi

sayisidir. Bir [a,b] aralif iizerinde tanimli bir fonksiyon, genel olarak, sonsuz
coklukta f{(x) degeri aldifandan, bunlarn aritmetik ortalamasini bulmak bu kadar
kolay degildir. '

Bir fonksiyonun bir arahiktaki ortalama deferi kavramum vermeden, belli bir-
aralikta Slciilen sicakliklann ortalama deferini bulmaya cahgalim. 24 saatlik bir
zaman aralifinda, havamn sicakltfi

T=f1), O=t=24

ile verilmis olsun. [¢t=0 gece yaris, t = 24 ertesi giiniin gece yarisim goster-
mektedir)] Birer saatlik aralarla f1), A2}, ...... , 24) sicakliklan 6lgiilmiig
olsun, Bu sicakhklarin ortalamasi, & = ¢, olmak lizere,

24 24
L3 =L
=g /0= 55 2060

olacaktrr, Bger s6z konusu giin n egit arahifa boléiniirse, ortalama sicaklik

- 1%
T=g 200

k=1
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olur. n ne kadar bisyiik secilirse ortalama sicaklik gergek (esas) ortalama sicak-
Lifa o kadar yakin olur. Buna gére ortalama sicakhk

T= lim IZﬁ(tk

H—~co Fl

olacaktir. a =0, & =24 ahnirsa, 24 saatlik zaman % saatlik alt araliklara bi-

lineceginden

24 _b-a
M

yazilabilir. Bu durumda

leIZf(q l i) i:ﬂtk)b—a

T
H—to R n wn b-af n

b ~ lim Z fa)ar,
yazilabilir. Son toplam bir Riemann toplamu oldufundan
5
_ 1
=71 f Aot

olur. a ve b yerine deferleri konursa, o giiniin sicakhik ortalamasi

1 “
= f(t)dr
butunur. Buna gbre bir fonksiyonun bir araliktakj degeri, fonksiyonun o
araliktaki integralinin@raligm boyuna oram olarak tanimlanabilir. -

TAN[M

f fonk51yonu [a, b] arahgmda mteoralleneblhr olsun. y = f{x) in {a,b] ara-
higindaki ortalamast

ey o

sayisidir,
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;:
esitligi
b ' ~
[ roax=5 6~

yazildifmda su geometrik anlam ¢ikar : Pozitif bir fonksiyonun alunda kalan
alan, eni £ —a, boyu y olan bir dikdarigenin alanina egittir,



ORNEK : f(x) = x* fonksiyonunun [0,3] arahfindaki ortalama degerini
hesaplaymiz.

Coziim :
3 33
“__L_f Qg b X 27
=3k X FT3 3,79 3
~ olur. .
TEOREM 6.8 :

S, [ab] tizerinde Sﬁrékli.ise [a,p] aralfinda

oo 1 f
F@ =t [ poan

olacak sekilde en az bir ¥ sayis: vardar.

Ispat : f,{a,b] de siirekli oldugundan en biiyilk ve en kiiciik degerini {a,b] deki
noktalarda alir. Fonksiyonunun en bilyiik degeri M, en kiiciik deferi m olsun.

[ab] de m=fic), M=fd) olacak sekilde ¢ ve d noktalan: vardir. Buna gire
Vxe [@b] igin
m= flxys M

yazifabilir. @ dan b ye kadar integral alinirsa
b
mb—ay= ] Sfx)dx = Mk —a)

bulunur. Her iki taraf & — a ile boliinitrse

1

b
b_afaﬂx)dx =M

mz=

esitsizligi elde edilir. $u halde
msy =M

olacaktir. Siirekli fonksiyonlarin ara deger tecreminden, [a,b] aralifinda
F&x)=y

olacak sekilde en az bir x noktast vardr.
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ORNEK : fixy =mx + n fonksiyonunun [a.b] aralifandaki ortalama degerini
"bulunuz. Fonksiyon bu ortalama deferi [a,b] aralifinin hangi noktasinda alir?

Coziim :
- 1 b 1 x2 ’
v =5, (”“”)f’“b—_";(m?*”ﬂ
= _1___(£ 2 b T2 )
il 2b+nb 2& na
= L |m_ -l .
= b~a[2(b ayb+a)+nlb a}] 2(b+a)+n
olur,

a+b

m§+n:%(b+a)+n = x=

bulunur. $u halde f{x) = mx + n fonksiyonlar ortalama degerini, [a,b] araliinm
orta noktas olan 2 b noktasinda almaktadir.

ORNEK : Taban yarigap1 3, yiiksekligi 2 birim olan bir dairesel dik koni tepesin-
den y birim vzakta, tabanina paralel bir diizlemle kesiliyor. Elde edilen dairesel
kesitin alaninin ortalama degeri nedir?

Coziim : Benzerlikten

r_J ¥

=L =L

3712 4

olur. Kesitin alam 0 = y = 12 olmak iizere,

2
emrlegl2) 1 2
Aly) = nr ‘.'L'(4) lﬁny

- olur. Ortalama alan

_ I 12 11 12 1 5 12
A0 b AP T Y Ve, =

bulunur.

Simdi, Ortalama Deger Teoreminden daha genel olan bir teoremi ispatlayahm.



TEOREM 69: o
fveg, [ab] iizerinde aym igaretli ve siirekli fonksiyonlar olsun. [a,b]
araliginda - C S S o : .

b b
[ s ax=sio [ swras

olacak §elci1c_ie enaz bir ¢ noktast vardir.

Ispat: f nin [a, ] arahfnda aldif) en bliyiik deger M, en kiigiik defer m olsun.
Bu takdirde her x € [a, b] igin m <f{x) = M olur. [a,b] de g(x) =0 olsun.

Bu takdirde
- mg) <fx) g() = Mg(r)
yazilabilir. (g(x) <0 icin bu egitsizlik ters doner.) Buradan
mj:g(x)dxs Lbﬂx}g(x)dxi M f:g(x)dx
bulunur. Su halde m ile M arasinda Gyle bir k vardir ki
j; ’ fx)glx)de=k fa ’ glx)dx

olur. f siirekli oldugundan m ile M arasindaki her degeri en az bir kez alr.
Dolayisiyla fic) =k olacak gekilde en az bir ¢ € [a,b] vardr.

ORNEK :

1 4
x"dx 1
{1+x%

oldugunu gosteriniz.

Coziim : fx) = x, g(x):x—3

5 almirsa, [0,}] de
1+x*
f‘ ﬂqf _APdx _c
0 (1+ch4)2 U'(1+x4)2 8

olacak gekilde bir ¢ sayist vardir. 0 < ¢ < 1 oldugundan

bulunur.



1. Integral tanimindan yararlanarak agagidaki integralleri hesaplayiniz.

1 1
a) f xdx h) f e* dx
[ 0

Agsafidalki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

b

3
a)f Jrriax=1 b)f x/T+ade=t2
1]

off a0 [l e

Fi3
{2 2 T T 2,2
53] cot (x+-—)dx=2—— f-———————
0 4 S 2 g -1/t+2

) f) HE-f ) [, F
o xt+1 16 2 J54+4x—x

3. Asgagidaki integralleri hesaplayiniz.

. | g
a) fsmxdx b) ’ 2sec”x dx
0 0
1-/x fl x dx
d dx —_—
) ]j /E ®) 0 2243+ 2

h)./{; -ﬂﬂ%— I)_/:Ktanxdx
4

S "X+ CO5 " X

dx tan X
) f1+/m b j;; 7= tanx &
9.) ./:21 Ix|dx ) f: ::cll—x'2 dx
2 ' 3
9 [ lallzlas o [ llallas

) f‘e sin(lnx)dx ¥ f1“5 ‘z‘e - dx
1

X
e*+3
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(S E5)

C)dex

N[H

z
C)F sin®t dt
g
{6
f)f Jx—2dx
2
a./3
p [
m [ Talas
0.
1
p)f x sgnx dx
-1

T
t)_/; 34+ 2cosx

dx
2 L 1 +x52

Ri4 )
c)f tanx sec xdx=§
0

=2(/2-1) e)frr

h)./;

Jx
1+ /x

z
1 ./-T sin”x dx=%
0

1

cos /1
/W"” 2/2(/2-1)

dx=2n2 -1

i
2 .
¢ f; (8y”+ siny)dy
T

U

0 ‘/15+4'
i)} ./;7 .
n) Liﬂx]]dx

4 2
r)f sgn(x®—4x+3)dx
0

P

ey
u)fo J4—x2

i
dx
7 _ax
) .ﬁ.‘ 1+a’sin?x



=9

-

16.

f:ﬂxﬂdx+'/j [-aldx=a—b

oldugunu gbsteriniz.

Her ne N igin
j" ldy= M1
0 2

oldufunn gosteriniz.
9

fo WWildr=13

oldugunu gisteriniz.

Asagidaki integralleri besaplayinez.

2
a) jn lx* - 3x2 + 2x]dx

n
b) f_|§os3x|dx

tntegratlenebilen bir f fonksiyonu igin
b 1
f fxydx= (b_a)f{} Fla+(b-ayx]dx
i
oldugunu gosteriniz.
Integrallenebilen bir f fonksiyonu ve k=0 icin
b Ly
|, Fooax |, 55 )as
oldugunu gosteriniz.

w=1—x degisken degistirmesini yaparak,

m,ne N icin
1 1
jﬂx"(l - x)"dx= fo(l - x)x™ dx
oldugunu gisteriniz. Bundan yararlanarak
1
[a-0a

integralini hesaplayiniz.

11.

12,

T
2
©) j{; cos" x dx

13.

14,

15,

i6.

x =sinu degigken degigtirmest yardimmyla
1 -’2‘— '

jﬂx’”(l —xz)"dx=]0 sin® x cos2"* Lx dx

oldufunu gosteriniz, Bundan yararlanarak
1 .
f %3 (1 —xz)wdx
0

integralini hesaplayimz.
Asagidaki integralleri hesaplaymiz. (n € N)

b F
7. e
a) ju sin?*x dx b) fc2 sin”x dx

o
2
d) fn cos ¥+ x dx

n
_[ leos® x + s‘uf":ciabnc_:—1—03£
-

oldufunu gosteriniz.

Herne N icin

1 Nt 22"(;‘1!)2
j; t-%) = G 1))

oldugunu gosteriniz.

x= % -t degisken degistirmesi yaparak

x 3.2
f2 sin“ x de="
0

3«Jsin2x +3wfcos?'x 4

oldugunu gosteriniz.

x =~ ¢ dontigiimiinden yararlanarak

f" X sinx dxH—Ti
0 Jl+sin’x 4

olacagim gisteriniz.
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17.

18.

19,

200

21.

22,

288

x= 1 igin 1 +x* < 2x* esitsizliginden yararlanarak
3
N R ar<2.7

oldugunu gosteriniz.

x=1 icia

.1.‘1 X
a) f —a‘tS[ dt

1 ¢ I
b) O0<slnx=sx—-1

oldugunu gbsteriniz,

4=<x=5 jse
S5<x=6 ise

2x )
U :{20 “ox

6
fonksiyonu icin f4 flx)dx integralini hesapla-

yumuz.
ﬂx)_{lx—Zl » —22x=1 ise

Ik, 1<x<2 jse

2
fonksiyonu i¢in f 2f(x)«ix integralini hesaplayiniz,

O=sx<1 igin
0 <sinx < x egitsizlifinden yararlanarak

i
< inxtde < L
a) O_IG sinx dx_3

oldugunu gosteriniz.

x20 igin 0= sinx<x egitsizliginden yararlanarak

—j xsinx dx=0
a—-U'

oldugunu gosterinjz.

23.

24,

25,

26.

7.

a >0 ve f fonksiyonu [0.a] iizerinde siirekli olsun,
1} u=a-x defisken defigtirnesini yaparak

fc ﬂx)«ftf‘;c)z -x) f_M

Fx)+Ra-x)
oldufunu gosteriniz.

fx a
i) f f&x) +fRa- x)dx 2

olacagm gisteriniz,
1
x4 dx

iti) _
0 x4y (1- x)"'

integralini hesaplayimz.

Sikrekli bir f fonksiyonu icin

A f(x)dx=f_2f(—x)dx

oldugunu gosteriniz.

1
fo Ax)dx =13 diir. f nin tek veya ¢ift olusuna gére

0
f 1 flx)dx integralini hesaplayiniz.

[

oldugunu gosteriniz.

ﬂx+ C)dx

Periyodu T olan bir periyodik f fonksiyonu ve her
k tamsayist icin

Lo o

olacagim gdsteriniz.

. Agafida verilen fonsiyonlarm karglarmda yazih

araliklar iizerindeki ortalama degerlerini bulunuz.
Fonksiyon bu ortalama degeri hangi noktada alu?

a) =201, I=1-1,1]
b) flx) =cosx, I=[0,2a]
) fy=1-22, I=[-11]
o) fl=32_2x+2, I=j02]



. -2
29. f Flx)dx =4 olsun. [1,2] arahfnda flc) =4 ola-
1

“cak gekilde en az bir ¢ noktasimn varhfin gos-
teriniz.
"30.- Agagidaki fonksiyonlann tiirevlerini hesaplayiniz.
x.
~ a) F(x):f' t(1+t2)%ar
0
0
b) F(x)=ftsint dt
2
c) F{x)=ftsinr dt
0

. . oy \
¢) .F(x):f CteoostTdr
1.

) F(x)=fx STt

2
cost. dif

sinx

e) Flx)=

'31. Asafdaki egitsizliklerin dogrulugnnu gésteriniz.

2
< X" gx<
.-f0_1+_x10_.<

2
o
ol

32. Siirekli f fonksiyontt i¢in f(2) = 3 olduguna gore,

lim —= fxf(i‘)dt
x—2%"2 fy '

limitini hesaplayimz.

o X 1 e di‘.{
Y i
3!z]f-nohx utSl+u

limitini hesaplayin:z.

2

X
34, f fOHdt=xcosx
0

oldufuna gire f{4) kagtir?

35,

36.

37,

38.

39.

&, '
f t°dt =x cosZx olduguna gore, f{4) nedix?
0

m>2 igin

1 Y
'2_<'/{; 1—xm<"€

oldugunu gosteriniz.

0 a b

ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip y = f{x)
effrisinin A ve B noktalarmdaki tefetleri birbirine
paraleldir. -

b fx)
T ®

integralini hesaplayimz.

ay y=f()
. _
I.—“h;/
P
o[ 1 3 *

Sirekli tiireve sahip ve grafigi yukanda verilen f
fonksiyonu icin

SM_[’@
_/;xdx]xzdx

ifadesini hesaplayiniz.

Yaricap: 3 birim olan kiire,
merkezinden x birim uzak-
likta bir diizlemle kesili-
yor. Dairesel dik kesitin
alammmn ortalama deferi
nedir?
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1.

!\)

f: Ix*lae=5-/2-/3

oldugunu gosteriniz.

Herne N igin

7 .
" -4+ 1)
_[g ﬂﬁﬂdr_—ﬁ-_

oldugunu gisteriniz.,

a) Her ne N igin
_ 2., aln—0(2n-1)
A

oldugunu ghsteriniz.

by x= 0 icin
f(x)=j: leh?ar

bigiminde tanimlanan f fonksiyonunun [0,3] ara-

a) Sirekli bir £ fonksiyonu icin,

z .
fz f(sinx)a'.x=./;2 Flcosx)dx
0

olacagum gdsteriniz.

b) Bir siirekli ve tek f fonksiyonn igin
£
f Sfleosxydx=10
0

olacagim gisteriniz.

‘c) Bir stirekli ve ¢ift f fonksiyonu icin

290

Z
fﬂf(COSx)dx= 2fjf(cosx)_dx
0 0

oldugunu gésteriniz.

I

2 b+x 5 _
5. ﬁcosxmmdx—o

2
oldufunn gdsteriniz.

Sitrekli bir f: [a,6] — R fonksiyonu icin

b
f Sx)dx=10

ise {a,b) aralifinda flc) =0 olacak gekilde en az bir
¢ noktasinm varhgun gosteriniz.,

f ve g, {ab] iizerinde stirelli iki fonksiyon ve

fa ’ fya = f ’ g )dx

olsun. [a,b] de fic} = g(c} olacak §ekilde en az bir
¢ noktasinm varhigimni gésteriniz.

X
= {° acossx+bsin3xdx.
0 cosx +sinx ’

L 3 3
;_/'2 asin’x+bcos x
0 sinx -+ cosx

olsun,

I=7=%(a+b)(m~1) oldugunu gosteriniz.

d Inx

—_ . =1 i
@ Jo fF)yde ise

fix) nedir?



10. f:[0,1] —» R fonksiyonu siirekli olsun. Agagrdalq

11.

12.

13.

’ 2 sinx.cosx dx = i n
2 2 2,2
¢ glcos’x+bisin’x a —b

-oldugunu gosteriniz. Burada a ve b sifirdan ve bir-

_ bagmtiiann dogrulugunu glsteriniz.

':'a) f f{smx)d.x fo(smx)dx
_-b)'_fo- _"xf'(si.nx)dx=§£f(.smx).dx

-.ffc) jjf(smx) f(cosx)d_x= 0

f-xsmxdx _-752
‘/3+31nx 12

-.oldugunu gﬁste_nm_z.

Ag.acrldakl e§1t11.k.lenn dogrulugunu gbsteruuz

a) f x'sin®x dx=0

: . "1 - cos X )

o [ eann [ e
- -1 0

i3

a
b

birlerinden farkl: reel sayilardsr,

14. f: R —» R fonksiyonu siizekli olsun. Agafidaki

esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

o [ swas= [ Tro)+se-0)ax
o [ fetan=2 [ rePa

o [ xreds=0

—d

15. f, esas periyodu p olan bu periyodik fonksiyon

olsun.

P
fo f(x)dx—nfo P

olacagim gosteriniz.

16. Her m reel say1st icin
"

2z sin™x _
. D i [Z] dx -
0 sin"x+cosT X

oldugunu gosteriniz.

NG

17. fx _dar  _E
ooy 12

denklemini ¢oziinkiz.
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ARSIMET (M.O. 287 ~ 212)

Argimet, M.O. 287 yilinda Sicilya adasiun Sirakiiza
gehrinde dofmugtur, Argimet’in Sirakiiza kral II. Hi-
eron’un akrabasi oldufiu sanilmaktadir. Béyle olmasa
bile kral tarafindan korundagu bilinmektedir. Bo ne-
denle Argimet, parasal bir silanti gekmeden, zamamm
ilme verme firsahm bulmustur. Argimet'in zekasim
gok erken yaglarda farkeden babasi onu yGnlendirmne-
yi bilmigtir.

Argimet, daha sonra Misir’in Iskenderiye kentine gi-
derek Oklit'in derslerine devam etmigtir. Burada bil-
gisini geligtirdikten sonra, iilkesine dénmis, tldiiriil-
diigi giine kadar kendisini iilkesine ve ilme vererek
aragtiralar yapnustir,

Yunanhlar ve ortagag araplar Argimet’e kars:1 son de-
rece saygih davranmuglardir, Onlar Argimet’i tim
alimlerir bagi, en bityiik geometricisi olarak goriiyor-
Iard:. Gergekien Argimet gelmig gegmis en biiyiik iig
matematikgiden biridir. Bunlar sirasiyla Argimet,
Newton ve Gausstur.

Argimet’in yagamu ve §liimil haklunda destan gibi ya-
zilrmg kitaplar vardir, Matematikte oldugu kadar, me-
kanikte gehmis gecmis en bilyilk dahilerden birisi de
yine Argimet’tir.

n ve Hamilton gibi, hesaplarina daldif
zaman, yemeklerini bile unutup yemezdi. “Bir cisim
yerini defigtirdigi sivi hacminin ailif kadar agirh-
£mdan kaybeder” sonucunu veren iinki bulusunu
yapugi giin banyosundan digan firlamus, sokaklarda
¢iptak olarak kogmugtur, Bu onun sivilar igin baldugn
birinei kanundu. Bu bulugun ilging &ykiisii fen &ret-
menleri tarafindan &grencilere anlatilmaktadir.

Argimet'e mekanik ilminin yaraticisi goziiyle bakilr,
flkel insanlarda bile, bir tagi veya agir bir cismi yerin-
den kaldirmak veya yuvarlamak igin sopalar kullan:!-
mugir, Fakat yine evrenin bu gizli summ kaldirag ka-
nunlartyla ilk kez agiklayan yine Argimet olmugtur.

“Bana istedigim szunjuk ve saglamlikta bir qubuk ve
bir dayanak noktas verin, diinyay1 yerinden oynata-
yun.” sdzit ona aittir.

Dairenin alani, gemberin vzunlugu, kifrenin yiizey ala-
m ve hacmi ilk kez yine Asgimet tarafindan bulunmeg-
tur. 5 say1sinin hesabi yine ona aittir.

Alan ve hacim hesaplaninda buldugu yéntemier uzun
yillar kullanilmmgtir. En karmagik efrilerle siurh bél-
gelerin alanlan ve yiizeylerle simrl bélgelerin hacim-
leri onun bu buluglan ve yontemleriyle hesaplanmg-
tr. Hatta Newton’a integral kavramy fikrini Arsi-
met'in bu yéntemnleri vermigtir,

Argimet, dairenin gevresinin capina boliimii olan it sa-

Yistun buIIunmasz hakkinda bir yntem geligtirmig, bu

ile 31—- arasinda oldufunu gastermis-
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tir. Aymt zamanda karekokierin yaklagik degerlerini
bulmak igin yontemler geligtirmistir. Bu yéntem,
devirli ondalik gésterimleri bulan Hint’lilere ilham
vermigtir.

sayimn 3

Argimet, Yunanlilarin matematigini geride biraknus-
tir. Ciinkii Yunanhlar herbir sayiy1 bir gekille gosteri-
yorlardi. Argimet pratik olmayan bu gosterim yerine
yeni bir numaralama sistemi buldu. Bu sistem saye-
sinde istenildigi kadar bliyiik sayilar yazilip séylene-
biliyordu.

Argimet M.O. 212 yihnda Sirakiiza’y1 iggal eden
Romal askerler tarafindan oldiriilmiigtiir,

Insanlar rakamlara benzer, bulunduldar: yere gore deger kazanr.

Napoleon BENAPARTE




~ INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

7.1 ALAN HESABI

y=f{x)

Integrallerin Geometri, Fizik, Miihendislik ve Istatistikte cok genis uygulamalan
vardir. Bu boliimde, bu uygulamalardan bazilarina yer verecefiz.

f, {a,b} arahginda bir siirekli fonksiyon olsun. y = fix) efrisi,x =a, x=25
dogrulan ve Ox— ekseni tarafindan simrlanan blgenin alammi bulaiim. Bu alan,
[a.b] aralifinda f(x) in igaretine gore dedisik bicimlerde hesaplanur.

(1) {ab] araliginda fx) = 0 olsun. [a,b] arabfinm bir pargalamgim

P = {XgXy5ere X,y ile gbsterelim. x; e[xk_l,xk] olsun, Hesaplanmas: istenen A
alani, yaklagtk olarak eni Ax,, boyu fx}; ) olan dikdértgenlerin alanlar toplanuna
egittir. Su halde

Az ) Fos)ax,
k=0

yazilabilir. Ax, lar ne kadar kiigilk secilirse yaklagiklik o kadar iyi olur. Buna
gire,

= Lim Zf(xk Jax,

A0 =

yazilabilir. Sag taraftaki limit £ nin [a,b] lizerindeki integrali olacafindan,
s

bulunur.

(2) lab] arapinda  fix) =0 ise, sozkonusu dikdorigenlerin boylart
- fix; ) olacagmndan, alan formili

b '
A= [ -foyax
geklini alacaktir,
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(3)  Eger f fonksiyonu [a,b] aralifirun bazi yerlerinde pozitif, bazi yerlerinde
negatif ise, fonksiyonunun pozitif ve negatif oldugu bolgelerdeki alanlar ayn ay-
11 bulunup toplanr. Omegin f fonksiyonu (a,c) de pozitif, (¢,b) aral:ifinda negatif
ise,

A=ch(x)dx+fcb—f(x)dx

olacakfir,

Yukaridaki tiim alan formiillerinin hepsi bir tek formiille

b
A= f |fol dx
biciminde verilebilir.

Benzer gekilde, x = u (¥} egrisi, y=c, y=d dofrulan ile Oy- ekseni tarafindan
siurianan diizlemsel bélgenin alam

d
A= [ Woay

‘olacaktlr.

ORNEK: y=2x° egrisi, x = 3, x = 6 dogirulan ve Ox— ekseni tarafindan
smarfanan biélgenin alamm bulunuz.

Coziim : Sozkonusu alan Ox— ekseninin tist tarafinda bulundugundan

[}

=72-9=63

A:f;f(x)duf;c?dx:f; 3

birimkare olur.

ORNEK : Dérdiincii bslgede, y = x° — 3x efiris ile Ox— ekseni arasinda kalan
bblgenin alamm bulunuz.

Cozitm : Alam istenen bélgede fx) = O oldugundan

¥} ¥}
A fo—f(x)du-fo (x* 3% dx

43

:_(EH?_):E br?
]

=(L3_)
4 2/ 4

4 2

olur. .



le
y=x2-dx+3

ORNEK: y=2x2-4x+3 egrsi, x=2, x=4 dofrulan ve Ox— ekseni
arasinda kalan bélgenin alanim bulunuz.

Coziim : [2.3] araliginda f(x) < 0, {3.4] aralifinda f{x) = 0 oldufundan
3 4
A= j; —f(x)a'x-t-j3 Fxydx

3 4
= ufz(x2—4x+3)dx+ fz(xz—4x+3)dx

olur.

ORNEK: y=2x’egrisi, y=1, y=38 dogrulan ve Oy- ekseni tarafindan
smerlanan bdlgenin alanini bulunuz.

Coziim:  y=ix* =x=y"Bolur.

B

8 8
A f,”@’)dy=f1 y”ady=%y4”

1

{t

3 45 2
-1)= -
4 (l6-1) 2 bi

bulunur.

ORNEK: vy =% egrisi, x=1 ve x=1t (z=1)doprulan ile Ox— ekseni

arasinda kalan boigenin alanms bulunuz.

- Coziim @

I
A:A(r):f] Lax=1ld [ =Ins

olur. §u halde herbir t sayrsma pozitif bir A(z} sayist kargilik gelmektedir. Bu alan
In¢ oldugundan, logaritma fonksiyonu integral yardimiyla ve dolayistyla A(7) aia-
nt yardumyla da tammlanabilir. A{7) alanina ¢ nin dogal logaritmas: denir. Loga-
sitmamn dzellikleri bu alanm dzelliklerinden elde edilebilir. Ornegin A(1) = 0
oldugundan

inl=0,
Afe) =1 oldufundan
lne=1

ofur.
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72 IKi EGRI ARASINDAKI ALANIN HESABI

¥

f(x;)

glx,

('J’ =fx)

-y =g (x)

296

f ve g, [ab] aralifinda stirekli iki fonksiyon ve P de [a,b] nin bir pargalanmast
olsun.

(1) [a,b] aralifinda fix) = g(x) ise, dikdortgenlerin boylan f(x} ) - g(x} ) olur,

Dolayisiyla y = fix), y = g(x) efirileri ile x = a ve x = b dogrulan arasindaki alan,
yaklagik olarak,

A= [Fed)-ge)] ax,
k=1
olur. P pargalanmasi ne kadar ince alinirsa, bu deger gercek alana o kadar yakin
olur. Pargalanmanin normu sifira yaklastigimda sag taraftaki ifadenin limiti
Sx) — g(x} in integrali olacagindan

© ph
a= [ [76-g0)]ax

bulunur.

. (2}  [a.b] aralfanda fix) = g(x) ise, dikdértgenlerin boylan gy Y- FO)

olacagindan
b
A= [0 1) x
bulunuz.
(3)  [ab] aralifimn bazi yerlerinde f{x) < g(x), baz1 yerlerinde f(x) = 2(x) ise,

dikddrtgenlerin boylarr bazt yerlerde f(x} ) g(x} ), bazt yerlerde g(x} ) - f(x})
olur. Dolayisiyla | Fe)-g(x) | olur. Buna gire sézkonusit olan

& o o .
A= [lro- g

olacakter.

Su halde [a,b] arahiinda file g nin durumlan ne olursa olsun, y = Joxh vy = glx)
efrileri ile x = a, x = b dogrulan tarafindan sumrlanan diizlemsel bélgenin alant

A= [ - 509 |ax

olacaktir,



Bu alani hesaplarken gu yolu izlemekte yarar vardir :

. (1) y=fx,y=gk) egrlerile x = ¢ ve x = b dogrulan ¢izilip alam istenen
y yEf) bolge belirtilir.

{2) Béolge i¢inde kalacak gekilde Oy— eksenine paralel bir gerit ¢izilir,
{3)  Seridin iist ucundaki ve alt ucundaki egrileri tespit edilir.
(4)  Ust ucundaki egriden alt ucundaki egri gikartiip Yoq ~ Yar farks bulunur.

A = (5) Bulunan fark a dan & ye kadar integrallenir; yani
y=g )

Y= & (%)

b
A= j‘; (yi.isf —'yafr) dx
integrali hesaplanir.

ORNEK : y=x?+2,y= 2x—x? parabolleri ile Oy— ekseni ve x = 3 dogrusu
1y =x2 42 tarafindan sinirlanan bélgenin alanm bulunuz.
Coziim :

Yo =X +2,  yu = 2x—x? oldufundan

3
A:./:(yﬁg—yak)dx=-/; 2+ 2-2x+x2) dx

x g 3
=f (2x2—.2x+2)dx=lx3—x2+2x’
0 3 0
=18-9+6=15
birimkare olur.
by yex? ORNEK : y = x? ve x = y* parabolleri tarafindan simrlanan bblgenin alanin
=X .

bulunuz.

y=Vx  Coziim:  Once parabollerin kesim noktalarim bulalim.

=x? 2
{zﬁ;myz(yz) =y=y'=y=0 vey=1bulunur. y =0 igin x=0,

y =1 i¢in x = 1 olacajmdan, egrilerin kesim poktalar1 (0,0) ve (1,1 dir.

1 1
A=[0 (Jx_vxz)dlexm—%s _

1 2
3 =3 b

olur,
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y=3x-x?

¥y=x

\ 2
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ORNEK: y=3x- efrisiyle y = x dogrusu arasinda kalan bélgenir
alanimi bulunoz.

Cozitm Egrilerin kesim noktalarini balahim,
B-Pex=r-=0= x=—7, 5,=0, ;=2

olur. Soldaki bélgede tistteki egri y = x, alltaki egri y = 3x — x* diir. Ikinci bislgede
fistteki egri y = 3x - x%, alltaki egri y = x dir. Dolayisiyla

0 fZ
A:_L}r:T (x—3x+x3)a[x+f0 (3x—x3—x)dx

&

0 7
:Lﬁ@ﬂaﬁm+ﬁ 2 - 53) d

2

4
2 X
./EHJl 4 )0

Q
4

_fr 2
—(4 x°)

=1+1=2

br? olur.

ORNEK : y=x, y=2/x eBrileriile y=x dogrusu arasinda kalan bél-
genin alanin: bulenuz,

Coziim: y=x ile y=+x, 00)ve (1,1) noktalarinda y =x ile y=2%
de (0,0} ve {4 4) noktalarinda kesisir.

Birinci bolgede iistteki egri y =2+/x, alttaki eri y =+/x dir. Ikinci bolgede
istteki epri y=2+/x , alttaki egri y = x dir. Buna gére,

1 4
A=A1+A2:fo (2ﬁ-ﬁ)dx+f] @2~x - xydx

3 2
i,?_iJ
+[3l 2

1 4

_2,11_5

;36 2

5 2
:;x?'
3

]

br? olur,

Benzer gekilde, 2 ve k fonksiyonlar [¢,d] izerinde siirekli fonksiyonlar ise,
x=h(y), x=ky) egrileriile y=c ve y=d dogrular arasinda kalan bél-
genin alani

d
A= [Io)- ko ay

olur. Integrali hesaplarken sagdaki egriden soldaki egri cikariimahidir. Bu durum-
da mutlak degere ihtiyag kalmaz. - O halde

d
A= L(xxag - x.mf) dy

olacaktir,



¢ J":f} (x)

'_ %31 x)

ORNEK : x =2y dofrusuyla x =8 —3® eprisi arasinda kalan bolgenin alanni
bulunuz.

Ciziim : Dogru ile egrinin kesim noktalarim bulalim. x=8 —y? de x=2y ko-
nursa

2},:3_},2=:;.ﬁ+2y—8=0=:»y1=—-4a Y=2

olur. x; =2y, =8, %= 2y, =4 olacagindan, dogu ile edri (—8 ,—4) ve (4,2)

noktalarinda kesigir.

L,

N o y3 2
2 2z
=L(8-J’ _—Zy)dy= 8y-=7 -y

=36 b’
4
olur.
ORNEK : Bir bolgenin alt ve tist sinirlarim olugturan y = f(x) ve y = g(x) egrileri
icin fx) — g{x) = ¢ > 0 dir. Bu egrilerle x = a ve x =5 dofrulan tarafimdan

sinirlanan bélgenin alamm bulunuz. Buldufunuz bu sonucu yorumlaymiz.

Coziim :

-A:fjﬁx)—g(x)]dx:Lbcdx:cLbdx:c(bua)

olur. Bu, eni b — @, boyu ¢ olan dikddrtgenin alamndan bagka birsey degildir. Su
halde bir bslgenin alt ve iist simrlar: arasmdaki fark sabit ise bu bdlgenin alam
eni ile boyunun carpimina egittir.

Bu zelligin genel hali, integral kavram bilinmedigi halde 1635 yiimda Cavali-

-eri tarafindan ortaya konmugtur.

1. CAVALIERI PRENSIBI
Eger iki bélge - {a,b] aralifmin her noktasinda aym yhksekhge sathse bu iki

hélgenin alaniar egitiir,

Cavalieri prensibi integralin gok basit bir uygulamasidir. B, bdlgesi y=fi(x),
y=g,(x) egrileriile x=a, x=25 dofrulan tarafindan simrlanan bolge, B, de
y =), = gx) egrileriile x =a, x =05 dofrulan arasinda kalan bélge
olsun. Her x € {a,b] icin

0 - g1(x) = (%) — g2(x)

" oldugunu kabul edelim.

Alan (B))

Jlrw-awlas = [[n0-g@]a
Alan (B,)

olur.
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7.3 PARAMETRIK DENKLEMEERI VERILEN EGRILERIN SINIRLADIGI BOLGELERIN ALANLARI

g ve it tiirevlenebilir iki fonksiyon olinak iizere,

x = g{?)
y=h(t)

parametrik denklemleri ile verilen bir C efrisi,x = a, x=5 dogrulan ve Ox-
ekseni tarafindan sinmlanan bdlgenin alamm hesaplamak igin

A=fblyldx

olan formiiliinii t cinsinden ifade etmek gerekir. y = (), dx = g'(H dt olur t
nin a ve b ye karsilik gelen degerlerine, siras ile, £, ve ¢, denirse

1a
A= f; )] g dt

olur. Benzer gekilde verilen egri, y = ¢, y = d dogrulan ve Oy— ekseni tarafindan
sinirlanan bolgenin alam, #, ve &, ¢ ve d sayilarna karsilik gelen parametreler

olmak iizere,

fy
A= f; |8() | (D) dt

//“)- : %}?{w/, olur.

//gk“; . Xx=gacost
PN by ORNEK : {y - bsing parametrik denklemiyle verilen elipsin (elips tarafindan
¢evrelener boigenin) alamm bolunuz.,
5 Coziim : Once elipsin dortte bir pargasimn alanim bulalm.
x=0 igin :=g, x=gqign ¢=0
olacagindan

0 .E
A=4j; b|smt[.(—aslnr)dt=4abf02 sin®z dt
= _

xz kil
=4asbj2 1zcos2t 2ab(t——1~s'u12r)1?'=n0b
0 2 2 0

br? bulunur.
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y C) +¥ ) Y

4
o 17 CD/?

y=1

2/ b : I;_
y=cos?x - p N .\ 5n 14/.
: 7

- =x\‘\ X Oé =.—x2 =Cosy
e % |
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3 Agafida denklemleri verilen egri, dogrular ve Ox—
ekseni arasinda kalan kapali bi!gelerin alanlarim

bulunuz.

(8 y=x*+2x, x=-1,
M y= ¥-x, x==2,
(¢} y=cosx-sinx, x=0,

€} y=4x-x* x=1,

(d) y=tanx, x=—%,
(&) y=sin?xcosx, x=%,
it y=ﬁ, x=1,

V)

x=1
y T
3
x=2
1
6
i
4
x=3

4. Asafida denklemleri verilen efiriler ile Ox-ckseni
arasinda kalan bdlgelerin alanlariar bulunuz.

(a)
(b}
(c)
(d)

5. Asafida denklemleri verilen epriler tarafindan si- _

y=2x—x2
y =25 -7
¥y =6x-x*

=|,}'4—x2

W) y=+,
H =x
(m) x=y,
() x=y-2y-2,
(©) y'=3x,
® y=x,
p) Y =6x,

y =32 -x*
x=)y" -8

x=32-y

x=4+y-2y
3 - 2x
2 o

¥ =2x-3)
x2 = 6y

6. Asafida denklemleri verilen dogru ve egriler tara-
findan sirlanan bélgelerin alanlarim bulunuz.

mielanan bélgelerin alanlanim bulunuz.

(@) y=, y=8-x*
® y=x*, y=x

() y=x3, y=2x—x*
© y=é~x2, y=4—%x2
@ y=+, y=32/x
© y=x, y=x"4

) y=x+3, y=11-4
(8 y=x+x, y=3l-x
) y=x3+1, y=@+1)
) y=x4_—4, y=73x

iy y=2, y.2x3+x2 2x

G y=x2, y=¥x
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VL](a) y=x, y=x

\,\(S(b) y=x, y=2x
(€) y=2x, y=5x-3
) y=xt+1, y=2x+9
@ y=4, y=4
€ x=3?, y=x-2
f y=2x-5, y=x—4
(g) x=4y?, x+12y+5=0
hy x=y%, x=4
© »= 12, y=%x2

T+x

Asaida denklemleri verilen efiri ve dogmlar tara-
findan symirlanan kapali bélgelerin alanlarmi bulu-
nuz, ' '

(@ y=x+4, y=x-2, x=-3,x=0
-1 1 1
(&) Y= Y=y, X=5, x=2
x
© y=2*, y=x, x=-2, x=~1
© y=x*, y=—1, x=-1, x=2

d y=x, y=—-x, y=x+6
© y=x+2, y=-3x+6,y=1 Q-2

) y=4-lxl, x=-2, x=2, ¥»=0



8.

9,

10. -

y = x* denklemli parabol, bu parabole (1,1) nok-
tasinda teget olan dogru ve Oy- ekseni tarafindan
smirlanan bdlgenin alanm: bulunuz.

¥ = x* — x egrisi ile bu efriye x = -1 apsisli nokta-

da teget olan dogru arasinda kalan bolgenin alamm

bulunuz.

2
+ y_2 =1 eizpm tarafmdan smirlanan bblgenin

kg
o] %]

L a b

11.

13.

14.

atamnz buluniz.
k e N olmak iizere, y = x* fle y = x**! egrileri veri-
Liyor. Bu f?ki egri arasinda kalan bolgenin alam A(k)

> A (k) ifadesini bulunuz,
k=1

olsun.

b
\ A ) B py=x
y=1

]

O

Sekjldek_l y = x2 parabolii ile y = 1 dofrusu arasinda
kalan bdigenin alam p, AOB ticgeninin alam g ol-
duBuna gbre, p: g nedir?

(y—x)? =13 egrisiyle x = 1 dogrusu arasinda kalan
bolgenin alanim bulunuz.

y = 22 parabolii ile y = x + 2 dogrusunun kesim nok-
talarL A ve B dir. Paraboliin, AB dofrusuna parale]
olan teFetinin degme noktas: € oldufuna gore, pa-
roboile y = x + 2 dogrusu arasinda kalan blgenin
alaninin ABC iicgeninin alanina orani nedir?

15.

16.

17.

18.

20./

'y ¥y

y2=x(-1Y

r=2

Sekildeki tarali bolgenin alanim bulunuz.

y = —x% — 2x + 3 parabolii, bu parabole (-2, 3) nok-
tasindan cizilen tefiet ve y— eksem arasinda kalan
balgenin alanim bulunuz

a?y? = 12 (a? — ¥%) efrisi tarafindan siirlanan ka-
pal1 blgenin (ilmegin) alanin hesaplaymzz.

[ x=acos’, ' y=asin’t
astroid egrisi tarafindan sinirlanan bdlgenin alamm
bulumzz.
=g (t—-sinf), y=a{l-cosh

sikloid egrisinin bir yay ile Ox— ekseni arasmda
kalan b&lgenin alamna bulunuz,
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74 HACIM HESABI

Bir kat1 cismin hacmini, integral yardimiyla, cesitli yollardan hesaplamak miim-
kiindiir, Bu yontemlerden figiinii bu kesimde vermeye calisacapiz.

74.1 KESIT YONTEMI
ﬂgbboyutlu uzaydaki bir D bilgesinin (cisminin) gu 6zelliklere sahip oldugunu
kabul &delim :

Cisim [a,b] arali tizerine yerlestirilmis ve bu araliktaki herbir x noktasinda Ox—
eksenine dik olan diizlemle cismin A(x) arakesiti x in bir siirekli fonksiyonudur,

P ={x, x;, ..., x,}, [a,b] aralifimn bir parcalanmasi ve x¥ , [x,._,, X,] araliginin
herhangi bir noktast olsun. Her x} noktasindan x eksenine dik olarak cizilen
diizlemler D cismini n pargaya boler. Her parcacifin  hacrmi, yaklagik olarak
A(x) kesit alanr ile Ax, yiiksekliginin (kahinliginm) carprmina egittir. Dolayisty-
la D bolgesinin V hacmi igin

VAR A,
il
yazilabilir. P ne kadar ince secilirse, yaklagikiik o kadar iyi olur. Buna gére

V=Hm ), AG ax,

A~ k=t

('{f; :A(;D

—— e T

yazilabilir. Sagdaki toplam bir integral toplam oldugundan

bulunir,

ORNEK : Tabant, bir kenan b birim olan bir kare ve yiiksekligi  birim olan pi-
ramidin hacmini bulumiz.

(6ziim : Piramidi, yandaki gekilde oldugu gibi, Ox— ekseni iizerinde [0,%] arah-
fina yerlegtirelim, Cismin Ox— eksenine dik diizlemlerle arakesiti birer karedir.
Apsisi x olan noktadaki kesitin (karenin) bir kenart ¢ birim olsun.

l—:i:t:-b_x

b h h

olacagindan kesitin alant

A(x):t2=%x2

olur, Buna gore,

olur. O halde bir piramidin hacmi, taban alam ile yiiksekliginin carpunnin iicte-
birine egittir.
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ORNEK : a yarigaph bir kiirenin hacmini hesaplaymniz.

Coziim : Kiirenin merkezinden X birim uzaktaki dik kesitin alani A(x) olsun. Bu
kesit bir daire olup alam

: Afx) = 702 = 5 (@ — x7)
: birimdir. Buna gore,

v=j: A(x)dx::'tf:(az—xz)

"y

L] 4 s
=—T4a
s 3

3
=n(a2x—£'3~)

olur.

Eger hacmi istenin cismin Oy eksenine dik kesitlerinin alant bilinivorsa [¢,d}
aralipina yerlegtirilen cismin hacmi

d
V= j; Aly) dy
olur.

y ORNEK : Yandaki gekilde verilen cismin Oy- eksenine dik diizlemlerle arake-
sitleri birer yanm dairedir. Bu cismin hacmini bulunuz.

Ciziim : Ordinati y olan noktadaki kesitin alam

A=A mat=Zmlt) =Ty

clacagindan, cismin hacmi

1 1 .
= = Efay=E

birimkiib olur,

Dénel cisimlerin hacimlerini hesaplamada belli bagh iki yontem vardur. Jimdi bu
yontemleri verelim.

7.4.2 DISK YONTEMI y = fix) efrisi, x = @, x = b dogmlan ve Ox— ekseni arasinda kalan B bolgesi
Ox— ekseni etrafinda dondiiriildiigiinde meydana gelen ddnel cismin hacmini
bulalim.

la,b] arahgmdaki herhangi bir noktada dikkesit alindafinda dik kesit daima bir
daire olur. Dik kesitin alindift nokianm apsisi x ise dikkesitin alani

Ay =n{fix))*, asxsbd

ty y=Fix)

olur. Kesit yntemine gére, cismin hacmi

.
ven [ [ ax
a
birimkiib olur.
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Benzer gekilde x = g(y) efrisi, y = ¢ ve y = d dogrulan ile Oy— ekseni tarafindan
sinirlanan bélgenin Oy— ekseni etrafinda déndiirlilmesiyle elde edilen dénel cis-
min hacmi

d
ven [ o) &y

olur.

ORNEK : y= % efrisi, x=1 ve x = ¢ dofrular: e Ox ekseni arasinda kalan

y
bolge Ox— ekseni etrafinda ddndiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmini
bulunuz.

Coziim:
¢ 1 €
0 * V:nj; 1_—dx=fclnbcl = b
I
olur.

ORNEK : y = Inx effirisi, x ekseni, v ¢kseni ve y = 1 doBrusu arasinda kalan
\ - bblge Oy— ekseni etrafinda dondiirtilityor. Meydana gelen donel cismin hacmini
¥ y=lnx  bulmnuz.

Coztim 1 y = Inx <> x = e¥ dir.

1 5 1 ” 1 ,
V=nf0 [f(v)]'dy=ﬂf0 (ey}-dymfc e dy

| _ T 2T 3
0_2(.«3 1) br

2?1:.%3

olur.
[a,b] arabfinda O = g(x) <f{x) olsun.y = f{x), y = g(x) eprileri,x =avex=h

dogrular: tarafindan siirlanan diizlemsel blgenin_Ox= i_etrafinda don-
mesiyle meydana gelen donel cismin hacmi

]}
14 :rcfa [f?(x).- g*(M)ldx.

o — 5  olacakur. Bu, ABFE bblgesinin dénmesiyle elde edilen hacimden ABCD bol-
gesinin dénmesiyle elde edilen hacmin gikarilmasindan yani

n‘[ﬂbfz(x)dx—nj;bgz(x)dx

farkindan bagka birgsey degildir.
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¥

\ﬁx}=b+v‘az—x2
b

iR
\

743 KABUK YONTEMI

le

£

L]

8l

glxj:b-vVa2 -2

y=fx)

ORNEK : y = 2/x, y = x* efrileri ile x = I dogrusu tarafindan simrlanan bol-
genin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmi-
ni bulunuz. '

Gozitn -
V:nf][(ZJx Y (2] dx |
)

1 s !
=1|:j;(4x—x4)rb6=?t(2xz—%') .

cno-dy=2n
=x(2 5)—_5nbr

olur.

ORNEK : 0 < a < b olsun. Merkezi {0,b) de bulunan a yangapl bir gember ta-
rafindan stmrianan diizlemsel bdlgenin Ox— ekseni etrafinda dondtiriilmesi ile el-
de edilen dbnel cismin (torun) hacmini bulunuz.

Coziim : Verilen cemberin denklemi »? + (y — b)* = @? dir. Bu egitlikten y gek-
ilitse y, = b + a’~x* = flx), y,=b—la’-x" = g(x) bulunur. S5zii edilen bolge
yandaki gekilde gbsterilmigtir. Buna gore istenen hacim

V:nj_a[(bwaz—xz Yo (b-a -5 ) dx
-=4xh f_a\-‘az—.xz dx:IISnbf:-Jaz—xz dax

ni2

L]
=3nbf0 Ja - 22 dx:Snb(azfo cosZt dt)

ni2
=8na2bj; lf‘;i”-dmzz&azb

birimkiib olur.

y = fix), y = g(x) egxileri ile x = g ve x = b dogrulan tarafindan sinirlanan bol-
genin Oy ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile meydana gelen donel cismin hacmi-
ni bulalim.

[a,b] araliimn bir pargalanmast P = {Xg, X}, X2: «+-5 Xp_15 X} OlSUR.

Herbir [%.;» %] araligmda bir x7 secelim. Boyu | S - g{x:)!, eni Ax, olan

dikddrtgenin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen silindirik
tabakanin hacmi
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V=l - mxf k) - g

Xy

+ *
= 2m | LT o ) - gt axg

olur. Istenen V hacmi, yaklagik olarak bu AV, hacimlerinin toplarmna egittir.
Buna gére,

L]
Valn ) 1L ) - g6 )| ax,
k=1

olur. Pargalanma ne kadar ince akinirsa yaklagiklik o kadar iyi olur. IIPIl — 0

Xy Xy .
yapilirsa, -—"“—12~"— = x; olacagndan

Y=, A kzz Il | ) - stxf )] Az,

bulunur. Bger f- g integrallenebilir ise sag taraftaki limit
b
2n j; [ [Ax) - g(x)]| dx
integraline esit olacagindan

- b .

bulunur,

Benzer olarak x = u(y), x = v(y) efrileri, y = ¢ ve y = d dogrulan tarafindan
sturlanan diizlemsel bolgenin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle meydana
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o ;

4 n oy

s (=X 22T g3 Lo

=2m( 7 +x )0- 5 R br ._ f]_r.\\._' %
NS

olur. )"?f

V. /
3 H\

4 gelen donel cismin hacmi
D A d _
o v=2x [ uty) - vl dy
olur.
_—
’ ORNEK : y=—x?+4x-3 paraboliiile y =x—3 dogrusu arasinda kalan bolge
Oy- ekseni etrafinda dondiirilliyor. Meydana gelen dénel cismin hacmix%'n ‘
ry bulunuz. f‘;\ Lot A5
=y 2 e Y .
y=x-3 {_';,;’\ Coziim : \]:Q;\.\a\ _MJ;\\L ¥
~ P :\ 3 (}\ k I -,
(y X V:2n[ 1x(—x2+4x—3—x+3ldx ﬂ-')_,f\-\\ \Y¥ .1\39\
NOW 0 e \ (%
3 ? 3 -R JRSARY
i x2+4x_3\ =21i:f0 |x2(—x+3)‘dx=2n‘/@.3(—x3+3x2)dx 2 L i L



4y ORNEK : y=Inx egrisi, Ox— ekseni, Oy—ckseni ve y =1 dofrusu tarafindan
y=Inx " smarlanan bilge Ox— ekseni etrafinda déndiiriiliiyor. Elde edilen donel cismin
hacmini bulunuz.

J— -
Coziim : y=Ilnx=x=¢" olur. = \M%%/
kY _-’/0

V=2nful iy(ey—O)ldy=2nj:ye"dy )

1
=2n (- e’| = 2m b

bulunur.

- Aym soruyu disk yontemiyle ¢oziip sonuglan karglagtirmz.

ORNEK :y =sinx, y=1, x=0 tarafindan simlanan kapah bolgenin y =1

A
) a4 dogrusu etrafinda dondiirilmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.
y= <,
= Coziim : y = sinx egrisinin donme ekseni olan y = 1 dogrusuna olan uzaklifs
IABl = 1 — sinx
6 % wiz
oldugundan

172 5 2 :
V:nf {1 — sinx) dx=7rf (1—25inx+sin2x)dx
0 0

:f;fm [1—2sinx+-:—12~(1—c052x)]dx
o
i

=7£_/; (%—ZSinx—%cosh)dx

‘ 72

=7I(%x+2cosx-— %sian) o

nr 12 x
birimkiib olor.

Egter Ox~ ekseni etrafinda dénddiriilen bélgenin simir egrisi

= <ie,
y=w)

bi¢iminde parametrik olarak verilirse, yapilacak ig
b
V=n f Y dx
integralini
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!")
szrf‘ Vi) u'()dt
H

bi¢iminde yazip hesaplamaktan ibarettir,

ORNEK : Parametrik denklemi

O=t<2n

x=a(t-sing)
y=a(l - cost)

olan efri (sikloid) ve Ox— ekseni tarafindan simirlanan bilgenin Ox— ekseni etra-
finda déndtiriilmesiyle olugan donel cismin hacmini bulunuz.

Coziim :

i 2

V =1 0yzdxznfoaz(l—cos:)za(l—cosr)dt

2
= naSL(l—cosr)gdz

2
= na’ A (1-3cost+3cos?t- cosn) dr

r
= nag'fo [1~3cosi+3“—c;$—2—t—(l—sin2t)cosr]dt

in 5 3
= na3f0 (E—4cost+—2~c032t+sin2rcosr)dr

. 3. 1. .3
ﬂa3[%r—4smr+—£sm2r+35m r].o

= na[5n]=57 &
bulunur.

Efer egrilerin denklemleri parametrik olarak verilirse, szkonusu bolgenin Oy—
ekseni etrafinda dondéiritlmesiyle olugacak cismin hacmi,

d
Jrfxzdy
£

integralinin parametre cinsinden yazilip hesaplanmasiyla bulunabilir.
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A . e
PRI

Taban yarigap: r, yitksekligi # birim olan dairesel
silindirlerin hacminin

l it
P L A

I

I

-

|

W

gll\e. = TTG-'L
Y= i.m'z'h Nz S—*;“c?':“d-'
37 T

birim kiib oldugunu gosteriniz.

Tabam bir ikizkenar dik iiggen olan bir piramidin
yilksekligi & birimdir. Tabammun hipotentisi J2a
birim olduguna gtre, piramidin hacmi kag birim
kiibdiir?

Yarigapi r olan bir kiire merkezinden a birim uzak-
taki bir diizlemle kesiliyor. Kesilen ktigiik pargamn
hacminin '

V= % (r— a}2(2r+ 4_:1) :

birimkiib olacagu gosteriniz.

 Sekildeki cismin Ox— eksenine dik diizlemterle ara-
 kesiti birer yanmdairedir. Cismin vzunlugu 5 birim
* olduguna gore, hacmini bulunuz.

. Bir cismin tabant 2 + y? = a* dairesidir. Bu cismin

Ox— eksenine dik diizlemlerle arakesitleri birer kare
olduguna gére, bu cismin hacmini bulunuz.

Bir cismin tabani, eksen uzuntuldar: 10 cm ve 8 cm
olan bir elipstir. Bu cismin bityiik eksene (asal ekse-
ne) dik diizlemlerle arakesiti, ytikseklifi 6 cm olan
eskenar iiggenler oldufuna gre, cismin hacmini bu-
hunuz.

Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular tara-
findan smirlanan bdlgelerin Ox— ekseni etrafinda
déndiiriilmesiyle olugan donel cisimlerin hacimleri-
pi bulunuz.

(@) y=a%, x=5, y=0
© y=x, . y=0, x=1, x=72
§) y=¢", ~ x=0, y=0, x=1

@) y=Ja*~x",y=0

) y=/x. =0, x=1
O xy=4, x=l;  x=4, y=0

Agagida denklemleri verilen efri ve dogrular arasin-
da kalan bolgelerin Ox— ekseni etrafinda dondiirdi-
mesiyle olugan donel cisimlerin hacmini bulunuz.

(3} y=x, Coy=x

by y=2x, y=x x=1
{c) y=x*+3, y=4

@ y=a2+1, y=x+3

(&) y=4-x% y=2-x

_;)_f(f) ¥ = Secx, ¥ = {anx, x=0, x=1
@ y=3x-2 y=x

(h)y ¥y =2px, (= h

W @p-af=ax, x=0, y=12a

(i) y:x2+2, y=-x2+10
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£

T
230

9. Agafidaki efri ve dogrular tarafindan simirlanan 12. ¢ @ )g'l)
bolgelerin Oy— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle [ Ly Tt
* meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz., q R \
S ¥
(@ y=x2, x=0, v=4 __i_é\% "—-:\)b y=1—’;~ 36-x2
® x=y3-y), x=0,
o -
©) y=12, x=—1, x=1, y=0 [ ((t@“ jﬁ")n 6 x

(d) y=e>, x=0, x=1, y=0
(e x=J4_—F, x =0, y=0

® x=1-y2 x=0

(8 x=y%, x=0,  y=2 13.y=4x, y=2, x=0

tarafindan sinurlanan bélgenin 225

1l \ A (@ Ox- ekseni 87
10. _ Ogax 1% (¢) y=2 doprusu

e o
/ hacmini bulunuz.,

bilgenin

zu*)

2 ‘ﬁ (@) x=1 dogirusu

(b) x =2 dofrusu
Yukandaki tarali bdlgenin Ox- ekseni etrafmda

Yukanidaki taralt bélgenin Ox— ekseni. etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

(b) Oy— ekseni
(@ x=4 dofrusu

a f
“(S Arm'} / Q A,,) etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin
?

2 /14 )= 2x, ¥y=0,x=1 dogrulan tarafindan smn-lanan

dondiiriilmesiyle elde edilen donel cismin hacmini etrafmd& déndiiriilmesiyle meydana gelen dénel cis-

bulunuz, min hacmini bulvnuz.

11. @ y=x, y=8-x

(&) y=x+xg,'fy=x2—1, xe=0
© y=x, y=-1, x=1
€ y=4x-2% y=0
d y=1-22, y=-3
(&) 2x=4-y?, 2x=y2_4
® x=y% x=2-)

s i 07 o cncns )77

nuz.
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% Asagidaki efiriler tarafindan smirianan bélgelerin
kargilarmda yazili dogrular etrafinda dendiiriilme-
siyle meydana gelen ddnel cismin hacmini bulunnz,

eksenx =4
ekseny=1
ekseny =2
ekseny=4
cksen y =3
eksen x =-3
eksen x =-1
eksen 'y =-1



6.

y =x2+ 1 egrisi ile bu efiriye x = 1 apsisli nokta-
stndan ¢izilen teget ve x = 0 dofrasu taramdan si-

“mrlanan bolgenin

(a) Ox-ekseni

(b) Oy—ekseni

etrafinda déndiinilmesiyle meydana gelen cismin
hacmini bulunuz. :

. Birinci bolgede y =sinx, y =cosx efrileriilex=0

dogrusu tarafindan smirlanan diizlemsel bilgenin
Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
dinel cismin hacmini bulunuz.

. Agafndaki egri ve dofular tarafindan smurlanan

blgelerin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
meydana gelen donel cisimlerin hacimlerini kabuk
yonterniyle bulunuz.

(@ y=x-2x, y=0

() y=x%, x=2, y=0

(€} y=4x-x%, y=0

@ =5, y=—x+6

(&) xy=2, xy=4, x=f, =x=2
& y=-‘1Ixz, y=0, x=2, x=4
(@ y=32-x, y=0

) y=2 y=/x

® y=/x-1, y=0,  x=5

. Asapidaki egri ve dogrular tarafindan simrianan

bolgelerin Ox— ekseni etrafinda déndiriilmesiyle
olugan donel cisimlerin hacimlerini kabuk yonte-
miyle bulunuz.

(@ x=y*, x=0, y=1

b x=y*—-2y, x=0

(c) y=Inx, y=0 y=1, x=0
(dy y=4-2x, y=4-x =0

24,

21.

23.

24.

25,

y = 3 — x? parabolii, y = 3x — 1 dogrusu ve Oy- ¢k~
seni tarafindan sipirlanan bélge Oy— ekseni etrafin-
da dondiiriiliiyor. Meydana gelen cismin hacmini

(a) kesit (b) disk {c) kabuk

" ybntemiyle hesaplayimz.

¥ = x (x~ 1) efrisinin ilmegi tarafindan sinirla-
nan bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor.
Meydana gelen cismin hacmini

(a) kesit (b) disk (c) kabuk
yontemiyle hesaplayimz.
2 2
. iz— + y_2 = 1elipsi tarafindan siirlanan béige Ox-
a b

ekseni etrafinda dondiiriilityor. Meydana gelen cis-
min {(elipsoidin) hacmini bulunuz.

X2+ y? < a? dairesi x =a dogrusu etrafinda déndii-
riiliiyor. Olugan cismin hacmini bulunuz.

2 cp e
x%-i—y =a™ astroid efrisi tarafindan sinulanan

bilge Ox— ekseni etrafinda déndiriiliiyor. Clugan
dénel cismin hacmini bulunuz.

243

h

Bir iicgensel bolge yaricapt a olan bir cemberin sa-
bit AB capina dik olarak haraket etmektedir. Ug-
genlerin tabanlar: sabit capa dik olan kirigler, tepe-
leri de gember diizlemine /s kadar uzakia bulunan
ve sabit apa paralel olan bir d dofrusu izerindedir.
Uggenler gapin bir ucundan diger ucuna kadar ha-
reket ettirildiginde olugan cismin (taranan bolge-
nin) hacmini bulunuz.
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75 EGRI UZUNLUGU HESABI

y = fx} egidligiyle tammlanan tiirevli f fonksiyonu verilmig olsun. Bu efrinin .
ve b apsisli noktalan arasinda kalan pargasmimn £ uzanlugunu bufahm.

.[a,b] aralsfinin bir parcalanmas1 P = {%0, %, ..., 2.} olsun. [4,, , Al degru par
¢alanmin uzunlulklar toplamu, yaklagik olarak, egrinin ¢ uzunluguna egittir,

Aty=|A,_ A)=(Bx,)? +(Ay,)?

olacagmdan
] ”? A
0=, e+ ()T = ) fie (R ax,
k=1 k=1 Axk

yazilabilir. Buna gére,

1 A 3
¢= lim L+[22k) Ax,
Tiel=o & Ax,

olur. IIPIl > O igin Ax — O olacagmdan —2% — ¥ olur. O halde

&
]
— 1 f V1+0)F dx

bulunur,

ORNEK : a yarigapl: bir gemberin uzunfugunn bulunuz,
Coztim :

a yanigapli, »* + y? = 2’ cemberini gtz6niine alalm.

Cemberin gevresi AB yayuun 4 katina egittir, Buna gore,

L]
e:4f0 1+ ()2 ax

1
N

olacaktir. x* + y?> = a? oldugundan

X X

2+2yy' =0 = ¥ =—Te- o
Y a“—x
1+(y.-)2:1+ x2 _az—x2+x2: a2
a* - x* al-x% a*-x*

dir, Buna gére
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y ’ @ ot dx
e =4 f
¢ 4]0 e dx | af —~—~a2_x_2

.
= 4. arcsin = | =4q. % = 2na
. alp 2
birimdir.
ORNEK : y = Inx — - x* egrisinin x = 2 ve x = 4 apsisli noktalani arasmdaki
y 3 P
parcasmin uzuntufunu bulunuz. )

Coziim : y' = % - i x olacagmdan

2 1.,35) 1. 1, 2
1+(y)-1+(x_ +x2 BT
_1,1 _(1 i)z
RS R TI P
bulunur. O hilde
emf (i+£]dx=mx+ﬁ D has2-ma-to3amo
- 2 WX 4 8 2 2—\2_

birimdir.
Egfer egiri parcasinin denklerni
x=g0) , csy<d

" biciminde verilirse, egri parcastun uzunlugu
é= f 1+ (3":"[—)2 dy
. [ ) dy

olacaktir.

Uzunlugu bulunmak istenen efrinin parametrik denklemi
{x =u(t) o

v | S5,

ise

ALy = (Bx, Pt By ) J( Aoz, ‘Mr’k ¥ Al
k
.__Lz,llahﬂccegmd

e:j: qf(x)2+(y) dt

bulunur,
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4y ORNEK : Parametrik denklemi
{ x=g(t—-siny)

0<r<2m
y=afl-cost)

olan sikloidin bir yayimn vzunlugunu bulunuz.

0 I
Coziim ;
x’:%ux(l —cost)
. dy .
== t
Y= =asin
oldugundan

(x’)2+(y’)2=a2(1— 2cost+coszt+sin2t)

=24%(1 - cos)=24"(1 - (1~ 23in2%))

= in £y
=(2asin 5 );
olur, Buna gore,

vr 3 ' 2n ¢
= 2a|sin——|dt=2af sin=dt
0 2 0 2

T

2
:M(—cosi) =4n.2=8q
270 .

birim bulunur.

Yukanda verilen yay uzunlugu formiilleri gézéniine alindiginda, yay diferen-
siyelinin, efri denkleminin

y=1(x)
bigiminde olmasi halinde
de= A1+ ¥y dx
efri denkleminin,
x=x(1)
{y =¥n

bigiminde olmas: durumunda

de= 'Y + () dt

olacafii gorditk. Egri denkleminin kutupsal formda olmasi halini ilerde
Kutupsal Kecordinatlar boliimiinde verecegiz.
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1 - Agapida denklemleri ve ug noktalarinin apsisleri ve- {©) x=In (secy), y=0, y=%
- rilen egri pargalanimn uzunluklanm bulunuz. : 3
N @ x=Ly*-giy, y=1, y=e
@ y=(?2i)2 N x=0,  x=2 '
o — _ ' _ 3, 9ay*= x(x—3a)* kapali efrisinin uzunlugunu bulu-
(b) y= .—}(x2+ 2)¥2, x=0, . = x=3 . nuz. Burada @ pozitif bir reel saydar.
. HQ) y= X4 l, _ x=1, x=2 . 4 x4y’ = a3 astroid egrisinin ¢evre uzunlugunu
' 12"« bulumaz. ..
©) y=x>, x=0, x=4 1

@) 9x%=4y’, x=0, x=2,/3 /\

3 -

@ yehadn  x=l n=d | “\/ '
i -a

1 2 L
® y=gxi-x%  x=1 x=9
(g y=0@~x¥H", x=0, =8
) y=x2wl Inx, x=1, r=e ' 5. Parametre araliklan kargilarmda yazili egri pargasi-
8 nin uzunluklanim hesaplayimz.
m )’zng—(x2+1)3!2, x=0, x=2 (@ x=27 y=b, -l=1=1-
- by x=%12-1, y=5%12  0<re2
. i 3, I _ 7! 3
@) y=—7x+55 x=1, x=3 )
6 2x _ (c) x=2(l-cost), y=2sint, O=t=2m
) y=% %m x=1, x=e (@) x=acost, y=asinr, 0=st=d
’ e) x=cost, - =r+8int, —ASI=T
@ y=2x7-2:% x=1 x=16 © > .
5% 3 i S (f) x=2acost—acos2t
o )’—lﬂ(x?‘ 1), 2 x5 ' "'y=2asin£—asin2t,- O<i=s2m
(@) y= In(sin), x=%, x=2
6. f Joostdr, - %< x <%
(n} y=lnx, x=/3, x=/8 w2

denklemli egri pargasinm uzuniugunu bulunuz.

2. Asagida denklemleri ve ug noktalarmn ordinatlarn

verilen egni pargalarimn uzunluklarim hesaplayimz. 7. Paramet nk denklemi
1
(a) x'63’+2y »oy=1 y=2 x=/312, y=1-7
1 4,1 1 y=2 epri ilmeginin gevre uzunlugunu hesaplayimz.

(b) x=zy '+ 7, ¥=
47 Ty



7.6

DONEL YUZEYLERIN ALANI
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e T T

Dénel yiizey, bir efiti veya efiri parasinin, kendisiyle aym ditzlemde bulunan bir
eksen etrafinda déndiiritlmesiyle olugan bir yiizeydir. Kiire, koni, silindir birer
doénel yiizeydir.

Dénel yiizeylerin alantanim bulmanin genel yolu, verilen egri parcasini, dogru
parcalarinin birfegimi gibj diigiinmek, bu dofru parcalarinin eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle olugan kesik konilerin yiizey alanlarmi bulup bunlart topla-
maktir. Bu alan gercek alana ¢ok yakindir.

Once taban yaricapi 7, anadogry uzunlugn ¢ olan bir koninin yanal yiizey alanim
bulalim. Bu koni agilinca yangapt ¢ olan bir daire dilimi elde edilir. Bu dilimin

alam
A= 2nr. e =nore
2me
birimkaredir,

Simdi taban yarigaplan r, , r, ve anadogru uzunlugn L olan kesik koninin yanal
yiizey alanun bulabm.

Kesik koninin yanal yéizey alani, r; yaricaph koninin yanal yiizey alant ile ry
yaricaplt koninin yanal yiizey alanimn farkina esittir. O halde

anrl (L+L])—J'U'2L|=JtLI (rl—!'2)+JI:rlL

olur. Diger taraftan

r /
_r?_: LI+I I =h-nilh=LIn
olacagindan

htiy

.S':nrzl.z-i-?rrIL:nL(r1+r2):2n(—-2—)L

bulunur.

f fonksiyonu [g,b] iizerinde tiirevli bir fonksiyon olsun. y = fx) egrisinin Ox—
£gkseni-etrafinda dgndtirtilmesiyle olusacak olan yiizeyin alamm bulabim.

P = {x4, 2y, ..., %} , [a,b] aralifimun bir parcalanmasi olsun. [*y.p» %] aralifina
kargihik gelen egri parcastnin dondiiriilmesiyle olugan viizey bir kesik koniye cok
yakin bir yiizeydir. Bu nedenle bu yiizeyin alani, yaklagik clarak

AS, %= 76 1) + (ol A = 5 P+ [flg) - fx ]
olur. Diferensiyel hesabm ortalama deBer teoreminden, [x,_;, ] aralifinda
Fo ) = foxn . D=1 @) (- %, )

olacak gekilde bir t, noktas) vardir.



y=f(x}

=y

L 4

. Ayrica Ax gok kiigtik segildiginde x,_y ve x, noktalan da t, noktasina yaklagir. f

siirekli oldugundan flx,_) ve fx) da f( tk) degerine yaklagir. Dolayisiyla

ASk_Qn[f{tk)[-,/H[f'(rk 17 A,

yazilabilir. Tm ylizey alani, bu alan pargalanmn toplamnin IIPIl = O igin limi-
tine esit olacagidan . .

S“u*ﬁ%,%z" el +_[ff(_zk)_]2 Ax,

olur. Sagdaki toplam bir Riemann toplarm oldugundan”
s=21 [ [T+ [FGT e

bulunur. y = fx) oldugundan
.S'z_'Z:-"cfa[y‘] 1-;(;:*)2 dx

yazilabilir.

Benzmi olarak, denklemi
x:u(y),_ csy=d

olan egri parcasinin Oy— ekseni etrafinda déndiirii iyle meydana gelen donel
ylizeyin alam

S 21:] |Jc|\}1+(x)2 dy

olur.

y=fx), asx<bh

" denklemli egri pargasmm y = k dogrusu etrafmda donclliru]memyle meydana

gelen donel yiizeyin alam ile, denklemi
y=fx)-k, asxsb

olan efri parcasmm y = 0 (Ox— ekseni) dofrusu etrafinda dondurﬂlmesnyle mey-
dana gelen domel yiizeyin alam aymdur. Difer taraftan (f(x)+k) fx)

olacagimdan y = f{x), denklemli egri pargasmin y = & dofrusu etrafinda dondi-
rillmesiyle meydana gelen dénel yiizeyin alam

.5'=2‘.'tfa |j{x)—;f.f|q/1+[f’(.vc)]2 dx
olur. Bu formiil, kisaca
5= [ -k|TT O ds

seklinde yazilabilir.




ORNEK : a yarigapli bir kiirenin yiizey alamm bulunuz.

Céziim : y= -\fa -x° yant ¢emberinin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle .

yaricaph bir kiire olugur,
Py a ; , -
y o
a? - x*
[ Y olacafmdan
2 2
1+ =1+ —=_12
Ao i
x

drr. Buna gore, kiire viizeyinin alam

S='2n[ﬁ p[+1+ 077 dx

:2nf va?-x? .——~2a——dx

ot - x*
= Zna./ dx = dna’
birimkaredir.
ORNEK : Denklemi

y=x, O0=<x=<1

olan efri pargasimin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan yiizeyin alamm
> bulunuz.

Ciziim : f(x) = 3x* oldugundan
i
S=2n[0y 1+ dx
i
:21:[(} B0 dx
1 ali2 4
36 Jo (l+9x) .36x7 dx

_ T 0¥
6= 27 (10 1)
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py . ORNEK : Denklemi

x=.y, Osy=<?2

olan efiri pargasinin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan yiizeyin alanim
hesaplayimz. '

Coziim ¢ x' =

1 o
oldugundan
24y
2. 1 4dy+1
1+{xY =1+ 2y __4)«‘

olur. Dolayisiyla

S= 21rzfxw}1+(,7c)2 dy = ZNIJ_ “]+4 dy

2 1/2 T 2 1/2
-x fﬂ(1+4y) dy:zfo(lmy) 4dy

3 .
(+dy)2 | =F01 =127
i3 3

w|re

I
T

‘birimkare oluz.

ORNEK : 9y*=x (3-x)? erisinin ilmegi Ox- ekseni etrafinda déndiiriiliiyor.
+y . Meydana gelen yiizeyin alanm bulunuz.
¥ : ' '

X
/\/ Coziim : fmegin iist pargasinin denklemi
0\/\ . y=1(G-2)x, 0sxs3

diir. Ayrica

o[ 22 o)

olacagindan

3
S:2-.'tf{J %(S—x)«/" x+1 .

3
kLS 42
W 3 _[0(3+2x x“)dx

3 |3
= 2_X" N o
-3(3x+x 3 )Io In

birimkare oluz.
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ORNEK : 2 + (y—1)*=1 ¢emberinin y = -1 dogrusu etrafinda déndiiriilme-
siyle olusan yiizeyin alamn: bulunuz,

Coziim : Cgmtlc&ijst ve alt yanlarmm denkiemleri sirasiyla

y=1++1 _112-.\‘@ y=i-+1-x*

dir. Sozkonusu olan bu gember pargalarimin y = -1 dogrusu etrafinda dénmesiyle
meydana gelen donel yiizeylerin alanlar toplamidir.

Buna gire
1 2 i 2
S:an heT-a? + 2] f1+ 2 draam [ Jl-vTo 1| 1o 2 g
-1 ' 1-x% -1 1-x*
1
:2::[ Q41 32 +2-A1-xF )L gy
-1 1_x2
| 1
:213[1 4 - dx=8rarcsiny| =8mm=8x"

1-x

-1
br? olur,
Egri denkleminin y = f(x) bi¢iminde verilmesi halinde, yay diferensiyeli
de= 1+ @) dx
efrinin x = g(y) biciminde verilmesi halinde
de=+1+(Y dy
oldufunu biliyoruz. Buna gore
y=flx), a=x=b

egri parcasinin Ox— ekseni etrafinda dondiiréilmesiyle olugan yiizeyin alam
.
 S=2n f || e
a

x=g(y), c=y=d denklemli egri parcasinin Oy— ekéeni eirafinda déndiiriilme-
siyle olugan donel yiizeyin alam

d
S=2x f |x| e
¢
bigiminde yazilabilir,

Egri pargasmin denklemi

{x = ulf)

HES 3
y=v{)

biciminde verilirse, bu egrinin Ox— ekseni etrafinda dondiirtiimesiyle olugan
ytizeyin alani,



de = J0P + ) dt

oldugundan, _ N _
s<om [ PO O d
olur. Buradaki tiirevler x ve y nin 7 ye gore tiirevleridir.

Stz konusu egrinin Oy— ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle olugan dinel ylizeyin
alant .

-~ s=2n [ WO+ OF @

olacaktir,

ORNEK :
=a{t - si
x =a(t-siai) 0= t=2m
y=a{l-cost)

sikloid pargasmm Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yilzeyin alamnt
bulunuz.

"Coziim :
) +(y')2=a2(1 ~cost) + a?sin?¢=2a* (1 - cost)
=242 (1-1+2sin? L )=4a?sin? L
2 2
oldugundan

2 !
S:ana a(l—cost)q’t'-lazsinzi dt

) n ' '
L dng® (1~ cost)sin— df
() 2

2n. { '
=3na?-f sin3—dt=16na2f sin®u du
] 2 ]

i .
= 16na210 (1- cos 2u) sinu du

T

=16ma’ (- cosu+%cos3u}
0

4 3
—_—T
3 a

br? ohur.




1. Asagida denklemleri verilen efri parcalarmm Ox—
ekseni etrafinda ddndiiriilmesiyle olugan ylizeyin
alamin1 hesaplaymiz.,

/(a) y=/x, 2<x%6

7 (b) }’“% e © Osx=2
@ y=x-xh!2, Osx<2
@ y=1iz +;2’?, l<x=2

/(*e)". y =g, O=<sx=In2

| /(f'f }’=% 3+TS—’ %sxsl

e

,
Asafida denklemleri verilen efri pargalarimn Oy-
ekseni etrafinda déndiirilmesiyle olugan dénel
yiizeyin alanm: hesaplayn:z.

(a) x:%yg, Osy=<1

® x=2/4-y, ~ o0sysl

(c) x=%y3‘r2*ym, O=y=x3

@ x=/1-y, 0O<ysd
& x=/2y-1, l=sy<4
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3. Agafida parametrik denklemleri verilen ejri parca-

larimin Ox— ekseni etrafinda déndiirilmesiyle olu-
san donel yiizeylerin alanlanm bulunusz,

@ x=1-¢t, y=2072 1<y<?

(b) x=%t2, y=t, f3=r=2/2

© x=31-0" y=2a+o™ --%srs(}
@ x=31% y=202 0s=r<3

(&) x=sin?t, y=sintcost, Osrs%

) x=s+sinz, y=cosy, Osrs%

Agafirda parametrik denklemleri verilen egri parga-
lannm Oy~ ekseni etrafinda donditriilmesiyle olu-
san dénel yiizeylerin alanlanm bulunnz,

(@ x=#8£, y=2t+3, -1=r=1

(b)) x=2t+1, y=12 4y, 0=<r=3
{c) x=%, y=Int, é_rsl
(d) x=sin?, y=cos?t, O0<r<2nm
€ x=2et, y=e 2 O=<t=<1

x* 4y =1 gemberinin birinci bslgedeki parcasi
¥+ y = 1 dogrusu etrafinda déndiiriiliiyor. Meydana
gelen dénel yiizeyin alaniu hesaplayimz.

2+ @ -1 =1 cemberinin Ox- ekseni etrafinda
dondiirtilmesiyle olugan yiizeyin alamini bulunuz.

8y = x* — x* denklemli kapali egrinin Ox— ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan dinel ylizeyin
alamini bulunuz,



8. - x=a (2cost - cos)
'_ y=a (2511‘12‘ — sm2t) ,O0=1r=s Zn

egn pargasmm O eksem etrafinda donmemyle olu-
- gan dénel yiizeyin alamnt hesaplayimz.

i
O=st= 2

denklemli efixi pargasinin x— ekseni etrafinda din-
- diiritlinesiyle olusan yiizeyin alantm bulunuz,

9, _:xne‘siﬁt_, y = el cost

10.

- Yukanda taban yanigap r birim, yiiksekligi k birim
olan dairesel kond verilmigtir. Bu koninin yanal yiiz
alaninin

S=ar [P R

birimkare oldufunu gosteriniz.

11, x5 + 3?3 = g¥3 astroid egrisinin iist yartsinm Ox—
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan dénel
yiizeyin alanuun

S 152 na®
. oiacagml gosteriniz,

12. [a,b] = [-1,1] olsun.

f=/1-2%

denklemli eri parcasuun Ox— ekseni etrafinda dén-
diiriilmesiyle olusan yiizey alaninin

S=2n(b-a)

olacafim gosteriniz. Bulunan sonug [a,5] araligimn
[~1,1] icindeki konurnuna bagh mudir?

asx=zsh

13. x% + 4y* = 4 elipsinin iist yansinm Ox— ekseni etra-
finda dondiiriillmesiyle meydana gelen yiizeyin
- (elipsoidin) alamum bulunuz,

14.

by y=%(ex+e“")

a £
Denklemi S 4
i t{
) 1, x, -=x ; \‘AA {
y=5("+e "), Osxs1 Lo

olan efiri pargasimn Ox— ekseni etrafinda dondurul— -
mesiyle clugan donel yiizeyin alaniny lpul‘énuz

‘\c;\ )\- 7.
Wit AW
15. K r\\;{ﬁ% / A
y 31\\

ﬂcﬂ*"z ¥
Denklemi
y=ginx, 0<xsmx

olan epri pargasinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriil-
mesiyle clugan yiizeyin alamm hesaplayimz,
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77 MOMENT VE AGIRLIK MERKEZI

Kiitlesi m olan bir parcacigin bir noktaya bir eksene veya bir diizleme gore mo-

Fii
m menti denilince, parcactfiin sdzkonusu nokta, eksen veya diizleme olan uzaklig: d
d olmak tizere, M = m. d sayis1 anlagilir., Efer cisim bir parcacik defif de,
d kiitleleri my, m,, ... m; olan bir sistem ise, bu sistemin nokta, eksen veya diizleme
[4 o . . .

olan uzakhklan d,, 4, ..., d, oldugunda sistemin momentt M = imk dx olur,
k=1
Eger cisim bir egri pargasi, bir diizlem pargas: (levha) veya bir kat cisim gibi
stirekli bir cisim ise yukandalki toplam bir sonlu toplam olmaktan ¢ikar. Bdyle bir
\J j_)( : toplamda once kiitle kavramuna bir anlam kazandirmak gerekir. Ise yogunluk
(ﬂi h\‘m( )) fonlc:-",lyjnmﬁu tanj-niayarak baglayalim.

dp-Alde, WASO0 (A gmm :

Bir egri parcasimn kiitlesinin yay uzunluguna gore defisme-oramna, yani =, 2 - C
oranina kiitlenin yogunluk fonlksiyonn adi verilir.

M=wmd

Buduramda dm = ¢ d¢ olur. Benzer gekilde, momenti istenen pargacik bir levha
parcasi ise, dA alan diferensiyeli olmak fizere, dm = ¢ d4 _dir. Pargacik bir kat
cisim ise, dV hacim diferensiyeli olmak iizere, dm = & dV olur. Buna gére bir
efri parcast, bir diizlem parcasi veya bir kat1 cisim olmasi durumunda cismin
keitlesi, sirasiyla,

olacaktir. Bu kavramlar genelde, ¢ok katl: integrallere ihtiyag gosterirler. Fakat
bir kismu belizli integralle de hesaplanabilir,

ORNEK : x*°+y??=1 astroid egrisinin birinci bolgedeki parcasi lizerine
yerlegtirilmig bir telin her noktadaki yogunlufu o noktamin -apsisinin karesine
egittir. Bu telin kiitlesini bulunuz,
Coziim : o (x) = x? oldugundan

m = f} J(x)dﬂ:fl 22 A+ () dx
[

f 2+ mdx f x /ﬁ—dx-
- 2 dxf 5B g3
./t; "Té' [

ohir, Burada birim, kiitle birimidir.
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ORNEK : y=1

geye yerlegtirilen bir levhanin her noktadaki yoguniugu, o noktammn apsisinin 2
katidir. Bu levhann kiitlesini bulunuz,

efrisi, x=1, x=2 dogrulari ve Ox— ekseniyle siurlanan bl-

Coziim : o(x) :I2x, dA=ydx = % dx olacagindan

: 2
m = fO'(x)dA:fa(x)ydx=f Zx%dx = fzzdx_:Zx’ =2
1 1 1 1 1

bulunur. :

M momenti kiitle ile uzakligin garpim oldugundan, momenti istenen cisim h

y=f(x), a<x=b

denklemli bir égﬁ pargasi ise bunun Ox— eksenine gére momenti,

b b (7
Mx;f yd};l;:f yO'(X)dﬂ=f yd(x)v'l‘f'()") dx ,

Qy— eksenine gbre momenti -

b b
My=f xdm=f x o(x)/1+ () dx,
, a _sa

O(00) noktasina g6re momenti de .

b
Mo= f 1;‘::cz—’ryz(.‘)'-‘(:vc) J1 +(y')2dx

olacaktir,

ORNEK : y=/a’—x? yan ¢emberi bigimindeki bir homogen telin Ox— ekse-
nine gére momentini hesaplayimz.

Coziim : Cisim homogen ise yoguniugu sabittir. o(x) =k elsan.
2

2
1_+(y’)2=1+(‘/52?‘_x£) .

a —x

olacagindan

a d '
M, o1+ dxzf Ja%— 2%k~ dx
, j:a y o) e P

a 2
kaf dx=2ka
—

bulunur.

327



328

s

T

fve g, la, b] izerinde siirekli fonksiyonlar ve her x & ta, b igin g(x) < f{x) olsun.

B={(xy):as<xs b, g =y=fn} T
Ox-— eksenine gore momenti

M= f ’ |720-5% )] ot ax
Oy~ eksenine gére momenti

M, = fa bx[ F) - g(®)] o(x) dx

olur,

Oyle bir ( %,y) noktas: bulalim ki
E‘m:M}r, §‘m=Mx

olsun. Bu durumda titm kiitlenin (E, }) noktasinda toplandif digitniilebilir. Bu

(E, ;) noktasma cismin kiitle (agirhk) merkezi denir. Su halde agirlik merkezi-
nin koordinatlan

M
b

E:—-’ ‘)_’:

olacaktir,

ORNEK : y=,/4—x* yangembert bigimindeki bir telin yogunlugu, her nokta-
da o noktanin ordinatimin 2 katidir. Bu telin aguhk merkezini bulunuz.

Coziim : Verilen yarim gemberin parametrik denklemi

x=2cost
s t=x
y=2sint
olur.
dm = odl=2y /()7 +(y)? = asint /(- 2sin)°+ (2 cos 2 dt
= 8sins dr
olacagmdan
T ;2
m:fdm=f 8sint dt=8{—cosf){ =16
0 0
bulunur.



T £ £
szj; ydm:fo 2smr.83mtdr=16]05m2x dt

T

= (1~coszr)dr=8(:-lsm2r) =8n
0 2 0
oldugundan
.M, _8n 7
YT 16 T2
dir.
n °
M, = fxdm:_j{; Zcost.Ssintdr=16L sinf cost dt
- 16Lsin?d 20
S 2. 0
oldugundan
_ M
x=—2=0
i)

bulunur. Su halde telin afirhik merkezi A(O,E) noktasidar,

2

Bir effrinin veya bilgenin agirlik merkezinin bilinmesi, donel yiizeylerin alan ve
hacimlerinin hesaplanmasim kolaylagtrir. Simdi M. 0. 300 yillarinda Pappus
tarafindan verilen fakat Matematik dunyasma Guldin tarafindan kazanduilan iki
teorem verelim,

TEOREM- '?;1. (Birmc: '.P-appus —.Guldin Teoremi) ;
Bir diizlemse] bilgenin kendisiyle kesigmeyen bir eksen etrafinda déndiiriil-

‘mesiyle olugan donel cismin p_g_c_:_r_r_n_, but bijlgenin alan ile bbigenin agirhk
merkezinin sézii gegen dénme srasinda aldaf yolun garpimina egittir.

V= P27
ispat : B bolgesinin alani A, agirlik merkezi (¥, ¥) olsun. B bir diigey sabit bol-
geolup B={(xy):a<x= b , fiIx)< y=<gx)} biciminde tammlanmus olsun.
Burada f ve g negatif olmayan siirekli fonksiyonlardir. Genellikten bir gey kay-
betmeksizin dénme ekseni olarak Ox— eksenini alalim. Yogunluk fonksiyonunu
olarak secelim. B boigesinin Ox— ekseni etrafinda dénmesiyle olugan cismin hac-
mi

b
ver [ (w0l

olur, B bolgesinin agirlik merkezinin ordinat:

- M b &
y= "=O+Afa oyﬂ=%Ly(g(x)~ﬂx))&

m

olur.
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_ sx)+fx)
y=Enes

alinabileceginden

A lEw-rola- L

yazilabilir. Buradan
V=(02n pA

bulunur ki bu da ispati tamamlar,

ORNEK : x* + (y —2)? < 1 dairesinin Ox— ekseni etrafinda déndiirilmesiyle
olugan donel cismin hacmini bulunuz,

Y .
i

Cozibm : Bolgenin agulhk merkezi (0,2) noktasidir. Bu nokta Ox— ekseni

etrafinda 360° dénduriildiifiinde 2 birim yarrgaph bir cember olugur. Bo gem-

T berin ¢evresi 2ar = 2m. 2 = 4x birimdir. Déndiiriilen dairenin alam w2 = x

- olacagindan
\ j V=4m.x=4n?

birimkiip oluz.

TEOREM 7.2 (ikinci Pappus — Guldin Teoremi) :

Q A\ J Bir diizlemsel efrinin kendisiyle kesismeyen bir eksen etrafinda donmesiyle
: olugan donel yilzeyin alam, bu efirinin uzunlugu ile egrinin agwrhk merkezi-

5 - nin dénme sirasmda aldif yolun carpimina esittir.

Bu teoremin ispat birinci teoremin ispatina benzer oldugundan ispat: okuyucuya

birakiyoruz.
7
7 ORNEK : Parametrik denklemi
4 g =f- si
é\ x=t Smt,OstiZﬂ
""" D y=1-cost
(x.3) . olan sikloid yayinin Ox- ekseni etrafinda dénmesiyle olugan dénel r‘yuz»eym ala-
0 27 o mn1 bulunuz. b e DA
[T
Ciiziim : {L,\l““k
__ d = Jo)+ () di= (1 - cosy+sin’t dt
= J2{(1 —cost)dt =_‘/£i1 - (I_,—_.sinzé)J Prid
Y« S
= ?@[smiidt
oldugundan -
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n 4

t ™
smE|dt:2f0 smEdI:S

2 2n
E':f dﬂ:j 2
4] 1]

birim olur. - :
3 = _Lf _J_f _.1_f
= - ydm-_GA ycrafll—ﬂ y &l
1[2" N 1[2" N
=3k (l—cost)2smidrzz A (l—cost)sm—z—a‘t
- J_f'“ 02 gind _}_f"( - cos? Lin
=5k sin zsmzdt_ZG 1 coszsmzdt
0 3
z. “— 2 = __H_
f_l(l W di = u 3
bulunar. //

Ox— ekseninden %_ birim uzakta bulunan bir nokta Ox— ekseni etrafinda dondis-

riildéigiinde olugan gemberin gevrési_ '
2 _4n

= =2nm. ===
C=2mr=121n 3=3

birim olacafindan, donel yiizeyin alanz
A1t 32
S=—238===
S e 3 L
br? olur.
Kiitleleri, my, my, ..., m, olan B, By, ... , B, noktalarindan olugan bir sistemi
diigiinelim. Bu noktala::m bir eksene olan uzakliklar1 sirasiyla ry, ro, ..., 7, Ol5UD

1
_ 2 2 2_2 2
Tz +myey & . +m, 1 = ) iy
k=1

ifadesine sistemin Ox— eksenine gore eylemsizlik (atalet) momenti denir.

Eger sistem bir efri parcast, bir diizlem pargasi veya bir kati cisim ise yukaridaki
toplam bir soniu toplam olmaktan ¢ikar. Sistem kiigiik pargalara ayrilip herbirinin
eylemsizlik momenti hesaplamp P — 0 igin limit alinirsa bu bizi integrale

gotiiriir. Bu durumda

I= j r dm

Eger eylemsizlik momenti hesaplanacak olan cisim

olur.

y=flx}, asxsb

denklemli bir efiri pargast, eksen Ox— eksent ise

dn=ocdl=c+l+ (y')2 dx
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olacagindan, egrinin Ox— eksenine gre eylemsizlik momenti
b .
_ Ix=f oy 1+ (VP dx .
a
olur. Eger egri denklemi
x=u(@, y=v(t), a=r=B

biciminde, parametrik olarak verilirse
B, 12 3
I.= [ o v (D[HO]” +[vOL” dt
o

bulunur,
Benzer sekilde, efrinin Oy- eksenine gére eylemsizlik momenti
1= L o 2O VT at
olacaktir.
ORNEK : R yaricapl gember seklindelki bir homogen halkamn tiim kiitlesi m

olduguna gore, bu halkanin kendi diizleminde bulunan ve gembere teget olan bir
eksene gire eylemsizlik momentini bulunuz.

~&
Coziim : Cemberin merkezi (0, R), eksen de 0x- ekseni olsun. Cemberin bir pa-
Eksen rametrik denklemi
¥ x=Rcost, y=R +Rsint, 0< t=2n
olacagindan
A I =f02ﬁ0'y2‘/(x')2+{y’)2 dt = ofomRz(l +sin®)?/ R*sin*+ Rcos’t di
= - x

n
= oR* 0(1+2smr+sm2:) dt

an

= oRY| (1+2sins+ 120822y 4
o 2

= 3R3cn=—;—(2ch)R2=—§~mR2

olur,ziram=2n R ¢ dir.
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78 BAZI LIMITLERIN INTEGRAL YARDIMIYLA HESABI

Bu kesimde bazs 6zel tipteki limitlerin integraller yardimiyla nasil hesaplanaca-
gin1 gorecegiz.

TEOREM 7.3 Eger filabl =R surekh b1r fonks:yon ise

"Z‘f( cebze). fﬂx)dx

R—-m-

dir.-

ispat : [a,b] aralifim n esit pargaya bolelim. Her bir alt arahgn uzuniugu

b- _
na b @ ahmnirsa

Ax, = dir. g =a+k

TR Jas

olur. Sol taraf f nin [a,b] araligindaki integrali olduundan, teoremdeki egitlik
dogrudur Ozcl olarak a= 0 b=1 alnirsa

A

baglnnm bulunur,

1+ 24434+ o ent _

ORNEK : A1 olmak izere, lim = —— oldugunu gos-
teriniz. '
A,k A A A x
Cﬁzilm lim 1427437 +-n = lim —lu[(l] +(_g-) +(£) ]
H—co n}\.‘t-l n—w p b\ A I n
[ 1
.1 (k)?\- i 2 1 1
= 1 -_ —_— = = =
ngrclnnk:ln oxdx A+llp A+l
olur.

1 2 fi—1 "
.. = =
ORNEK : lim i[e "re" ¥e " +e "] limitini hesaplayiniz.

n—m

Coziim :

H— o

lim — el+el+-g t e | = lim—’;

bulunur.

333



10.

Parametrik denklemi

x=alf—sind)
, D=r=mx
y=al{l —cost)
olan egri bigiminde kavrimig bir telin yogunluk
fonksiyonu o(#) = cos % olduguna gére, kiitlesi ne

ofur?

y=x*, y=-x ve x=2 tarafindan stmrlanan bsl-
geye yerlestirilen bir levhann her noktadaki yogun-
lugu o noktantn apsisine esittir, Bu levhamn kiitlesi-
ni bulunuz.

(x,y) noktasindaki yogunlugu y olan bir tel, para-
meirik denklemi

O=t= %

x = 2cost, y=sin,
olan efri pargas1 bigiminde kivnliyor.

Bu telin kijtlesini bulunuz,

x, Y

nirlanan iggenin Ox ve Oy- eksenlerine goire mo-
mentini bulunuz,

Kenar vzunluklan ¢ ve b olan dikdérigen geklinde-
ki bir levhamn kenarlarina gére momentlerini buku-
nuz,

y=Ja"—x
bulunuz.

yanm cemberinin afirhik merkezini

2/3 3 P
x2f3+y P=a® astroidinin birinci bilgede kalan

pargasmin Ox— ve Oy— eksenlerine gire momentleri-
ni hesaplayinz. Bu yaym agirlik merkezini bulunuz.

¥y =sinx efrisinin [0,1] araligindaki parcas: ile Ox—
ckseni arasmda kalan levhamin agirhk merkezini
bulunuz.

y = coshx efrisinin apsisteri —1 ve 1 olan noktalar
arasmdaki yaymn agultk merkezini bulunuz.

x=a(f —sint) , y=a(l —coss) sikioidinin bir ya-
ymin agarlik merkezini bulunuz.
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z¥5=1. x=0, y=0 dofrulan tarafindan st- |

1.

13.

14,

i5,

16.

17.

18.

A
0

y=x% ve y=/x egrileri tarafindan simrlanan bl-
geye yerlestirilen homogen levhamn agirlik merke-
zinin koordinatlarim butunuz.,

. ‘/; + \/§ =1 efrisivle koordinat eksenleri arasinda

kalan bolgeye yerlestirilen bir levhamn agrhk
merkezini bulunuz.,

y=v a?-x* yari gemberinin Ox— eksenine gore ey-
lemsizlik mormentini hesaplayiniz.

Kiitlesi m, yaricamm R
olan bir halkamn merke-
zinden gegen ve gember |
diizlemine dik olan bir
eksene gore eylemsizlik
monientini bulunuz.

Eksen

2 2
5-2— + _y_2 =1 elipsi tarafindan sinirlanan bolgenin
a b
elipsin esas eksenlerine gore eylemsizlik momentle-
Tini hesaplayimz.

y =22 ve x =y? egrileri tarafindan simurlanan bsl-
genin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan
cismin hacmini Pappus — Guldin Teoremi yardimy-
1a hesaplayimz,

Yarim dairenin agirlik merkezini Pappus — Guldin
Teorémi yardimyla hesaplayimz.

Agafiidaki limitleri hesaplayimz.

+

. 7 n n
ay lim ( + =+ )
n—o \n’+1 n’+4 ni4nt

b) i %(sm%+sm3§+ ---+sin%)

o m



10.

y.2=x4(4+x) egrisi tarafindan smulanan kapah

bolgenin alamn: hesaplayiniz.

10
= , y=2- 2
Y 1+x” y=amE

lanan balgenin alanms bulunuz.

egirileri tarafindan sinir-

x=y?—a? ve x=siny egrileri arasinda kalan bol-
genin alanmni bulunuz.

Jx+ /} =1 ve x+y=1 tarafindan smarlanan bdl-
genin alaum bulunuz.

y=x3 efrisi ile bu efriye (1,1) nokiasindan cizilen
tegietinin arasinda kalan bilgenin alamn: bulunuz.

y2 = x3 - x2 egrisiyle x = 2 dogrusunun sinirladig
bélgenin alamm bulunuz.

] . :
y=(1 —xz)—? efrisi, x =0 ve x :—é— dogrular: ile
Ox— ekseni tarafindan snmrlanan bolge Ox— ekseni
etrafinda déndiirifliyor. Meydana gelen donel cis-
min hacmini hesaplayimiz.

Birinci bolgede y = sinx egrisi, y = 1 dogrusu ve
0y— ekseni erasinda katan bolge Oy ekseni etrafinda
déndiiriiliiyor. Meydana gelen dénel cismin hacmi-
ni bulunuz.

i_ .4
y2=£—2i- erisi tarafindan sturlanan kapah
a

bolgenin Ox— ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle olu-
san cismin hacmini hesaplayiniz.

yi= %x , x2 +y2 =1 egrileri tarafindan sinilanan

kapah bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliyor.
Meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

11.

i2.

13.

14,

i5.

16.

y= Ln

y= —19% egrisi, x = e dofrusu ve Ox— ekseni tara-
¥ .

findan sinirlanan bﬁigenin Oy ekseni etrafinda don-
ditriilmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

“Aym yiikseklige sahip iki cismin bir doZruya
dik olan diizlemlerle elde edilen kesitleri egit
alana sahip iseler bu iki cisim esit hacimlidir.”
seklinde ifade edilen ikinci Cavalieri Prensibini
ispat ediniz. '

»2 +y2 = R? cemberinin birinci blgedeki pargasinin
Oy- eksenine gore eylemsizlik momentini bulunuz.
(Cemberin homogen oldugu varsayilyor)

ave b pozitif saytlar olsun.
& + = 1 dogrusu ile koordinat eksenleri arasinda

kalan bolgeye yerlestirilen homogen bir levhamn Ox
ve Oy eksenlerine gire cylemsazhk momentlerini
bulunuz.

Yaricap: R, merkez acist 20 olan bir gember yaymm
agrtik merkezini bulunuz.

e“+1
-1

egrisinin x = In2 ve x = In3 apsishi

' noktalarl ‘arasinda kalan pargasinin vzunlugunu

17.

18.

19.

hesaplayimz.

y=%[x‘fx2— 1 —ln(;rq+‘/x"— 1)]

egrisinin x = 1 ve x =3 apsisli noktalan arasinda
kalan pargasinin uzunlugunu bulunuz.

x=(f2~2)sinr+21cosr

y=(2—t2)cosr+2rs'mt Oz r=n
denklemli egri pargastnin uzunlugunu hesaplayiniz.

x3 a?

= = 4 .0

’ 3¢ 4

noktalar arasinda kalan parcasimn uzunlugunu he-

saplaymiz. Bu parcanin Ox— ekseni etrafinda dondii-
riflmesiyle olusan donel yiizeyin alanim bulunuz.

efrisinin x = a ve x=2a apsishi
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LEONARD EULER (1707 - 1783)

Leonard Euler 15 May:s 1707 giinii Isvicre’nin Bale
kentinde dogdu. Bir papaz olan bahasi Paul Enler de
bir matematik¢idir. Babasuun gayesi onu rahip yap-
maka. Fakat bir yandan da ona matematik dretiyor-
du.

Euler babasimin arzusuna uyarak Bale Universitesine
girdi; teoloji ve Ibranice &grend:. Bir siire sonra Mate-
matikte Jean Bernoulli’nin dikkatini cekti,

Leonard Euler 1724 de &gretmenlik diplomas: aldi.
Babas: artik kendisini tamamiyle teolojiye vermesini
istiyordu. Fakat Bernoulli’ler onun papaz degil biiyiik
bir matematikei olacagim séyleyince bu israrzadan
vazgegti,

Enler ilk eserini 17 yaginda verdi. Paris flimler Ala-
demisinin 1727 yilinda diizenledigi yansmaya girdi.
Tezi 6diil alamadi ama dereceye girdi. Euler daha son-
ralan bu yerigmaya defalarca girmig 12 kez &diil al-
mishr,

Eulerin Matematik hayah Newton'un 8ldigi yil bag-
lad1. 1637 de ortaya gikan analitik geometri 90 yi, di-
feransiyel ve integral hesap 50 yil, Newton yasalar: 40
yil uygulanmug, matematikie ¢ok ileri adimlar atilms-
t1. Fakat Descartes, Newton ve Leibniz uygulamali
matematigi sistemli olarak incelememig, analitik ytin-

temleri geometri ve mekanikte uygun olduklari nokta-
ya kadar ilerletememiglerdir. Difer taraftan cebir ve
geometri epey geligmis durumdayd:.

Fermat’in ¢aligmalarim gézden geciren Euler bu saha-
da oldukga ileri caligmalar gergeklegtirdi,

Enier’in ilging bir yan: da algorist oluguydu, Algorist,
aklim ustabrkla kullanarak bir yéatem veya bir oyunia
probiemleri ¢ézen kimselere verilen addir.

Euler sadece gok zeki degil aym zamanda ¢ok da ca-
tigkan birjydi,

Akl almaz bir hafizasi vardi. Tim hesaplan sanki
beynine yazard), Uzun ve zor hesaplan kafasindan ya-
par ve uzun siire hafizasinda tutabitirdi. Oliinceye ka-
dar zekasi aym hrzla gahgti, O devrinin en gok eser ve-
ren matematikcisidir, Kesin olmamakla beraber
830-90C civannda kitap ve yaymm bulunmakiady,
Cagdaslari ona “canh analiz” adin: taknmglards, 28 ya-
sinda sol gdzii ghrme Szellifini kaybetti. 50 yasinds
her iki gbizii de gérmez oldu. Son 17 yillzk keeliigit bi-
le omum galigma azmini, bitmek titkenmek bilmeyen
zekasim azaltmadi, Gozlerinin kér olmas onun ig ale-
mindeki diigiincelerini daha ¢ok bilinglendirdi ve ac1-
ga vurdu.

Euler, Geometri, trigonometrinin analitik incelenmesi,
degigimler hesabi ve sayilar teorisi iizerine ders kitap-
lany yazdi. Tim okuollarda onun kitaplanm okudu.

1727 yiinda Bale Universitesinde profesér olmak
tizere bagvurdu. Olumsuz cevap alinca Rusya’nm
Saint Petersburg sehrine gitti. Burada 6 y1l kalds. Daha
sonra Berlin'e gitti, Hayatinin son 20 yilint burada ge-
girdi.

Eulerin aklt ve guuru 6ldiigi giin olan 7 Eyliil 1783
giniine kadar ding ve agik kaldr,

Bugiin matematikte sikga kullandigimiz ¢ sayis1 Euler
tarafindan matematife sokulmugtur, Bu saymun irras-
yonel oldugu yillar sonra ispatiapmgtir.




GENELLESTIRILMIS INTEGRALLER

8.1 GENELLESTIRILMIS INTEGRALLER R —
Belirli (Riemann) integrali taumlanzken, hatirlanacaf gibi, [a,b] integrasyon
arahginda f fonksiyonu da simrhidir. Bagka bir deyigle bir f fonksiyonunun bir
araliktaki integralinden bahsedebilmek icin [a, &] aralifimda fonksiyonun da
smnirl olmas gerekir. Fakat birgok fonksiyon (—, ], [a, +9) veya (-, w0}
araliklar iizerinde tammbdir. Aynca birgok fonksiyon da baz1 noktalarda diigey
asimtotlara sahip olup smursizdir. Ornegin y = e efrisi, x=1 dofrusu ve Ox-
ekseni tarafindan smmirlanan blgenin alanim bulmak igin

f e Y dx
1

integralini hesaplamak gerekir. Bilindigi gibi, f{x) = ¢~ fonksiyonu her r>1
igin [1, #] arahfinda integrallenebilen bir fonksiyondur.

Eger y= —12— egrisi, x =1, x=1 dogrulan ve Ox— ekseni arasinda kalan bdl-
x .
genin alam hesaplanmak istenirse

i
1
f__zdx

1 x

integralini hesaplamak gerekir. Eger bu integrale integral Hesabin Temel Teore-
mii uygulanirsa

. [‘L _ 1
! -1 x2 X

i
=2
-1

bulumir. Bu miimkiin degildir, zira alan negatif olamaz. Biraz sonra ghrecefimiz
gibi sézkonusu olan sonlu olmayan bir alandir. Bazi durumlarda hem aralik hem

de fonksiyon sinirsiz olabilir. Omegin y= 5 eprisiyle 0x— ekseni arasinda

x —
kalan bolgenin Ox- ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle olugan donel cismin hacmi-
ni bulmak icin,
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*® 1
E-/:oo {x 1)4dx

integralini hesaplamak gerekir. Gériildiigi gibi hem integrasyon araligi hem de
fonksivon sinirsizdir.

Ba tip integraller, araligin sinirsiz, fonksiyonun smirsiz veya hem aralik hem de
fonksiyonun sinirsiz olmasina gore adlandirilirlar.

AN 1

a bir reel sayl ve  f fonksiyonu her bir ¢ = a igin Ta;/ a:ahgmda mtegral- :
lenebilir olsun.

_r_wf Fo)ax o 6D

ifadesine f nin [a +00) uzermdekl blrmcl cesit genelle:;tu ilmis mtegrail
' demr ' : :

ff(x)dx o L @82

-ile gdstenhr Eger (8.1) deki hnut va:sa (8 2) mtegrah yak:nsak limit yoksa
' mtegral lraksaktlr demr S

f fonlc31y0nunun (—00 b] ve (—oo +w) araliklar1 tizerindeki bmnm gesit
gcnel]e§t1:1lrru§ mtegrallen de, henzer sekilde

ff(x)dx—nm f(x)dx (8.3)

f f)dx f f(x)dx+f e e
- bigiminde tammlanir. Son ifadedeki ¢ sayist herhangi bir sahlt sayidir. (8 4)
fin sagmdaki her iki mtegrahn yakansak olmasi durumunda : f flaydx
integrali yakmsaktir, Buna gére, ' ' '

f fx)ydx=lim - f(x)dx+lun f(x)dx - 85)

==

olacaktir.

(=]

ORNEK : f e *dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. Yakimnsak
1

oldugunda degerini bulunuz.

¢

=lim (~e 7 +e71) =1
| f—e

T
Coziim :  1lim e *dr=lime™
t

— /] {0

bulunur. Su halde integral yakinsak ve degeri = tiir.

L3—



y:l 1 5 egrisiyle Ox— ekseni arasinda kalan bolgenin alanint bulunuz.
+x
Coziim
{x=]
A = f f + dxz
co 1+x ® 1+x2 0 lax
R L I
= lim + lim
I 2 U B L P
0 X
= [lim arctanx | + iim arctanx
£ =0 F— 0 o
= lu_n (arctanQ - arctan?) + lun {arctans ~ arctan 0}
= o[-l . % _g=
= 0 ( 2)+ > O=m
br? olur.
ORNEK :

j; x*dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

© Ciziim :

3
fx dx= Ilm xtdx= Il_L_m%=+oo

oldugundan verilen integral waksaktir.

/f’ ORNEK : a>0 igin f J"ip integralinin karakterini inceliyiniz.
a -

x
Coziim :
t . _
]nE, p=1 ise i l=
=] f ,-p>.
f g‘%:flim %:rlhn ] ={p-1 7
a xP tmwda yF fmeld-p Gl-p <
%_, p#l ise +o, p=1

olacagindan verilen integral p> 1 igin yaknsak p =1 igin wraksaktir.

ise

ise
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TANIM

f fonksiyonu {a,b) araliimn herbir kapalt alt aralifn iizerigde _integrab__ _

lenebilir ve lim fx)=+oo (vej;a '-00) olsun. Bu takdirde f Ax)dx inte-
x—& a .

graline bir fkinci gesit genellegtirilmis integral, b noktasma da bu integralin
bir singiiler noktasidir denir. Bu integralin degeri

. & - s . o
[ ode= tim | Ko 86
a t—b"va

APRPL S
0
biciminde tanimlanir. Sagdaki limit varsa soldaki integral yakinsaktir denir,
Yalansak olmayan integraller maksaktip?f fonksiyonu (a,b] araligmm kapal
herbir alt aralifinda integrallenebilir ¥ lim flx)=+co (veya —o) oluyor-

X =i
sa, fnin [a,b] iizerindeki ikinci gesit genellegtirilmig integrali _
5 5
f fx)dx= rl-.hlla fr SAx)dx 8.7

bigiminde hesaplanir. Limit var oldufunda integral yakinsak, limit varol-
madifinda integral waksaktsr, Integralin singiiler noktas {a,b] aralifinin bir
¢ i¢ noktasi ise, [a,b] tzerindeki ikinci gesit genellestirilniy integral

fa ’ )= fa "+ f Ko (8.8)

biciminde tamimlanir. Sagdaki her iki integral yakmsak ise soldaki integrai
yakimsaktrr. '
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Céziim : lim

!
ORNEK : f _dx_ integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
0 4.!1 —

X

y =+ oldugundan x = I bir singiiler noktadar.
TV -x

I ¢ ¢ L
I tim [ 2 him [ 1on) T
0 Tx  i-rd g -1l
3!

1 7
Hm - =-(1-
Jim 3( x) .

I

el 4 o344 4]_4
‘f_l."f-[ 5 (1-1 +3]'3

oldufundan verilen integral yakinsak ve degeri % tir.

2
ORNEK : ‘/0 % integralinin yakmsaklik durumunu inceleyiniz.
X

2 2 2
Ciiziim:f i | x2ax=tim -4 = im L
0 42 g i~ x|, -0 f

=+o0

1
2

oldugundan verilen integral wraksaktir.



‘integralinin p < 1 yakinsak, p=1 igin waksak oldugu gosterilebilir.

{J.’;—’e S e T “-(‘57\%‘.!

dx integralinin karakterini inceleyiniz. Lelin C)“PL M
(b—x)F & catbe

-
ORNEK : f
a

Coziim: p= 1

[ & R nadd W A CET

w-xy p-1 4, p-1 p-l
olacaémdén, '
(b-a)y""
! , p<l ise
1 f = 1-p F
t-b"va (h-x)P
. + 09, p>1 ise
die.
p:'l icin
i !
[ & il =-nb-H+Inb-d
_ a b-x a .
olacagindan

'3
lim & __ Jim—1Inlb—tl+n|b-al=+oo
t=bJa b—X (-¥&

bulunur. $u halde
[ 5%
a (h- xF

integrali p<1 igin yakmsak, p = 1 igin wraksaktir.

Benzer gekilde

bk
f“ (x-a)’

ORNEK : -/u tanx dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
Coziim : lim tanx=+oco oldufundan x= 12"1 noktast bir singiiler noktadir. Su
n.
X
2
halde verilen integral bir ikinci gesit genellegtirilmis integraldir.

T % T
f fanx cix:f tanx c:bc+fIE tanx dx
(W 0 z

olur. Sagdaki her iki integralin yakinsak olmasi halinde soldaki integral
yakwsakur. Bu integrallerden en az birinin iraksak olmast durumunda verilen
integral iraksakfar,
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T

= f { N
2 . .
] tanx dx = lim f tanx dx= lim SIX e
0 L xJe X J0 cosx
7 bl

i
= lim (-Inlkos#l)=+oo

= [lim (~Inlcosxl)
Ll 0 .

i~z

T2
oldugundan verilen integral wraksaker, h"‘\“mg Q‘\A“dé\ L
: A%ﬂsﬁé_fl—g \DG&AC“J l“‘-‘--

dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz:

1 1-x%

1
ORNEK : f
Ciiziim : Verilen integral

1 0 ]
f dxzzf dx2+ dxz
L -1 1-x ¢ [-x

bigiminde iki integralin toplamu olarak yazilabilir.
Bu iki integral de birer ikinci ¢esit genellestiritmig integraldir.

dx Y gy ]/ﬂ 1 1
lim = - -— et
./—1: I‘—xz t—=1%J 1—'362 ;_.LT]*Q ¢ (1—x+l+x)dx

0
= |im (—lnll—x|+h'1|1+x!) =[i.mln‘1—_—r-“—'oo
f——ir -1 1+¢
0
oldugundan f 1 dx 5 wraksaktir. Su halde verilen integral raksakur.

1-x

TANIM

Bir integral, hem birinci ¢egit genellegtirilmig integralin hem de ikinci cegit
genellegtirilmis integralin 6zelliklerine sahipse, yani fonkstyon hem sinmstz
bir arahk fizerinde tamml hem de bu araligm en az bir noktast komgulugunda

sinwrsiz ise bu integrale iiciineti ¢esit genellestirilmis integral denir.

ORNEK : fo ixz— integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
x

Coziim : Tntegrasyon araligs simrsiz ve  lim —15 =0 oldugundan x=0 bir sin-
=0 x

giiler noktadir. O halde verilen integral bir tigiincii ¢esit genellegtirilmis integral-

dir.
"“dx_‘dxf“dx
]g_?‘f_?*'l =

 ——— e R e e e e



8.2 BIRINCI CESIT GENELLESTIRILMIS INTEGRALLER ICIN YAKINSAKLIK TESTLERI

=] !
.[a fx)dx  integralinin degeri fa Ax)dx integralinin ¢ ~—> o igin limiti oldugun-

{
dan, serinin yalansaklif i¢in j; Fx)dx integralini hesaplamak gerekir. Bu ba-

zan miimkiin olmayabilir, Bu nedenle bazi yakinsaklik testleri geligtirilmigtir.
Bunlarin ispatlars bu kitabin kapsarmnda olmayan bagka bilgilere ihtiyag goster-
diginden burada ispatlarina girmeyecegiz.

TEOREM 8. 1 (Karsilagtirma Testi) :
[a; +%0) aralip iizerinde tamml ve siirekli f ve g fonksiyonlan
0 s flx) < g(x) esitsizligini saglasin.

) j Emg(x)abc yakansak ise fa E'm_'f(x)a’_x yakinsaktir.

2 f “foydx raksak ise f “gxydy waksakur.

ORNEK : f] e dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

Coziim : x= 1 igin P2x = '=-x = ¢ <e™* dir. Diger taraftan

=1] t
f ¢ Ydx=lim [ g “dx=1m (—e_r+e_]) -1
1 f=rot| f—oo e

o0

oldugundan. f] ¢ " dx yakinsaktir. Kargilagtirma testinden fl e"‘zdx yakinsaktir.

TEOREM 8.2 (Karsilagtirma Testinin Limit Formu) :
Pozitif tanimli bir f fonksiyonu igin

.:xl'_lfllax? fxy=¢
olsun.

(1) 0= c<> ve p>1 ise f Foodx yakinsaktir,
a

2) O<c< o ve psl ise f flx)dx waksaktir.

ORNEK :

integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

[ ===
8 oxt+1
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Coziim ;
. : 1 . , x* 1
[im xzﬂx):llrn X = lim % o1
LT o ate1 TeVoxte1 3

olur. ¢ = % ve p=22>1 oldugundan verilen integral yakinsaktir.

2
NOT : j Jflodx  seklindeki bir integralin yakinsaklik durumunu incelerken
x =—t degisken defistirmesi yapilirsa f R~ 8dr integrali elde edilir. Bu son
-a
integralin karakteri bundan Snceki testler yardimiyla incelenir,
ORNEK :

0
f **¢*dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
-a

Coziim : x=- deZigken degistirmesi yapilirsa

0 «
jxsexdx:—fo Peldt

bulanur,

7
lim 2 f1) = lim 2(Fe™) = lim L= 0
= i—=m o3 et ]

o 0
ve p=2>1 oldugundan fo Pe'dt yalansak, dolaysiyla f x°e*dx yakin-
saletir.

~1
ORNEK : f —lgl—dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
o g

Cozitm : x = —t denirse
-1 oo
/ Lar=- [ La
-y 1 3

bujunur, fz —lgdt yakunsak oldugundan verilen integral yakimsaktir,
b4



8.3 IKINCI CESIT GENELLESTIRILMIS INTEGRALLER ICIN YAKINSAKLIK TESTLERI

Tkinci gesit genellegtirilmis integraller i¢in de bazt yakinsaklik testleri vardr.

TEOREM 8.3 (Karsilagtirma Test]) :
Pozitif tamrah f fonk_s_iyonunun_tek singitler noktast & ve herx & [a,b) icin
Jx) $g(xj ‘olsun. |
R R '
a j glx)dx yakinsak ise f fx)dx yakmsaktr.
: @ . . - @ . .

.- b : b o
2 f fx)dx raksak ise j‘; glx)dx . wraksaktir,

ORNEK :
ki1

7 dx . . . . ..
- tegralinin yakmsaklik durumunu inceleyiniz.
ju x sinx .m nY 4

Coziim: D<x= % igin, -

1. 2i>0
X SHXx X

i

ve fo 2 —‘il integrali rraksak oldugundan verilen integral wwaksaktur,

Singiiler noktamin @ veya (a.,b) arahfmdaki bir i¢ nokta olmas: halinde de ben-
zer test ifade edilebilir.

ORNEK :

integralinin yakinsakhk dwmunu inceleyiniz.

[
(Y
Coziim: 1 <x=<?2 i¢in

Borx = Pol>x-1 =2 V=131 =

1 1

1
< =
NERT RN S

2
dx " o
ve [ akinsak cldufundan verilen integral de yakinsaktir,
P V-1 : By -
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TEOREM 8. 4 (Limit Testi) :
Pozitif tamml f fonksiyonunun tek singiiler noktas1 b ve
o Jlim -2 =y e

" olsun. .

(1) 0=sy<o ve p<1ise f fxdx yalansakt.

S ' e
(2) O<ysw™e pz1ise | fxdr waksaker.

1
ORNEK : fo ; integralinin yakisaklik durumunu inceleyiniz.
1-x .
Coziim :
. 1 ) 1-x 173 . 1 /3 1
im (1—x)”3——-:nm( ] :l]_m( ) 1
P M2 x=ry1-x2 -1Vl +x 3

oldugundan vy -1 ve p= L. 1 dir. $u halde verilen integral yakinsaktir,
F 3

NOT : Singiiler noktanin & olmast halinde benzer test verilebilir. Bu durumda

lim (x~a)? flx) =y

limitini gdzdniine almak gerekir.

T
ORNEK : [ﬂ Smf dx integralinin yakinsakliic durumunu inceleyiniz.
x

Coziim :

lim (JC'—' 0)2 510X = lim Sinx =1
x—0* x3 -0 X

olur. p=2>1 ve y=1 oldugundan verilen integral wraksaktr.
Ugiincti esit genellestirilmis integraller, birinci ve ikinci cegit genellestirilmig

integrallerin toplami bigiminde yazilabilece§inden, buniarm yakmsakli icin
toplamdaki herbir integralin yakinsak olmas: gerekir.




;j =

o

ORNEK : Gamma Fonksiyonu denilen
rm):fo e dx

integralinin n > 0 igin yakinsak, n =< O igin wraksak oldufunu gosteriniz.

Coziim : Verilen integrali
=) { o I
xﬂ— 1e—xdx= xr!—}e—‘\'dx_i_ x!r"le—.\'dx (8.9)
a 0 1 :

bigiminde iki integralin toplami geklinde yazahm.

() n=1 ise (89) esitlifinin safindaki ilk integral bir belitli integraldir.
Ciinki integrant [0,1] aralifinda bir siirekli fonksiyondur. Sagdaki ikinci integ-
ral birinci gesit bir genellegtirilmis integraldir.

n+l

. 2 -1 - .
tim ¥ (x" e %)= lim =0
X —~oo X—m e-‘f

oldugundan yakansaktir, zira p=2>1, c= 0 dir.

2 O0<n<1 ise (89) esitliginin safmdaki ilk integral bir ikinci gegit
genellestiribmis integraldir.

lim "™ e ) = lim e =1
x—0F Cox=0

oldugundan bu integral yakisaktw, zira p=1-n<1 dir. ikinci integral birin-
ci cesit bir genellestirilnng integral olup yakinsaktir.

(3y n=0 icin (8.9) esitligi
- 1 -x o _x
j € dx= f € dx+ f €y
0 X 9 X PoX

bigimint ahr.

-

limgf—= lim e*=1  (Bore~ <. L)

x—~0" X x=0

oldugundan birinci integral rraksaker. $u halde I'(n) integrali n =0 igin wrak-
saktir.

) n<0 olsun.

Im x{x" e =400
re

oldugundan (8.9) un sagindaki ilk integral wraksaktir. Su halde T'(n) integrali '
n >0 icin yakinsak, n=< Q igin waksaktrr.
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1. A@agldaki integra]lerin cinsini belirtiniz,

a) b)f e
o 1+cos x 0
4 T .
o [ fra o [
o0 [#+] —X
d)f l—c;c)s2xdx e)f e
0 0

) fsinxdx f
0 0 9x

1)If0

Agafidaki integrallerin yalansaklik duramlann
inceleyiniz. Yakmsak olanlann degerini bulunuz.

xz—x

X == L
%) ./1' %> j o 1+x°
o dx j‘oa _xz
c — e xe  dx
) -/; x‘fxz—l 2 0
d) f esinx dx ) f Egidx
0

arctanx arctanx .

& f 1+x*

i) fl ?‘%dx
b f(}wef:xkl
™ ) ol
- _/;llﬂsl o) farcsmxdx

2
’ dx
&
) fo xt=4

e g
D j; x(lnx)?

1) —

i) f xe Fdx .
0

p)fc/jf—xz

3. a>0 olsun. f x¥ dx integralinin yakinsak olma-
a

51igin gerek ve yeter sartin g olduunn goste-
- G
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¢,

8.

a>0 icin asafidaki integralleri hesaplaymiz.

a) fo T ey ) f

Asagdaki integrallerin yakmsakhgim karsilagtirma
testinden yararlanarak inceleyiniz.

2 f“ dx b) ®  dx
0 S+l 1 1452
o) % (= .

c) L 9)../; %

o d+e*
o0
e)'f ix
1 yé"—X

WNsinby dx

o ax
d —_
) j:mxz—aiﬂs

o e

Asafidaki integrallerin yakinsak oldugunmu pés-
teriniz,

) fz_dx_
0 3/x—1+1

x+x

1
xlnx '
dx b 1+

) c Ut )2 )f Inx In(l +x)dx

in(l —x) f

— X
C) ./; 1/1—1' )
y=x"12, yz%x'”?’ efirileri ile x =0 dogrusu

arasinda kalan bélgenin alanim bulunuz.

y= egrisiyle Ox- ekseni arasmda kalan bol-

1+x
genin alanint hesaplayimz.

Birinci bbigede y = ¢™ egrisiyle Ox-ekseni arasin-
da kalan b&lgenin,

a) alamm

b) Ox— ekseni etrafmda dondiriilmesiyle olugamr
cismin hacmini bulunuz.



1. f ¢ “coshx dx integralini hesaplayiniz.
0 - .

2. Agagdaki integralleri yakinsak yapan p ve g
sayilanm bulunuz.

1 - 2
a) fxp(l—xz)qu b) dx
0 .

1 x9(Inx)?

(a4
3. f e dx = if— oldugu biliniyor.
0

Agsafhidaki esitliklerin dogrulufunu gdsteriniz.

me—,\'

€ dy=
a) _/(; ‘/; 1/_75
b ® 2 -xzdx:ﬁ
) ./;x e

4
f_.m

gerek ve yeter sartin p > 1 oldufunu gsteriniz.

integralinin yakinsak olmasi i¢in

2

r(3).r).r@) i)

ifadelerini hesaplayimz.

5. f R esitliginden yararlanarak
0

6. A§af-;rldakj esitliklerin dogralufunu gosteriniz.
a (=1
b) Her n € R* icin I'(e+1) = nl'(n)

\ ¢) Herne N igin T(n+l) =n! j
;\‘ e e

7. x=tan doniigiimil yardimiyla

n=1 lise

fm*—dx =1 135.(%~3)
Zn IR T T {74 ¢ B E .
o (4377 | oy 7> "> ise

oldugunu gosteriniz.

10.

11.

Asagidaki integralleri I" fonksiyonundan yararka-
narak hesaplayimz. '

o -
a) fxzexdx
0

c) f e dx
0

a>0 ve n>0 i¢in

f e B gy = g™ ()
0 _ :

b) ];m/} e~ dx

9)fld"
0/ —Inx

oldugunu gisteriniz.

r>0 icin

j:ce_xrdx= %F(%)

oldugunu gosteriniz.

B={(xy):x=1 veOsys%}

bélgesinin alamnin sonsuz oldugunu gosteriniz. Bu
bolgenin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan cismin hacminin sonlu oldufunu gosterimz.

y =—51; , x=1

denklemli egrinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle olugan donel ylizeyin alaninin sonsuz olduju-
nu ispatlaymiz. {Yiizey alam sonsuz, fakat hacmi
sonlu olan bu dénel yiizeye Gabriel Borusu adi ve-
rifir.]

Gabriel borusu
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G.F.B. RIEMANN (1826 — 1866)

Bir Luteryan papazimun alti cocufundan ikincisi olan
Riemann, 17 Eylil 1826 giinii Hannover’in bir kyiin-
de dofdu, Riemann’in gocuklupu yokluklar icinde
gecti. Birgok yazar Riemann ve kardesierinin hastallk-
larim ve geng yasta Simelerini, kalitimsal bir hastaliga
degil de, kiigiikken iyi beslenemedikleri gercegine
baglarlar. Ornegin anneleri daha ¢ocuklar bitytimeden
Olmiigti,

Riemann gencliginden beri cekingen oldugu icin kim-
seye glivenmemig, bir toplulukta konugmaktan veya
dikkatleri kendi lizerine ¢ekmekten kaginmugtir,

Riemann ilk derslerini evde babasindan atmugtir, Daha
ilk derslerinde bitmek, tilkenmek bilmeyen bir Giren-
me arzusi gésterdi. Once tarihle ise bagladi. 6 yagina
gelince matematik yetenegi sivrilmeye bagladi. O titm
problemleri ¢tzmekle kalmzyor, zor problemler hazir-
layarak kardeglerini giic dumma sokuyordu. Yaratict
zeka o yaglarda kendini gdsteriyordu, On yagina gelin-
ce Schulz adindaki bir 8retmenden yiiksek aritmetik
ve geometri dersleri ald:. Kisa bir siire soara §gretmen
bilgice 8frenciden geride kaidi. Ciinkii Riemann 53-
retmeninden daha iyi ve dikkat gekici ¢oziimler bulu-
yordu.

14 yaginda Gymmasivm’un igiineit sintfina girmek
tizere biyik annesinin yamna gitti.

Riemann daha lise y:llannda her geyin tam olmasim
istiyordu. Bu gzellik onun eser yayinlamasim yavagla-
tiyordu. Fakat yayinladigi eserler tam anlarayla ku-
sursuzdu,

Lise miidilrit Schmalfus Riemann’im matematikteki
yetenegini gorerck, kendi ozel kiitiiphanesini onun
emrine sundu. Once Legendre’in Sayilar Teorisi adl
eserini okudu. 839 sayfa olan bu eser oldukea zor ve
dilstinmeyi gerektiriyordu. Riemann 6 giin sonra kita-
b1 gerdi verdi. Miidiir “Nereye kadar okuyabildin?”
diye sorunca, Riemann “Degerli bir kitapti. Tismiinii
ckudum.” diye cevap verdi. Soyledikieri dogruydu.
Ctinkii aylar sonra yapilan bir sinavda bu kitaptan so-
rulan zor bir soruyu tam olarak yapmigti, Riemann'in
asal sayilara verdifi 6nem Legendre’in bu kitabiyla
baglar. Riemann’in en derin ve en kuvvetli ¢alismala-
nindan biri verilen bir saytdan kiigiik kalan asal sayila-
rin sayisim yaklagik olarak veren formiitii bulmasidir,
Bu aragtirma 8 sayfalik bir ¢aligma olup Berlin akade-
misinin aylik notlarinda basiidi.

Riemann lise yillarinda sadece Legendre’in eserini
okumakla kalmad:. Buler'in eserlerini de inceledi.
1845 yillannda Buler'in eserlerinin modas: gectigi
halde ¢ bunlardan ¢ok yararlandi. Buler’den sonra
Gaus, Abel ve Cauchy ¢ok yenilikler yapmugiardi,
Euler’in eserleri onu iyi bir analizci yapti. Matematik-
te biiyik buluglara gitlirdii.

Riemann daha soura Jacobi, Dirichlet, Steiner ve
Einstein’in yaninda yeni matematifi 6grenmek icin
Berlin’e gitti. Burada birgok konu iizerinde ¢algt.
Riemann'in matematife yaptig:i en dnemli hizmeti
karmagik fonksiyonlar iizerine yaptifi caligmasidir,
Bu cahgmay1 21 yaginda yapmugtir. Riemann, mate-
matik diginda bagka konularla da ilgilenmigtir, Felse-
fe, manyetik ve elektrik alanlan bunlarin baginda ge-
lir,

Riemann kuigiik gapta bir kitap olacak kadar eser yaz-
d1. Fakat yazdig: hersey biiyiik yenilikler iceriyordu.
Eger beden yapis1 zayif olmasayd) daha gok sey yapa-
caktr, ’

Riemann’s 8liimsiiz yapan gahsmalardan biri de kendi
adiyla amlan Riemann Geometrisidir.

Riemann 20 Temmuz 1866 da hayata gozlerini yam-
du. Oldisgiinde 39 yagindaydi.

Bir ua‘us savag alan!a: ‘nda ne kadar zafer[er elde ederse etsin, o zafenn sii-
rekli sonuglar vermesi, ancak kiiltiir ordusuyla mimkiindiir,

ATATURK




9.9 KUTUPSAL KOORDINATLAR

Plx y)

Kartezyen koordinat sisteminde bir P(x.y) noktast alalun. Bu noktamn O(0,0)

noktasina olan uzakhfi r, [OP] dofru pargasimn Ox-ekseniyle pozitif yonde

yaphg1 agimn Sliisii @ ile ghstenlirse
X =FrCcos

? 9.1

y=rsing

olur. Bu (r,) ikilisine P noktasmin kutupsal koeordinattart, O noktasina kutup
noktast, ¢ agisma kutup acisi, 0x- eksenine de kutup ekseni ad verilir.

 Bilindigi gibi ditzlemde herbir noktanm bir tek kartezyen koordinat1 vardir.

Halbuki kutupsal koordinatlarda durom boyle degildir. Herbir noktamn birden
fazla kutupsal koordinatlar1 vardir.Omegin (v, @) bir noktanin kutupsal koordi-

natlan ise (r, © + 20) , {7, @ + 40, ... , (r, @ + 2km) koordinatlari da ayn1 nok-
tanin kutupsal koordinatiaridir.

Bir (v, @) say: ikilisini bir noktamn kutupsal koordinatlan olarak gdzoniine ala-
bilmek icin bazi kabullere ihtiyag vardir. Bunlar gunlardir :

I §] {r, @) bir P noktasimn kutupsal koordinatlari ise her k e Z icin
{r, @ + 2km) de P noktasimin kutupsal koordinétlandm

2) (r, ©) bir P noktasimn kutupsal koordinatlan ise
{-r, @ + m) de aym noktanin kutupsal koordinatlaridir.
Yani (~r, @) ile (r, @ + m) ayni noktayl ghsterir,

3) Her ¢ igin (0, 9) koordinatlan kutbun (orijinin) katupsal koordinatlarzdar.
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Ly ' ORNEK : A(S,TBE') ve B(-2, %} noktalanim diizlemde gésteriniz.

A5, 73)
/4; Coziim : A(S,g—) noktas: orijinden gegen ve Ox- ekseniyle % radyanlik agi

yapan dogru iizerinde bulunan ve orijinden (kutup noktasindan) 5 birim uzakta
bulunan noktadir.

(_— 2,%‘—) noktas: ile (2,% + %)= (Z,%—) noktasi aym noktayi gosterdiginden,

ry {(~ 2,1;—) noktasm bulmak i¢in (2,—2‘—} noktasinin kutba gére simetrigini almak
. 2,16 ) yetecektir,
6T s
/ 0 x r ve ¢ kutupsal koordinatlarim x ve y kartezyen koordinatlan cinsinden ifade
H C2.16) etrnek miimkiindiir,
(9.1) de her iki tarafin karesi alinir ve toplanirsa
2+ ¥ = 1% cos’p + rsin’p = 12 (cos?p + sin?@) = r2
bulunur,
(9.1) de ikinci egitlik birinciye boliiniirse
. l:——(&rsjﬂ :tango::(p:arctan-l
X rcosg X
bulunur. Buna gére r ve ¢ verildiginde x ve y kartezyen koordinatlan
. ‘(- ©.2)
R A R
A (:._'1\(:5 '( [ ~ 1.
e L A= ten L #Tj
bagintilarindan yararlamifarak hesaplanabilir. az v
A7
N Lo~ - ORNEK : P(3,+/3) noktasinmn kutupsal koordinatlarimi bulunuz. ’é
Lz d‘; £ & ena
| 5 ()/f“}, Coziim : r_\}ﬁ(:’
J ~
(-4 o Lc-f‘qrﬁf _’1 @ P24y =9+3=12 = r=243 olur.
A7 d LRV y_«3 _ 1 03
lor 4 {7 tang =--=—"—=—==¢=-- olacagindan verilen noktanin kutupsal koordi-
) K P \’ X 3 '\/§ 6

natlar (2@,%) olur,
> z
é \(LK A e T w
: % ORNEK : Kutupsal koordinatlar: A(2,—4—) ve B(- 2,;) olan noktalann
' } kartezyen koordinatlarim bulunuz. Q’/ 7 ‘@,
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(-
N

)

r=2gcose

2a

Coziim :

x=rcostp=2ms£=2.£=ﬁ
4 2
y=rsm(p'=25m%:2.i§—=ﬁ

oldugundan A noktasimn kartezyen koordinatlan (~2,+2) dir. B noktasmm
kartezyen koordinatlar da

x=rcosQ={(-2) .cos%:(—Z)%:-l
y =7 sing = (-2) . sin { - Z}i}:—-\/’j

olur.

Kartezyen koordinat sisteminde oldugu gibi egrilerin denklemini kutupsal koor-
dinatlar cinsinden de ifade etmek miimkiindiir. Kartezyen koordinatlar sistemin-
deki denklemi verilen bir egrinin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemini
bulmak icin verilen denklemde x yerine r cos@ , y yerine r sing yazmak yeter-

lidir. Miimkiin oldugu takdirde, r cekilerek
r=flg)

seklinde bir denklem elde edilir. Simdi bununla iigili olarak bazi Ornekler
yapalim,

ORNEK : Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi »” + y*=a* olan gem-
berin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemini yazimz.

Coziim : Verilen denklemde x =rcos@, y =7 sing yazilirsa

12 cos?@ + r25in’Q = a® = 12 (cos’P + sin?@) = a* = r*=a’ bulunur.
Buradan stz konusu ¢emberin denklemi olarak

r=a

bulunur.

ORNEK : Merkezi (a,0) da olan a yancapl cemberin kutupsal koordinatlar sis-
temindeki denklemini yazimz.

Coziim : Bilindigi gibi bu gemberin kartezyen koordinat sistemindeki denklemi
(x—a)y+ y2 =a?

dir. x = r cos@ ,y = r sing yazihirsa
(rcos® —a)? + 12 sin? @ =a> = 12 (cos?p + sin® @) =2 r a cosQ =
r = 2a cosg

bulunur.
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y=x
Q=74
Squ‘-/ w4

)\_,_{-CC':_BLF 3:( &:ﬁ(’f

Aoon
- --"; - :) H,L '-"‘bﬁ": _H_y

ORNEK : Kutupsal koordinatlar sistemindeki denklerni

12 cose sing = |
olan efrinin kartezyen koordinatiar sistemindeki denklemini bulunaz. Bu egrinin
cinsini belirtiniz.

Coziim : coso =2 | sing = J

- - yazdabilir. Bu deZerler verilen denklemde yer-

ine yazilirsa,

xy=1

bulunur. $u halde verilen egri bir h1perboldur.r{' os d I N L{

ORNEK : y=x dogrusunun kutupsal koordinatla:df{d da_z_r_;klen'}jni yaziniz.
= ” Li

Cozitm : Verilen denklemde x=rcosp, y=r sing yazilirsa

rSing =rcos = sing = cosp = @ = % veya ¢ = —54£ bulunur, 0x-
ekseniyle % radyanlik a¢1 yapan dogra ile éf radyanlik ag1 yapan dogru aym
dofiru oldugundan istenilen denklem olarak

o3
almabilir. Kutup (orijin) noktasindan gegen tiim dogrularin denklemi

P=1®
bigimindedir,
ORNEK : Kariezyen koordinat sistemindeki de lemi

\yo =t tro s (f
( + )% + 202 + y2) = dx?

7
] .Lp_ (7‘ - {A(QCU:’(Q
olan egrinin kutupsal koordinat sistemindeki denklemini bulunuz.

Cozitm : x yerine r cos , y yerine r sin@ yazilirsa
(r* cos?p + r? sin?)? + 2(r2cos?p + 2 sin’p) = 4 r2cosip =
¢ )
¥+ 212 = 42 cos?p =
P2 =4cos?p — 2 =2 (2cos?p— 1) =
=2 cos2

bagntis: elde edilir.



2 ]

Bir epri, iizerindeki bir noktanin kutupsal koordinatiarr » ve @ ohﬁak iizere,
r = f{p) olarak tammlandifinda bu-efri iizerindeki bir (x,y) noktasimn koordi-
natlan

{x =flg}cosp
|y=Ag)sing

olacakir. Bu, verilen egrinin parametrik gdsteriminden bagka bir sey degildir.
Simdi buradan yavarlanaaak, 7 = f(p) esitigi le tanmlanan bir finin bir kutp

agisina kargilk gelen bir P(r4p) noktasndaki tefetinin egimini bulalm.

dx=d[rcose]= j% (rcos@)de = (r'cos @ - rsing)de
.. Ey = d.[dsin.qo] = % (réin 4;1)) d(p - (r'sing +rcos @) dg

oldugundan, tegetin m egimi,

_dy _r'sing+rcosg
dx ~ r'cosg-rsing

olur. Bunun bir anlama sahip olmasi igin f nin siirekli tiireviere sahip olmas:
gerektifii acikirr,

o, tegetin Ox- ekseni ile yaptif1 aguum pozitif yondeki 8l¢iisii olsun. Bu takdirde,

tan @ -9 _ r:sin(p +7COSQ

dx rcos@-rsing

olur. OP doprusunun tegetle pozitif yonde yaptif agumn Slglisi ¢ isey=0-0
olacagindan

r'sinp+rcose  sing

tan@-tane _ r'cos@-rsing cosg
1 +tanBtane | 4 [SIN@+7COSE sinop
rcos@-SinEQ CcosQ

tany = tan(0-¢)=

olur. gerekli sadelestirmeler yapihrsa

r
tany = —
\_____\_IJ:——-—--F—.-——-"_"

bulunur. Tegetin egim’ agistmn dlgiisii
O=y+o
e

olur.
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Ily

B(ry 0,)

Alry )

ORNEK : r=2(1 + sing) egrisinin A("%,3) noktasmdaki te?&tinin denklemi-

ni yazimz. Aon \y: é, - L { Pm'n(()

Coziim : Zcosd
. T 1
y = L-Xlrsing) TG 14 5 o
r 2cos¢ T 3 43
COSE _2,.

oldugundan v = = diir, Su halde tegetin egim acisinm Slciisii
y 3 & ¢

olur. O halde teget Ox— eksenine dik olan bir dogrudur. Doelaystyla x = ¢ bigi-
minde bir denklemi vardir. Degme noktasmm apsisi

x =108 =2(1 + sing) cosp = 2(1 + sin £ ) cos T = ___3*2/5

343

oldufundan tegetin denklemi x = 23 olur, Tegetin kutupsal koordinatlarin-

daki denklemi
r COSQ = —?ij—
2
olacaktir.

ORNEK : A(r,9,), B(r,, ¢,) noktalar arasmdaki uzakhigm

IAB! :'\/rlz"'rzz_ 2-"1?‘2003((92-901}

olacafini gosteriniz. Bundan yararlanarak A(12, 3rc) ve B(lﬁ,%) noktalan

4
arasindaki uzaklifi hesaplaymiz.
Coziim : Yandaki gekilde AOB ii¢genine kosiniis teoremi uygulanirsa

IABI? [OAP + OB — 2 10AI /OB cos (0,- @)

z 2
e o —2r1r:,_cos(<pz-tpl)

bulunur. Buradan

AR = \/riz+r22—2rirzcos(cp2-(pl)

bulunur.

n

r=12, =16, @, = %r'l, Py =

s

alinirsa

LABI = \/(12)2+(16)2— 2.12.16. cos% =20

birim olur,



o U,7) WG B
L? ol

. Asapida kutupsal koordinatlan verilen noktalarn

kartezyen foordinatlann yezinz = ;f&
e’ ne-H o 6o
9 .(-“3%%‘93 LD EBm e (3,2

Cp e2H peFH B (/2.5

) (LT D (2/5,2—”) DECRO)

. A§ag1dak1 noktalann kumpsal koordmatlanm bulu-

. 'nuz

9 (L) BEE-D o @2
_d)_(ml,ﬁ) e (/2,-/2) D (-3./3)

. A§a§1dak1 noktalan koordmat diizleminde gos-
“tériniz.

e wan o (a8
B 20 e (3%) | 9 (—2,%)
o (+3) w(-%)

. Asagida kartezyen koordinatlardaki denklemleri ve-
. rilen dogru ve egrilerin ]cutupsal koordinatlardalki
. denklemini yazImz.,

ayx=4 - " hx=2y cyxy=1
Qy=2  dy=4 e)x? +y? =16
P-4 grty=2 WP+E-4=16

. Agapida kutupsal koordinatlardaki denklemieri ve-
-~ rilen dogru ve egrilerin kartezyen koordinatlardalki
denklemlerini yazmu'. Bunlann grafiklerini ¢iziniz,

_a} rcosg = 2 b) rsing= -1

-c)  sing = cosP ¢} rcosQ+18ing =1
d_). = 4r$iﬁ¢ .' &) rsin2¢ =2

f) re=cotep . csce g) r=cscoe’ cos®

h) rsing = lnr + lncosg 1) r = 2sing — 4cos@

10.

D r+2rfcosgsing=4 j) sin’p=cos’p

K rsinfg-Z)=3 ) rcosp = sin2g

Asagida kartezyen koordinatlardaki denklemi veri-
len egrilerin kutpsal koordinatiardaki denklemleri-
ni yazimz. Mimkiin olanlarmn r = £@) bigiminde
yaziniz. '

a) .:u:z+y2=(arr:t/s!r1~);;}2 b) x? =x?+y?

3
) (R+yPe=dt-y &) ¥P=glg
&) (E+y’+ax)t=a* (P +yH

) -y =25/x"+y?

Asagida kutupsal koordinatlardaki denklemi verilen
egrilerin kartezyen koordinatlardaki denklemlerini
yaziz. '

2 r=3 b) o=
¢) r=-5cos¢p ¢} r=1-cos2¢
dy r=1-cos?p  e) r=sin2¢
f) r=2+sing g) 2= cosZ(Q
h) tang=26 1) cot@ =3
j) r= 2sing cotd

1) rcotp=3

A(=2,0) ve B(20) noktalarina olan uzakliklar: gar-
pim 16 olan noktalarin geometrik yerinin denkle-
mini bulunuz. Bu denklemi kutupsal formda yazi-
niz.

A(B,—%) ve B( 3, 14) bir ABCD paralelkenari-

mn komsu iki kégesidir. Bu paraleikenann kgegen-
leri kutup noktasinda kesigtiklerine gore difer iki
kosesinin koordinatlarm: bulunuz.

A (5, 17) B((S, %) noktalari arasindaki uzakligt
hesaplayimz.
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9.2 KUTUPSAL KOORDINATLARDAKI DENKLEMI VERILEN EGRILERIN ClZiMi

¥ ( L '.P}

{r.—~9)
{—}‘,J‘E—fp

?'IHPJ) )
_r‘_ 4
¢ (r9)

SRS

(_ "'JF')

{ . i4m

Q(r,q:-*mr,tp)
P
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r = flp) esitligiyle verilen egriyi cizmek icin gu yolu takip etmekie yaran vardir:

(1} Tamm kiimesi bulunur.

(2) f periyodik ise periyodu bulunur. Periyot T ise T uzunluktaki bir aralhkta
inceleme yapmak yeterdir. Diger tiim araliklarda fonksiyonun aldi degerler bu
aralikta aldigt deBerlerle aymdir.

(3) Simetri aragtnlir. Simetriyi aragtwmamn belli bagh birkac yolu vardir.
Simdi bunlan verelim.

(8) (ryo) verilen denklemi sagladifinda (r,—@) veya (—r,7m—@) denkle-
mii saglarsa efri kutup eksenine (Ox— eksenine )} gére simetriktir. Zira (r, —@)
ve (-r,m— @) noktalan (r, @) noktasimn Ox— eksenine gére simetrifiidir, Su
halde f bir ¢ift fonksiyon ise efiri Ox— eksenine gire simetriktir.

b) (r, ¢} verilen denklemi safladifiinda {(~r, —@) veya (r,7—¢) de
denklemi saflarsa, egri Oy— eksenine gore simetriktir. Zira (-, —¢) veya aym
noktay: ghisteren (r, m— @) noktasi ile (r, ¢) noktasi Oy— eksenine gbre simetrik-
tir. Su halde f tel fonksiyon ise grafik Oy~ eksenine gore simetriktir.

c) (r,9) denkiemi sagladifinda (—r, @) veya ayni noktayi gdsteren
(r,m+ @) verilen denklemi saglarsa egri O kutup noktasina gore simetriktir. Zira
(—r, 0} ile (r, ¢) noktalar & kutup noktasina gire simetriktir,

d) (r, @) verilen denklemi sagladaginda bir o reel sayis1igin (v, ¢ + o)
da denklemi saglarsa P(r, ¢) ile O(r, @ + a) ayni ¢ember iizerindedir. 0 nok-
tasim elde etmek igin P noktasini pozitif yonde o kadar déndiirmek veterdir. O
noktasinmn kutup etrafinda o kadar dondiirtiimesiyle elde edilen R noktas: da ef-
ri tizerinde bir noktadir. Aynt sey R nin o kadar dondiiriilmesiyle elde edilecek
nokta i¢in de sdylenebilir. Bu durumda incelemeyi o uzunlugundaki bir aralikta
yapmak yeterlidir. Bu sekilde elde edilen egri parcasint kutup etrafinda oo kadar

déndiirmek ve bu déndiirmeleri, efiri kendi izerine kapamncaya kadar devam et-
tirmek soretiyle eZrinin ¢izimi tamamlanr,

e) (r,) denklemi sagladifinda bir & sayis1 igin (—, ¢ + o) da denkle-
mi saglarsa, yani @ + o) = — flg) ise, P(r, @) noktasiile Q(r, ¢ + 0) noktas:
aynt ¢ember fizerinde bulunur, Difer taraftan O(-r, ¢ + o} ile (r, @ + &t — )
noktalan ayn: oldugundan ve ot + ¢ — % = © — (7t — o) yazilabildiginden @ nok-
tasim bulmak igin P noktastm ¢ agisimin ters yoniinde m — o kadar cevirmek
yeterdir, Buna gbre egrinin o uzunfugundali bir aralikta ¢izimini yapp, elde
edilen egri parcasim negatif yonde m— o kadar déndiirmelidir. Déndiirme iglemi,
efri kendi kendisi ile iist iiste gelinceye kadar devam etmelidir.



4) r'=f1p) tirevinin isareti incelenerek, egrinin kutba nerede yaklagtig, nerede
uzaklagtif1 saptanir.

5) Fonksiyonun inceleme aralifindaki dzel noktalarda (fonksiyonun degerleri-
nin kolayca hesaplanabildigi noktalarda) aldig degerler bulunur.

6) Dc§i§_i_m tablosu yapihir. Bulunan dejerler bu tabloda belirtilir.
7) Degisim tablosuna gore gizim yapilir.

8) Simetri stz konusu ise, gerekli simetriler alinarak ¢izim tamamlanir.

Nuiwploker  glon  egfiler aptindos m\mmaof‘.
Simdi bazi egrilerin grafiklerini ¢izelim.

ORNEK : r=2(1 + sing) efrisini giziniz.
Coziim :
(1) Fonksiyon R tizerinde tanimiidr,

(2} singp , 21 periyotin o]dugundan fonksiyon 2w penyotluclur Su halde
inceleme 27 uzunhugundaki bir aralikta yapiimalkidir.

(3) (r,7— @) nin denkiemi sagladigin gosterelim.
r=2(1 + sin{zw — ©)) = r = 2(1 + sin@)
oldugundan egri Oy- eksenine gbre simetriktir. Ju halde mcelemey: m o uzup-

lugundaki [— L E ara.hgmda yapmak yeterdu'

(4) r=2cosg dir. {_ %, %] arahifinda cos¢ >0 oldugundan >0 dir. Su halde

~ ag bilyiidiitkge r bilyiimekte, yani egrinin noktalan kutuptan uzaklagmaktadr.

" (5) Baz ozel noktalarda aldig1 degerleri bulatim.

5)fosnf 3 oo

L e I A
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) =21 +3sin0) =2

f(%):2[1 +sm%)=2(1+%)=3
f(%):Z(l +sin%):2(] -i})ﬂw@; 3,41
f(lg-)zz(i +s‘m%]=z(1 +i2_3—)=2+\/_; 3,73
f(%]:Z(l +sin%)=2(1 +1)=4

§
i iy in 4 1w T i T
LERE YR g =z kg *x =T
L R R W § 4 3 2
: AR + + + + + + + 9
0 2-W32-v7 1 (27 3 24472443 4

(7) Butabloya gore ¢izim yanda yapilmustir. [(r, @) nokialan isaretlenip bunlar -
bir efriyle birlegtirilmigtir.]

(8) Efri 0y~ eksenine gore simetrik oldugundan verilen r = 2(1 + sing) egrisi-
nin grafifi yandaki gibi olacaknr. Bu egrive kardiyoid adh verilir.

r=a(l-sing} , r = a(l +cosQ), r = a(l — cos®) denklemleri de hirer
kardioid denklemidir.

ORNEK : 2= a? cos2¢ egrisini ciziniz.

Coziim : 7 =4 c0s2¢ oldugundan r =+ a./cos2¢ yazilabilir. €0S2¢ nin pe-

riyodu 7t oldugundan inceleme % uzunlugunda bir aralik fizerinde yapilmahdir,

Tanim kiimesine ait her bir ¢ degerine iki farkl: r defieri karguik geldiginden,

egri kutup noktasina gére simetriktir. Su halde, r = g /cos 2¢ egrisi cizilmeli,

elde edilen egrinin kutba gore simetrigi ahnmalidsr, cos2¢ = 0 olmasi gerekti-

ginden -2 < 29 < 5 = - Tses % olmalidir. Diger taraftan f-g) = f{o)

oldufundan o egri kutup eksenine gire simetriktir. O halde [0%] aralifinda in-

(%]

Q
iy

¥
=4
¢ celeme yapmak yetecektir. [0, %] aralifinda ¢izilen egrinin, kutp eksenine gire
simetrigi alindiktan sonra, elde edilen egrinin kutup noktasina gore simetrigi ali-
) a x nacaktir.

- =2sin2p o

2.jcosZg

r

dar.



P=at €052 lemniskatl

¥

i\

Q/-——-\

3

P, N

[
e

r=2+4cosp limagonn

S
o]

z
4
T |

r a\@a\\ﬂ

Bu tabloya gére ¢izilen efri yanda verilmigtir. Bu efiri parcasimin dnce kutup ek-
senine gore simetrigi aliir, sonra elde edilen kapali efrinin kutup noktasina gre
simetrigi alimrsa lemniskat denilen yandaki efri bulunur.

ORNEK : r=2+ 4 cosp efrisinin grafifini ¢iziniz.

_Cdzilm : Fenksiyon 2% periyotludur. [, ;) arahfinda gizim yapmak yetér—

dir. Difer taraftan f{—@) = 2 + 4(cos(-@)) = 2 + 4cos@ = ) oldufundan grafik
kutup eksenine gbre simetriktir, Su halde [0,7) de grafigi ¢izip bulunan efrinin
Ox— eksenine gire simetrifini almak yetecektir. Simdi bazi dzel noktalarda
fonksiyonun alacagi degerleri bulalim.

=5, f(Z)=4, (Z)=2, f(&)=0, m=-2

dir. Daha birgok noktada fonksiyon deferleri bulunabilir. Fakat cizim icin bu
noktalar yeterlidir.

r'=—4sin@ olur. Her @ € [0,n] igin r'< 0 olacagindan r azalanchr,

= A .
¢0 3 2 3

1 N N

rhe ~ 4 ™S 2 T 0 2

Bu tabloya gire ¢izim yapilirsa soldaki egri pargasi elde edilir, Bu efti pargasi ile
bunumn Ox— eksenine gbre simetrifi gizimi istenen efriyvi olugturacagindan

r=2+4cosp efrisi yandaki gibi olacaktir, Bu efirive limacon adr verilir.

Coziim : Fonksiyon her yerde tamimlidir. Fonksiyenun periyodu % oldugundan,
inceleme m uzunlugundaki bir aralikta yapiimalidir, Ornegin [—%,%] de cizim
yapilabilir. ‘
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—) = f{g) oldugundan efri kutup eksenine gbre simetriktir. Su halde 0,Z | de
¢ =Ry g gri kutup g >

cizim yapmak yeterdir. Bu aralikta efri cizildikten sonra kutup eksenine gore
simetri alinmalidr,

r=-2sin2p dir. 0@ < % icin 0s2p=xn ve dolaysiyla #'<0 dir.

L] L3 LR
@0 6 4 3 2
r ‘{Tm _ _ _ I |
Tl ™. ~a 0 o 1 1

1

2 2

Bu tabloya gore egri ¢izilirse yandaki grafik elde edilir. Bunun Ox— eksenine gore
simetrigi ahnr. :
f((p+%):c032(<p+~g—)=cos(2tp+n)=— cos2p=- fle)

oldugundan bulunan egriyi negatif yonde w- % = 12"'— radyan déndtirelim. Bu

dondéirme iglemine, egri kendi tizerine kapanincaya kadar, devam edilirse yanda-
ki grafik elde edilir.

NOT : r=acosn@ ve r=asinng efrileri birer giil egrisidir. Eger n tek ise egri
n— yaprakli bir giil, n ¢ift ise 2n— yaprakl: bir giildiir.



Asapida denklemleri verilen efrilerin grafiklerini -

¢iziniz.
a) r=2sing .
b) r=2cosp

{cember)

(cember)

c) r=2sinp+ 2cos@ (gember)

d) r=1+cosg
e} r=2(1-cosg)
f) r=4(1 - sing)
g) r=4+2cos0
h)y 1% =4sin2¢

1) r=1+2cos20

i) r=3sin2¢
j} r=cos3p
k) r=sin3gp
) r=2¢
m) r* = 4cosg
.
_m) r=cos 3
. o 3
o} r=sin 9

Agagidaki egrilerin kesim noktalarini bulumiz.

a) r=sing,
by r=2,

¢) r=sing,
¢) r=sing,

d) r=1+cosq,
e) r2=4sing,

H r=1+cose,

(kardiyoid)
(kardiyoid)
(kardiyoid) |
(limagon)
({lemniskat)
(papyon)
{4 yaprakl giil)
(3- yaprakli giil)
(3— yaprakli giil)
{Argimet spirati)
(8- gekli)

(nefroid)

r=1-sing
r = COo5Q
r=cos2¢

% = 3cos?p
r=1-sing
r? = dcos®
r=1-cos¢p

g) r=sn2e, ¥ = COSP
h) 2=/2sin8®, r*=,/2cos@
i) r=1, r =2 sin2¢

H or=1, 2 =2 sin2@

a) r:sin(ga——g—)‘

b} r= cos(q) + —g—)

"~

. _z
<) J-l-l-COS((O 4)
c) r=4cos(2q9“~ﬁ—)
4
2. -7
dy -4005(40 4)

By

cos@ + ——sing

1
§ =3 2

Asagidaki efrilere kutupta (orijinde) teget olan dog-
rulartn denklemini yazimz.

~a) r=4cos2¢  b) r=sinde

c) rl=cos2¢ ¢) r=1-cosp

. Asgaghdaki efri ciftierinin kesim noktalanindaki te-

getlerinin denklemini bulunuz. Bu tegetlerin olus-
turduklar agitarin $lgitlerini bulunuz,

a} r=2(1+ cosp) , r = 6cosQ
b) r=sinp, r =cos2¢p
c) r=sing, r=1-sing

. r=2(1 -cosg) kardiyoidine (2%) noktasmda gi-

zilen teget kutup ekseniyle kac derecelik agt yapar?
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fbir stirekli fonksiyon olmak iizere, r = filg} efrisiile p=0o. ve ¢ = dogrulan
arasmda kalan bolgenin A alamm bulalim,

[, B} arabigmm P = {ot = @y, ¢1. P2 o o s Oy » €, = B} parcalanmasim
g0zbniine alalin.

= min {flg) 1 ¢ € {Oy . i} }
ve

My = maks {f(¢) 1 @€ [y, ¢ ]}
olsun. my ve M) yancaph daire dilimlerinin alanlan, sirasiyla, %mf A, ve
1

7 Mf A g, dir. Dolayisiyla

i) il
ZimﬁA(pk < A= EiMfA(pk
ko1 2 =12

yazlabilir, f stirekli oldugundan integraflenebilirdir, Dolayisiyla alt ve iist
toplamlann I[Pl — O igin lirniti fonksiyonun integraline egittir. Su halde

N ) _ulu"s-z
A—.ZLf (m)d«o—z.far dyp
olur.

Alans istenen bblge, r = fl0) , r = g(¢) egrileriile g =c ve =p dogrulan
tarafindan simrlanan bdlge ise o < @ < P igin @) =< g(¢p) ise, bu bélgenin alam

8 B
A= %fa gz(cp)dtp—%fut o) do
farkina esit olur. Buradan
- _.1 Py 2
A= ?L [6*(@)~72 ()] do

bulunur. r = g(w) egrisi O kutip noktasindan r = ) den daha uzakta bulun-
dugundan yukandaki formiil

.A = % L B [(3Plal:'.£!.fq:)2 _.(r }rakm) 2] dq’.

bi¢iminde yazitabilir.



ORNEK : r = a(l + cosgp) kardiyoidi tarafindan
bulunuz. :

Coziim : Kardiyoidin grafigi yanda verilmuigtir.

a*[3 1 o
= T[E¢+2$m¢)+z-sm2qa]

0
= 'a—z[12:‘1:4'0+0]——3-11:.512
212 T2

birimkare olur.

stnirlanan bélgenin alamm

1 [, 1-'2:: 2 2
A= Efa rdqo:zfo a(1+2c:os¢p+cos (p)dtp_

2 2w
- e 1
= 2]{; [1+2COS(P+2(1+0032(|))]d(p

NOT : Kardivoid kutup eksenine gore simetrik oldufundan stzkonusn alan

A=23—f rﬁdcp:ﬂ?dtp
2 49 0

bigiminde de hesaplanabilir.

ORNEK : r=2 cemberinin icinde, r=2 (1 + cosg) kardiyoidinin diginda kalan

¥

bolgenin alanmi bulunuz.

L]

gerekir. Buna gdre,

Coziim : O kutup noktasindan gegen ve sizkonusu . bdlgeden gegen tsin
gézoniine alindifinda, 1gin egrileri kestifi M noktas1 O kutbuna daha yakindar.
O halde ryyoy = 2(1 +c0SQ) , Fygue = 2 dir. Diger taraftan [MN] doBru parga-

3n

stnin, alan1 istenen bblgeyi taramast igin ¢ nin % den —— ye kadar degigmesi

2

In

3n 3
A = %f; [22—22(1+c05q})2]dcp:—?_f; [+2cosp+ cos?o|dp
2 7

x

- - ’2 1

= -2 £[2003¢+2(1+c052q0)]d¢
2

= _2losing+ 2+t ) -8
2(231n<p+ o 431n2(p g8-n

= ,,_,l;l

br? olur.
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ORNEK : r=1+sing ve r=1- sing egrilerinin i¢ bolgelerinin ortak nokta-
larindan olugan bélgenin alanini bulunuz,

Coziim : Sozkenusu alan yandaki gekilde gésterilmistir., Taral alan 4 tane
simetrik alandan olugtufundan, bunjarin birinin alamm bulup 4 ile garpmak
yeterdir. Birinci bélgedeki alan: bulalim.

F/ T .
4.% [ ?(1-sing)?dp=2 | * (1-2sing-+sin’p)dp
i i)

A =

: T

= 2 ' 2 [1—23in.;o+i(1—003240)}d(p

r=l-sing 0 2
z
3 I . ) 2 _3%
= 2({Zp+ - ==t .2
2(29'3 2cosg 4sm2<p . 2

br? olur.

9.4 KUTUPSAL KOORDINATLARDA YAY UZUNLUGU HESABI

Kartezyen koordinatlarda y = f{x) denlklemi ile verilen efrinin yay diferen-

siyelinin
de=-1+(y)* dx
oldugunu biliyoruz.
G
yody_dy dy_ do
de  dp dx  dx
de

A oldugundan

_ N oaee N (Y
WAL de (dtp) +(d¢) a

dir. Diger taraftan

B peoso-rsine. & o .
dgo-rcosqo rsing , do =y'sing + rcosg oldugundan
ax\* fdy\*_ 2 o
(dcp) +(dso) AL

dir. Buna gére, yay diferensiyeli

e = x,‘rz +(r)? do

olur, O halde efri tizerinde P(ry, o) , Q(ry.3) noktalanm birlegtiren yaym uzun-
ngu

B
e:f NP+ () do
birimdir.
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4y ORNEK : » = a(1 +%s@ kardiyoi\cl-' ifi gevre nzunlugunu hesaplaymiz. (\'f i
. O M
(\ . Coziim : Once r? + (r)" ifadesini hesaplayahm.
10 M P2+ = a1+ cose) + (—asing)’ = 2a” (1 + cosp) 0
N N ]
: = 24° (1+200329—— 1)=4azcoszip—=(2acos£)
2 - 2 2
olduguﬁdan
’ 25
£ = f 2acos—- d(p —2f 2a cos—ld(p
= 4aj COS-Z—qu 4a(23m3] O:Sa
birimdir.

_ORNEK : r=1+cos@ kardiyoidinin r =3 cos¢ gemberinin diginda kalan par-

gasin uzunlugunu hesaplaymiz.
Coziim :
— 2e()? = (1+cos@)+(-sing)*=2+2cosg
= 2(1+cosp)=2(1 {20032—('2)—— 1)
¢ 2 P
- —_ 4]
= (2 cos 2) %/
5.0 5
dir. $imdi iki egrinin kesim noktasmi bulalm. Q/\‘ g j

1 + cosep = 3cosp = cosq}=% = (pi=% ve th:STE

olur. Buna gire,

Mat AN Aegeﬁ

’ md@ 2[ /Idﬁp L ‘\C]_\rma_rw\qlr\

sc,\.me L\ l&%lm

LN
]

i
9 L -
4Lcos dp = SSm2 =4 br
3

Z
3

olur.
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9.5 KUTUPSAL KOORDINATLARDA YUZEY ALANI HESABI

r=f{x)

¥

r=a(l+ cos @)

)

1o T

368

Eger f fonksiyonu siireklj tiireve sahip bir fonksiyon ve @, o dan B ye kadar
degigtifinde P(r, ¢) noktas1r = f{¢) efrisini olugturursa, bu egrinin Ox~ ekseni
etrafinda dondiirtitmesiyle olusan donel ytizeyin alam

8
§=2n f Irsinglyr®+ () do
[ 7

efirinin Oy— ekseni etrafinda ddndiiriilmesiyle olugan dénel yiizeyin alani

g
S= 2:1;[ Ircos plr + (+)? de
[+3

olur. Bu formiilleri bulmak igin
sean [plde v  s=2n [l
formiillerini kutupsal koordinatlara gére yazmak yeterdir.

ORNEK : r = a(l + cosq) kardiyoidinin iist yarisimn Ox— ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alauni bulunuz.

Coziim :
2+ = @ (1 +cos@) + (- asing)? = a? (2 + 2cosp)
= 2a° (1 + 2c08? -gi - 1) =(2a cos % ¥
oldugundan

T
S = 21:]'; |rsing|2a

2
cas 7 ld(p

T
= 4a?-:tf0 (1+c03(p)sinfpcos%dcp

= aat | 29 112602 cos L cos L
4an/;(1+2cos ) 1)2811120082C032d(p.

kg
= 16227 [ * cos? Pgin L.
16a tho cos 2sz.uza?q:i

=
= —32«:12:itf02 cos‘*%(—%sin—(e-)dcp

x
2

br? bulunur.



.- Agagada denklemleri verilen egriler tarafindan simr-

“lanan bélgelerin alanlanm bulunuz.,
a) r=cos2Q (4 yaprakh giil)
b) 2=24% cos2tp (lemmskat)

| c) 12 —451112(;_) : (lemmskat)

| ¢) r=4+2cosp (limagon)

d) r=asin3d¢ | (ii¢ yaprakh giil)

e} r*=cosp

r'=1 cemberinin diginda, » = 2 sing gemberinin
* icinde kalan bolgenin alamnt bulunuz.

Cor= 60'5(9' ve.r=/3 sing cemberlerinin her ikisinin
~ deiginde kalan bélgenin alanym bulunuz.

r=3+2cos¢p limagonunun iginde r =4 cem-
berinin diginda kalan bolgenin alanii bulunvz.

P 2cos? ¢ lemniskatinm iginde r=1 gemberinin
diginda kalan bolgenin alanini bulunuz.

6. r2=cos2q ve:r?=sin2¢ lemniskatlanmn her iki-
sinin de iginde kalan bolgenin alamm hesaplayumz.

r=1+cosp kardiyoidinin iginde = cos@ cem-
berinin diginda kalan bdlgenin alanim bulunuz.

. resing +cos cemberi tarafindan suurlanan bsl-
genin alamm bulunuz.

r =2 (1 + cosg) kardiyoidinin iginde, r = 2(I— cosp)
kardiyoidinin digmnda kalan bolgenin alamm bu-
lunuz.

10,

1.

12,

13.

14,

Kutupsal koordinatlara gegerek (x2 + y2)* = 4x%y?
egrisi tarafindan sinirlanan bolgenin alanim bulu-
Nnikz.

Kutup acilarinin deggigim aralif kargilarinda yazih
olan, asagidaki egrilerin uzunluklarn: hesaplayimz.

a} r=4cos¢p, Os(ps%
b r=sin3%, 0< p=<3n
c) r=¢°, 0=¢=/5

240

d) r=asin

)/
4
¢ r=/I+sin2p, Osos%

r=a cos“%

1

Yukarida grafigi verilen » = a cos % egrisinin

nzunluBunu hesaplaymzz.

r=1-cosp kardiyoidinin ikinci bolgede bulunan -
pargastnin Ox—ekseni etrafinda donditriilmesiyle
olusan dnel yiizeyin alanim hesaplaymiz.

r=a(l+cosp) kardiyoidinin tist yaris1 0x— ekseni
etrafinda dondiriiliityor. Meydana gelen donel cis-
min hacmini bulunuz.
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Agagda denldemleri verilen egrilerin kesim nokta-
larini bulunue,

a) r=a, r=a(l-sing)

b) r=asecy, r="2asing

- 6) r=a(l +cos2g), r = 2a cos2g

1 3
r=——— |, pz———
1-cosg 1+cosg
efrilerinin kesim noktalarimt buiunuz. Egrilerin ke-

sim noktalarindaki tegetlerinin olusturdugu acilanin
dlgitlerini hesaplayimz.

Bilindigi gibi, iki egri arasindaki ac1, onlarin kesim
noktalarindaki tegetleri arasindaki agadir. Buna gore
r=3secq dofrusuyla r=4(1 + cosp) kardiyoidi
arasindaki acinin Slgiisiinil bulunuz.

r=1, r=2cos9 , r=2sinp

cemberlerinin her {igii tarafindan smirlanan bol-
genin alanim bulunuz,

r= f|cosg| egrisi tarafindan sinrlanan bolgenin
alamni bulunuz,

r =1+ 2sin® lifnagonunun i¢ ilme§i tarafindan
smrlanan bélgenin alanin: bulunuz.

. r=2acos2q gilliinitn icinde r=,2 4 gemberinin

disinda kalan bdlgenin alanmm bulanuz.,

12 = 4cos2g lemniskatinm iginde r=,/2 cemberi-
nin diginda kalan bélgenin alamim bulunuz.
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10.

11.

12,

13.

14,

Yukartda grafigi verilen ® = 2sin3¢ (6- yaprakh
giil) efrisi tarafindan siirlanan bolgenin alamni
bulunuz.

r=/2sin@ cemberiile = sin2 @ lemniskatimin
her ikisinin de i¢c bolgesinde bulunan bélgenin
alanim bulunuz.

r=142cos@ efrisi tarafindan simrlanan bélgenin
alanmni bulunug,

r=1+cos@ kardiyoidinin i¢inde ve x = % dogm-

sunun solunda bulunan bdlgenin alamm bulunuz,

2 =5in2¢ lemniskatinin Oy— ekseninin sagmda ka-
lan pargasi Oy ekseni etrafinda dondiiriliiyor. Mey-
dana gelen dénel yiizeyin alamm bulunuz.

Denklemi

r=Jeosle 05@35%

olan efri pargasinin Ox— ekseni etrafinda dondiixiil-
mesiyle olugan ddnel ytizeyin alantm bulupuz.



DIZILER VE SERILER

10.1 DiZiLER

Tamm kL’!II‘lBSl osz ta

3 } "me&@lan her fonkswona bir sonsuz dizi
‘veya kisaca, dizi demr Fonlcsxyonun deger lmmem R reel sayilar kume& ise
1d1z1ye bir’ reel terimli dizi adr verilir: ©

Reel degerli bir f fonksiyonu i¢in
fMy=a,, R2)=ay,....fm=a,,..

ise @y , 8y 4 .uu » @y - ... Teel sayllanina dizinin birinei, kinci, ..., r— inci, ... te-
rimleri denir n dogal sayisina kargilik gelen a,, sayisina dizinin genel terimi de
: )

dzisi

denir. Genel terimi @, olan dizi kisaca, (a,) ile gdsterilir. Omegm(
}‘I

1 1

denilince, ferimleri 1, 5T olan dizi anlagihr,
- 2?32 '

Simdi genel terimleri cesitli sekillerde verilen dizilerin bazi terimlerinin nasit
bulunacagin gérelim.

ORNEK : ( n+l ) dizisinin 10. terimini bulanuz.
2n4+3 -

Coziim : 10. terim 10 sayisina kargihk gelen reel say1 olacafindan

olur.
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ORNEK : ;=1 ve hern=1 icin
Qpy| = RAy

olduguna gore, a, ve a;, terimlerini bulunuz.

Coziim : Yukaridaki egitlikte n yerine 1 den n — 1’e kadar degerler verilirse

ay = 2a;
a, =3a;

a,=(n-Da,,
bulunur, Bunlar taraf tarafa carpihirsa

@Ga3dy ... a,,8,=1.2.3...(n-1a aa,...q,, esitlig elde edilir.
Her iki taraf @, a5 ... @, ile boliiniirse

a=m-Na=r-IN.1=@n-1)

bulenur. n yerine 100 yazilusa a5 =99! olur.

TANIM
A {1 2 3 ¥ p} olmak uzere tamm kilmesi A, olan her fonksiyona bir

p tenmh sonlu dizi demr

ORNEK : A;={1,2,3,4,5} olsun.
FiA; =R, fm)y=3n+1
sonhu dizisinin terimlerini bulunnz.

Cozilm : f1)=4, 2)=7, A3)=10, fi4)=13, fA5) =16 oldupnndan dizinin
terimleri 4, 7, 10, 13, 16 sayilaridir.

TANIM -

Her neng:m
Gnel — a "'d |

olacak bigimde bir d reel say1s1 varsa {(a,) dizisine bir aritmetik dizi, d
sayisma da bu d1zmm ortak fark: ads verilir. '




ORNEK : (5n+2) dizisinin bir aritmetik dizi oldugunu gsterip ortak farkint
bulunuz.

Coziim :
-0, =5(n+1})+2-(5n+2)=5
oldugundan verilen dizi, ortak farks 5 olan bir aritmetik dizidir.
NOT : (cn + d) bigimindeki diziler ortak farks ¢ olan birer aritmetik dizidir.
Simdi bir aritmetik dizinin ilk # teriminin toplamun bulahm.
e e .
S,=ay+ay+ay+ ... +a, olsun.

SH

I}

c1+D+(c.2+D+...+(en+d

]

cl+2+3+.. +n)+nd = C.antll+nd

w;—[(n+ De+2d] = %[ncfd-:— c+d]
bulunur. O halde

e B
olur.

ORNEK : (2,)=(2 +2) dizisininilk 20 teriminin toplamuns bulunuz.

Goziim : Sy0= 20 (3, + ay)=10{ L + )10 o,
TANIM _ _
Her » pozitif tamsayis: igin
Tyl = . .

olacak éél.cilde". bir r reel sayis1 varsa (a,) dizisine bir geometrik dizi, r
sayisina da bu dizinin ortak garpani veya ortak oram demir.

ORNEK : (3.5") dizisinin bir geometrik dizi oldugunu gosterip ortak garpanim
bulunuz.
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e+l
Coziim : Gy 357 5

an 3‘ SR )
oldugundan verilen dizi ortak carpam 5 olan bir geometrik dizidir.

Bir geometrik dizinin ilk » tertminin toplamin bulmak igin, &nce

T,=14r+r+..+
toplamin: hesaplayalim.
T,=l+r+r2+..+#
Ta=r+ 2+ 4
ifadelert taraf tarafa ¢ikanlirsa
Ty—r T, =1—p
bulunor. Burada Tn gekilirse
1-r"+1
" 1-»
egitlifi eide edilir. O halde r=1 icin

n+1
l4r+P+. . el

olur,

{a,), ortak oram r olan bir geometrik dizi olsun.

a,.; = 18, egitlifinde, » yerine 1 den n — 1’e kadar degerler verilirse

4y = ray

ay =y
Ay | =78,
a, =1,

baFintilar elde edilir. Bu egitlikler taraf tarafa carpilir ve her iki taraf a, a, .

4, ile sadelestirilirse, geometrik dizinin genel terimi olan

— —1
a, = alr"

bulunur. $imdi bu dizinin ilk n teriminin toplamini bulalm. G, =a, +a, + ... a

i3

denirse

G, ay+ar+art+ ...+ apt!

1-"
1-r

a(l+r+ri+.. +r)=gq




bulunur. Su halde ilk terimi &, , ortak garpan: r olan bir geomeltrik dizinin toplamu

olur.

TANM |
) H"e'r.i.z_ ﬁ'ozit_'if. tamsay1st igin
a, <y & (@)  artandis
a, > a,m &) azataiidir
a,; = 'a,m. & (g,  azalmayandw
a, =ty e(a)  artmayand |

Artan veya azalan dizilere monoton diziler denis.

ORNEK : (%l) dizisinin azalan oldufunu gosteriniz.

Cozilm :

_n+2_n+1_ng+2n—n2—2n—1“ 1

Gart =4 =70 no wn+ 1) T n(n+1)<0=>

Oy < 0, = (a,) azalandir.

NOT : a,>0 oldugunda, her n pozitif tamsayisi i¢in, a;“ >1 oldujunda {(a,)

H

Ty a o s o .
dizisinin artan, ; +1 ¢ 1 oldugunda (a,) dizinin azalan olacaf1 agikiir.
n

ORNEK : (G-ZP_I)T) dizisinin monotoniuk durumunu inceleyiniz.
Coziim :
. 2n+1
DOy () 27 a2y
a, 2% (m+2)° 94 n+2
{n+ i) '

oldugundan (a,) azalandir,
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Her n dogal sayisi icin ;v,, =< M olacak gekilde bir M reel sayis1 varsa (s,)) dizi-
 sine istten smrhidur denir, M sayisina da bu dizinin bir list sinue ad verilir.

Her n dogal sayist icin 5, = m olacak §ek'11de bir m reel sayis1 varsa bu diziye
. alttan sinuelidir denir, m sayisma da :bu dizinin bir alt sinir1 ads verilir.

. Hem alttan hem de iistten st olan dizilere kisaca, suurh diziler denir.

ORNEK : (( -1 nf 1) dizisinin smurlik durumunu inceleyiniz.

Coziim : Herne N icin

n N n
- LI P/ 1
'( b l n+1$

oldugundan

~1 < (=1)" ﬁfa

dir. Ju halde dizi hem alttan hem de iistten sinirhdir. Dolayisiyla simrhdir,

10.2 DIZILERIN YAKINSAKLIGI

o e A v

Bilindigi gibi
K={xeR: Ilx-ad<e}=(a-g,a+8)

arahina @ mmn &~ komgulugu adi verilir. Omegin 2 sayisimin wl——l-zcnrngull.lgu

, ! 100
1 1\ {199 201)
(2 100 ’2+100)‘(100’100 arahigidr.

TANIM _
(a,) bir reel terimli dizi ve ae R olsun.
a sayismn herbir komsulugu, (a,) dizisinin sonlu sayldaki terimleri haric

difer tiim terimlerini igeriyorsa, (@) “dizisi a say:sma yakinstyor veya (a,)
dizisinin Jimiti ¢ dur demr,

- lim an.— a veya (a,) —~a
blgumnde gostenhr _
Yakinsak olmayan dlleeI‘B wraksak diziler denir.
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A

7 o (lap)

(3,82 Ggs) (Lan)

y=a+E

(?‘_’ag) ° (6»‘16}

y=a

e(2.2,)

y=a-s

LY

(L1
(100,1/100)

Sl

x

y = 1/100

x
y = -1/100

(e,) dizisi a sayisina yakinsak olsun. ¢ noktasmmn bir &- komsulugu verildi-
ginde, sonlu sayrdaki terimler hari¢ difer tiim terimler (¢ —& ,a + ) arahfinda
bulunacagindan, senlu sayidaki # ler hari¢ diger titm n ler igin {(n,a,) noktalar
y=a-—g&, y=a+ & dofulan arasinda bulunur.

ORNEK : (;I;) dizisinin sifira yakwmsaciin gdsteriniz. Dizinin kag terirmi sifirmn
, ) p X
106~ ‘lf?x_rl_gjjlugununﬁd1§mdadu.

Coziim : £ > 0 verilniig olsun. n, > %bagmtlsml safflayan bir n, sayist secelim.

Her n > nyi¢in

1 0|=l<—1—<s
n non

olur. Bu, r; tane terim harig diger tiim terimlerin — & < -rl? < £ bagmtisint sagladi-
1

guni, yani (—e.£) arahfinda bulunduklanm gésterir., Su halcle‘ (%) dizisi sifir

sayisina yakansar. Buna gbre

liml=0 veya (l)—)(l
n n

yazilabilir.
£=—L_ almusa
100
1

bulunur. Su halde ilk 100 terim sifurn ﬁ - komgulufu digindadsr.

Diziler, 6zel fonksiyonlar olduklarindan, fonksiyonlar icin gecerli olan ttim lirnit
alma kurallan diziler i¢in de gegerlidir. Bir dizinin limiti hesaplanirken ¢ dizide
n yerine x konup x — o i¢in limit alinabilir. Buna gére,

lim ﬂn)=xl:1{n flx)

H o0

yazilabilir. Bu nedenle agafidaki teoremin ispaty agiktir,
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TEOREM 10.1: -
lima, =4 ,lim b, =bve Ae R olsun..
@ lim(apb,) =ab,

- 4y a
O Ba0 e bOlcin fmptay

I

@) lim (Aa)=ha

ORNEK : (%) dizisinin Hmitini bulunuz.

Coziim:

Birinci yol:

nli__mm nz-:—ll :.xﬁ—{nm% =2
olur.
Ikinci yol:
Pay ve payda n ile b&liiniirse
2n __2 2 _ 9
a+l 1 1+ 0
n

bulunur.

Simdi bazi hmitleri hesaplamada yardunci olan bazi teoremler verelim. Bunlarmn
bircogunun ispati fonksiyonlann iimitlerinden yararlamlarak yapilabilir. Burada
bu ispatlara girmeyecegiz.

TEQREM 10.2:
Ima,=a ise

. -'ﬁmﬁwﬂz )
dur.

2

+ 4+
3

GRNEK: lim %( limitini hesaplayimz.

=

Coziim: 1im ﬁ =1 oldugundan verilen limitin degeri de 1 dir.
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 TEOREM103:
__ _(a,,) posz tenmh blI‘ dlZl olsun

]Jm»—i—.—:=>lun“ =r
i3 -

ORNEK: (7} dizisinin limitini hesaplaymniz.

Coziim: a, = n almirsa

lim s -
' a,

ﬁm”_‘”:l
n

balunur. Dolayisiyla

im%r =1
olur.
TEOREM 10.4:

1 Sonlu sayn:lakl termﬂer hang dlger tdm terlmler 19111

: ay = b,, < c
hm a,, = llm c,, .d' “ise lim bn =¢ dir.

- Bu srellige sandvic oselligi denir.

ORNEK : (%) dizisinin limitini bulsouz.

Coziim : lcosnl <1 oldugundan

1
n

cosn|£l=?_l£ cosn .
n n n n

dir.

Diger taraftan lim (—%)ﬂhn% =0 oldugundan

IIMM=0 dir.
it
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H—o0

n
ORNEK : lim (“':}‘) —e oldufunu gbsteriniz.

Coziim:  lim (1+l) = lim (1+i)
R0 n

X—m x

div. y=(1+l) denirse 1ny=xh1(l+i)
X X

bulunar.

olacagindan
]. n
Jim (1 +—) -e
LRSS -] i

bulunur.

(I belirsizligi)

TEOREM 10.5:

‘Monoton bir dizinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart sinirly olmasidir,

ORNEK : Genel terimi
__1 | S
Swel ez o

ay

olan dizinin yakwmsak oldufunu gésteriniz.

Coziim :

Qo —a, = ] +—1~+-~_+—1—+ 1 + 1 --( 1 1
n+2 n+3 2n 2n+1 2n+2 AR+l n+2
1 N 1 11 1

= In+1 211+2_n+1_2n+1u2n+2>0

oldugundan (a,) monoton artandrr.

PR N O T B 1

n

h tane

oldugundan (a,) istien simrhdir. o, = —é— dir. Dolayisiyla, her n & N igin

%Ean-cl

olacaktwr, O halde (a,) yakinsaktir,

n+l n+2 2n ‘n+l+n+1 Y R TS B

A
2n

)




TEOREM 106: .
{a,) smulive () — 0 ise (ab,)—0 dm.

ORNEK : ((- 1yt ) dizisinin Hmitini bulunuz.

1
Coziim ;
a,=(-1y", b,=—— denirse (a,) smrl,
1w+
lim b, = lim—"—=0 olur.
e+l
Yukanidaki 6zellikien lim a,b, = lim{~ 1)’*2—”1—=0 olur.
n+
TEOREM 10.7:

rl<1 ise lim7*=0 du.

n
ORNEK : Genel terimi a, = (— 1)"2—; olan dizinin Fimitini bulunuz.
»}; T

Coziim : r= 2 alimirsa a, = #* olur. H= | 2.2 <1 oldugundan
7 7177 s

lim " =0 dr. Dolayssiyla lima, =0 dir.

(k,) pozitif tamsayilari artan bir dizisi olmak fizere, (a,) dizisine (a)
. M, .

dizisinin bir alt dizisi denir.

ORNEK : (%) dizisinin baz alt dizilerini bulunuz.
Coziim :

- 1y (11
k,=2n almusa ( )— T

k, =2n— 1 alnirsa ( 1 ):(z%%#] diis,

1 11 1 1 .
k. =n? alinusa (—):(1,—,—,--~,m,—,---) dizisi,
" 2916 " 2

elde edilir.

Daha bunlar gibi sonsuz goklukta alt dizi yazilabilir.
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Orneklerden de goriildiigli gibi, alt dizinin herbir terimi aym zamanda esas

dizinin de bir terimidir,

£>0 olsun. (a,) dizisi bir a sayisina yakinsak oldugunda, bu dizinin sonlu

sayidaki terimi hari¢ difer tiim terimleri ¢ mmn &~ komsulugunda bulunur. Bu

durumda (ak ) alt dizisinin de sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger titm terimleri a
E

am - komgniugunda butunur. Dolayisivia (ak ) dizisi de a sayisina yakimsar.
L]

Béylece gu teorem ispatlanmag oldu.

TEOREM 10.8:

() —a ise (ak;l) —>.§ dr. |

ORNEK : g;= +2 , n=1 icin

an+l -— -\|||2 + aﬂ

bafintisin saglayan (a,) dizisinin yakwnsak oldufunu gésterip limitini
hesaplayiniz.

Coziim : Tiim terimier pozitiftir. Ayrica
ay=2<2, ay=\2+a <2+2 =12, ay=.2+a, <2+2=2,
olacagindan dizinin tim terimleri 2 den kiigéktiir.

2+a,-a _@-a)+a)
il — q{2+a -a, 2 i
it 1}2+a +a, 1fﬁl-f-a +a,

olacagindan a,,, > a, dir. Yani dizi artandar,

Artan ve sinurh her dizi yakansak oldugundan (a,) yakansakur. lim a, = a olsun,
Bu takdirde (a,,,) alt dizisinin de limiiti & olur.

Qpyy = +f2 + a,

esitlifinde her iki tarafin limiti alinirsa
a=+Z+va = d*=2+a » a*-a-2=0

= a=2 veya a=-1

bulunur. Dizinin tim terimleri pozitif oldugundan yalunsayacagl say1 pozitif ola-
bitir. O halde

lima,=2

dir.
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olur.
A =-1<0 , A)=1>0 oldogundan 0 <r <1 dir

xg olarak bu araliktaki herhangi bir nokta almabilir. xp = % alalim.

Bu duramda
2x3_§_1 2‘-l—+1 5
o= 0 oed =2 20,714286
3+l 3l 4
5 3
2(—) +1
v A <
o= o2 = 0,693452
3(2) +1
6
3
2(—33) +1
x o= —3L . 20,682433
3(ﬁ) +1
336

Benzer gekilde iglemler yapilarak

xy = 0,682307

buluemur. Goértildiigti gibi, bu yontemin nygulanmas: oldukga kolaydir. Buradaki
zorhik iglernlerin coklugudur. Bir hesap makinas1 veya bilgisayarla bu iglemler
¢ok kisa siire icinde yapilabilir.



10.3 NEWTON YONTEMI

x)

(S}

o / / Intl Xp  x

Newton yonterni, Niimerik Analiz derslerinde verilen, denklemlerin koklerinin
yaklagik hesabinda kullanilan y6ntemlerden biridir,

fx}=0 denkleminin kiklerinden biri » ise y =f(x) egrisinin Ox— eksenini kestigi
noktalardan birinin apsisi r dir,

Newton yOnteminin dzii gudur :

Once bir %p baglangi¢ tahmini yapiiir. bu tahmin, fonksiyonun yapisina, aldig
degerlere gore kestirilebilir. Ornegin fla) <0 ve Rb) >0 ise Xy olarak a ve b
arasmdaki herhangi bir nokta alinabilir. x, dan yararlanarak r ye daha yakin olan
*; , x| den yararlanarak r ye daha yakin bir x, ve boyle devam edilerek x,, x;,

- » Xy, X,y DoKtalan elde edilir. Boylece r ye yakinsayan bir (x,) dizisi bulun-
mug olur. n ne kadar biiytik segilirse x, ,r ye o kadar yakn olur,

Simd: bu dizinin nasil bulunacagin: gérelim.
y = flx) egrisinin (x,, fx,)) noktasmdaki tegetinin egimi m = f'(x,) oldugundan

ft(xn) = _L“_ﬂx’ ) -0

e |

olur. Buradan

Ax,)
Kpe17 Xy "

Fica)

indirgeme bagintisi elde edilir.

Bubafintdan yerine 0,1, 2, ... ,n degerleri verilerek x;,x;,%4, ... , X, %, te-
rimleri bulunur.

ORNEK : X*+x-1=0 denkleminin kékiini bulonuz.
Ciziim : f{x) =3 +x— 1 diyelim

F=3x2+1>0 oldugundan f artandir. Dolayisiyla fx) =0 denkleminin bir
tek kkil vardrr, Indirgeme bagintisy

flx)) iax 1
x = x — neo _'n i
i} " ¥, 4]
f (xn} 315 +1
. _ in +1
A+l =
3+ 1
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- Asafida genel terimleri verilen serilerin yakinsaklik
- yaricapi ve yakinsakhk arahfinl buiunuz. .

a) x* B G4 O - I
g B=2 g & 0})" &) (G
C n . (x__'l)n ( 1)11 "
D :fil TR -
T i N ] l- .x"
K 2"+ 1) ) nn3" b (o)

o ' - oy n
K -2y p 8220 gy

n2" 2"
in. 1 . n!x." - E .l[‘[ n
—_ 0 " . il "
2n- 1 ). (n+1) 8) (- 1) n

- Asapidaki serilerin yakmsaklik yangaplan ve yakin-

. Saldlk arahfim bulunuz.

o R | b)il—?i(z%—)
o SgHe 0 Dee
d) E = 2 :2, g:i);' )
H nz‘ﬁ(x b 2 "2}%

Asagidaki serilerin yakinsaklik araliklarini bulunuz.
a) i(_l,)" b) i(xz-—l)"
ﬂ=.1 le n=0 2
oo .JE )H & ( 3 )n
c - X ¢
) E( 2 g;; Z 92 -5

4,

6.

7.

Zcﬂ x" serisinin yakinsaklik yarigap: R oldufuna
gore, asafidaki serilerin yakinsakhk yarigaplarmi

~ bulunuz.

S C
a) E_’_%xﬂ

n=0 n
c) Zcﬁx"

(G
b) Z(; )| n

9) Z c, x2n

Herxe R iin

2n+1

n 2+
sinax = E( 1) (2}“_1)]3:

oldugunu gésteriniz.

fix) = & fonksiyonu (x-3) iin kuvvetlerine gore’
yaziniz.

A§a§1daki esitliklerin dogrulugnnu gosteriniz.

Wl < 1)
b) ln(l+x)=i(_—1)£-—l~£ Cl<x=l)
n=1
o mifi :2[};‘::; (< 1)
¢) arctanx = Z( 1)"¥ ﬁ (xl < 1)
d) a":é(h‘la)"% (Vxe R) h
e) cosix = -é—+ g}}( " %2 T 2 (¥xe B)

i Zn
£ simdx = %E(—l)“”S—;sz"” (VXER)
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JSix) fonksiyonu ile bunun Taylor polinomlan x = a noktas: civarinda birbirier-
ine ¢ok yakin degerler alirlar.

A0 —T{x, a) = K (x,a) = K (x)

olsun. K;(x) ifadesine kalan terim, fark veya hata denir. Buna gore
fix)= Z 2O - a2

yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor formiilit ad verilir.

Kalan terimle ilgili olarak, Taylor tarafindan verilen agefidaki teoremi ispatsiz
olarak veriyoruz.

TEOREM 10.21 .(Taylor Teurelm}

f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir arahkta (n + l)w inci mertebeden
mrevleneblhr olsun. Bu arahktakl her x-igin -

(n+1)
Kn(x) I_..._ﬁ(j_("r( a)n +1

o]_mak fizere, . o . . L
f(x) =fa) + fla)x - a) + f (“) (e~ a)2 oy 1@ (“) ) x - a)”+K" )

yazﬂabn]lr Burada c.a ﬂe x arasmcla bir saylchr

= YL@ @ - g K, (0
k=0
ifadesinde n — o igin lirnit ahmirsa

(&)
) = Z}f (“){x @+ lim K, (x)

(k)
bagmntis: bulunur. Buradan goriildiigit gibi, E 7@ (x-a)

P serisinin f{x)
k= -
degenne yakmsak olmast icin gcrek ve yeter gart.
llm K (x) 0
olmasidir. )
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ORNEK : fix) = cos3x fonksiyonunun x =0 noktast civarinda {irettigi Taylor
serisini yazimz. '

Coziim :

fix)=-3sin3x= 31005(3x+1;—-)

Frx)=-3%cos 3x =3 cos (3x-1— 2%)

Fr(x) =33 sin3x=3* c08(3x + 3%)
oldugundan her n € | N icin

f(”](x)=3“0031§r+n%)

dir. x =0 icin

0 | n=2k+1 ise
() n ’
FrO= SCOS( 3)- {( 13%, p=2k  ise

bulunur. Buna gore istenen Taylor serisi

f‘"’ (0) (- 1D*3%*
E Z 20

olur. Genel olarak f{x)} = cosax fonksiyonunun x = 0 noktasinda iirettigi Taylor
serisi

n 2n 2 4 6
E( (gz)* o= At gt
o lan’ | @) ()
=1- 1 + 1 ) o

olur. : _
x =0 noktast civarmda iiretilen Taylor Serilerine Maclavrin Serisi de denir.

f fonksiyonunun a noktasinda iirettigi seri onun “kismi toplanm ile kalan terimin
toplami olarak yazildifinda, kismi toplam

T, (x,a) = fla) + F@)(x - a) + %u _at e+ i('-:f—“)-(x- ay’

biciminde a. dereceden bir polinomdur. Bu polinoma f nin a noktasinda tirettifi
Taylor polinomu adi verilir.

ORNEK : fix) = ¢ fonksiyonunun x =0 noktasinda iirettigi Taylor polinomunu
bulunuz.,

Coziim : f(x)=f"(x)=-=f W (x)=¢* ve dolayisiylaf®(0)=1 olacagmdan,
istenen polinom
2 3 n
X x x
T, (x, 0)—1+x+2! 31 ETR

olur.




Bundan dnceki kesimde, her kuvvet serisinin yakinsaklik araligr iizerinde bir
fonksiyon tammlandifm belirtmigtik. Bu kesimde bir fonksiyon verildiginde bir
nokta komsulugunda ona karsihk gelen seri bulunacaksir.

TANIM |
- f fonksiyonu @ noktasini ihtivd éden bir araltkta hér mertebeden tireviene-
Cbilirolsun. | : -
S v
E £ a) G~ a)f
4

serisine, f° fonksivonu tarafindan a noktasmda fivetilen Taylor Serisi adi ve-

rlir. -

Simdi aklmiza gu iki sori gelebilir :

1) a noktasinda f fonksiyonu tarafindan retilen Taylor serisi a dan farkd: her-
hangi bir x i¢in yakmsak midir?

2) Eper yalunsak ise toplarm f{x) midir?

Belki beklenmedik bir cevap olacak ama bu ili sorunun cevahl genelde “hayir”
dir. Yani Taylor serisi x # a igin yakinsak da olabilir, waksak da, Yakinsak
oldufunda toplami f{x) de olabilir, flx) den farklt da.

Simdi bazi fonksiyonlar tarafindan iiretilen birka¢ Taylor serisi bulalmn,

ORNEK : fx) = €* fonksiyonunun x = 1 uoktas! civarida trettigi Taylor
serisini bulunuz.

Coziim :
Fi0)=2e% s frlx) = 2262 =202
Frx) =226, o O (x) = 97 ™
olacagindan
f(ﬂ) (=2 el

olur. O halde fx) = ¢** fonksiyonumun x = ] noktasinda iirettifi Taylor serisi
(=]

{n} = a2
Z: f n!(]-) (x__ 1)n=§ 2”’!3 (x_ l)fi

n=0

olur.
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Simdi kuvvet serilerinin integralienebilmesi ile ilgili teoremi verelim.

TEOREM 10 2,0 (Terlm - Terim Integrallenebllme Teoreml)
'.-”Zc (x a)" scnsmm yakmsaichk yangapt Rve x€ (a—~R,a + R) igin
' \—-——ﬁ/————"""

CX"‘"’\) < &
f(x) Zc (x-~ a)”

olsun f fonk51yonu mtegralleneblhrdu ve §

fﬂr)dr ch - a)"dt_Ec,, L= et

R 1
dur.
" S 1 :
ORNEK : Z — serisinin toplamm bulunuz.
n=1 M1

Coziim : Ikl <1 igin

"

oldugu bilinmektedir, 0 < x < 1 igin

x 1 xf =2 w X
-——«—d:j Mt f " dt
falutt n[lér}t-got =

| 1 x i t:H—l x
—Injl —¢ =
fer iR 0
: © a4+l LA
—lnll-x= Y =) X
1- Zrs—t»l Zn
w=0 n=1
_1
bulupur, x = 3 yazihirsa
] ] 3
—-ln_- —=ln=
,,21!13 ,,21113" 2

olur.




Coziim : L=

" ORNEK : 2@ serisinin yakinsaklik aralign: bulunuz.
=1

e oldugundan R= }: === 1 dir. Swhalde-verilen seii lx — 21 <1 igin yakinsaktir.

b—2<l = —1<x-2<1 = 1<x<3

olur. Su halde seri (1,3) araliginda ya.kmsakur x=1ve x=13 igin yalnsak

i I
olup olmadigim aragtwralim. x=1 icin Z (x- 2) Z { nl)
n=1 n=l

alterne serisi elde edikir. (%) monoton azalan bir sifir dizisi oldugundan bu seri

yakinsaktir.

x=3 igin maksak 'L serisi elde edilir. O halde yaksaklik aralsg [1.3)
n= )

|

arabigidr. -

=L ah-

nabilir.

20
ORNEK : 2 —i—r serisinin yakinsaklk araligim bulunuz.
=0 """ .

Ciiziim ; ¢, = % oldugundan

Ll efiml o
=lm e A= lim oy =0

Cur1

L =lim—2+2

H

dir. §u halde Rz, yani seri her x igin yakinsaktir. Yakinsaklik aralig
(-0, +o0) aralifidir.

. ®
ORNEK : ), —‘;— serisinin yakmsaklik araligm bulunuz,
n=9

Coziim 1 ¢y, = —3—1; oldugundan

al L
. n 0 . b k
L:nlgl:oq,cﬂ —khm Zle,, ~kl_1{{.1a V3

_ 1 1 1
T hwo k& aliz
k % 3 V3
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Bazi kuvvet serileri bir arahktakl x ler i¢in yakinsak, bu arahgin digindaki x ler
icin iraksaktir, Ornegm 2—; serisi [~1,1) arahfinda yakinsak, bu aralifin

n=1

disindaki x ler icin wraksaktir. Gergekten

=lim Ixl = 1

n
+1

dir, Oran testinden, Ixl <1 = -1<x<1 igin seri mutlak yakinsak ve dolayisiyla

yakmsaktr, IxJ>1 = x<-1 veya x> 1 igin seri maksaktir.

H
x=-1 igin yakinsak E% alterne serisi, x = 1 igin E% waksak har-
monik serisi elde edilir. Su halde seri [-1,1) arahfinda yakinsaktir,

Yakinsakmi? Yakinsakmi?
Iraksakom? Ieaksaknu?
a:R a a}R_
Traksak Yalansak Traksak

406

TAN[M

' f))k lcuvvet sensmm lx al < R 191n yak.msak oldugu en buyuk po-
sz R saylsma bu kuvvet sensmm ‘yakinsaklik : yaricaps, senyl yakmsak ya-
- panx noktalanmn olugturdugu arahga da yakmsaldlk arah§1 demr '

~ Yakmsaklik yancap agafidaki teoi*em yardimuyla kolayca bulunabilir.

_ TEOREM 10 19 (Cauchy - Hadamard Teoreml)

' _Zc (- a)" kuvvet setisi igin
n=].

e e b _\f“*“”

' .olsun

.'-1) L:eO ‘ise R-% “dir. Buhaldesen = al<R xgmyakmsak

Ix aI>R Adgin maksaktlr _
' 2) L 0 1se R oo dir, Bu durumda serl herxu;m yaklnsalmr

Ispat : Teoremin ispat: kék testinin bir uygulamasidir, Bunu bir aligtirma olarak
okuyucuya birakiyoruz,



107 KUVVET SERILERi

TANFM

Eck (X a) = CO + Cl(x a) + CZ (x a) + _____
k=0 ) . : : |

§Ckl1.ndek1 b1r senye kuvvet. SBIISI demr Buradakl C;; sayﬂanna serlmn kat-

_sayilan adi verilir, R _ -

=2k
E%z] rxr e Ladh

k=0 2 6

g)l(x'k” -(x~.1}+%(x—1)2+%(x—1)3+
= L2k 4 6

Z—x—é—.zl‘ +x—+—""+

k=1 k

serileri birer kuvvet serisidir. Egier Vk-z p igin ¢, =0 ise bu takdirde

o0 -
ch'(x—a)k =cgt+e (x—a)y+c, (x—al +
k=0

t e x—-ay

olur. $u halde bu ézel durumda kuvvet serisi bir polinom olur.

Verilen bir kuvvet serisinde esas konu, bu serinin waksaklif: veya yakinsaklig
problemi degildir. Ciinkii serinin terimleri x’e bagh olduklanndan, bu seri baz x
ler igin yakinsak olabilecegi gibi, bazilan icin de waksak olabilir, Kuvvet seri-
lerinde inceleyecegimiz problem §udm':

Verilen bir kuvvet serisi acaba hangl x ler icin yakinsak, hangileri icin wrak-
saktir?

Her kuvvet serisinin x = @ igin yakinsak olacagi aciktir. Bu nedenle hangi x ler
derken a dan farkh x leri kastediyoruz. Her x igin yakmsak kuvvet serileri de
vardir. Ornegin

hand k
E“;T serisi her x € R igin yakinsaktir. Ciinkii her x € R igin

=1 i/

|y |-”‘1 k’
lim lim n‘rlk_'_1

ba, | |GeD

dir. Oran testinden, serinin her x igin yakinsak cldugn ¢ikar,

=0<«1

Ek" (x— 1)* serisi de 1 den farkli her x igin iraksaktir. Gergekten her x # 1 iin

k=1
|(k+1)k+l(x l)h |_ 1\ _
[ a1 |— ) lx—1I

. glx—1ll=wx>1

T
a

lim

lim (k + 1)(”c+

olur,
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. Agzapida genel terimleri verilen serjlenn yakmsakhk_ _

" durumlar inceleyiniz.

: IS R P
L)y = b) -
o P+l - ntyl
- R 1
Ty S e
In n Jn '
n ©). Inn
S 1+cosin - 1
) —— -3
n? 41
-~ h)y nPe* . )] nz
. ‘eﬂ
1f{n
. . : tann
i) 3n2 | i) _a.EEn_
inn 1
0 b T

. A§&g1dakl senlenn yannsak.lLk durumlarml ince-

leyiniz.
. o . 10
e » 22
o () (!
% E(Zn)! g)_ 213ﬂ n!)
2ty > G3n)!
I 2 (2n)! e Zln'(n+1)'(n+2)‘
1y g)
B "ﬂgl'n"z ﬂzji @

=
e
ChI

¥
Ma

{5

=
n
—
=
1}
—

. il én ’ oo n
) ,,Eﬂn(n!) }) n};i( n )
e\ . {(n+1)"
X) RZI ;) 0 21 e
1 1.3.--(2n- 1) o1 13---(2n-1)
m),gl 472" nl m) 2[24 L2m1(3n+ 1)

3n+1)

e
Ma
" MB

_ 1
_aﬂ‘i‘l - 1+a

Agajida genel terimleri verilen serilerin yakmsaldik
durumlanm inceleyiniz. Mutlak veya sartli yakinsak

-olup olmadiklarm aragtrimz.

) ntl
a) ("‘;1 b) ( 1)H+1 llln
L (-' ]_0)ﬂ I)
Q) s 9 (-1 -;—2

| 9 Q) (-1y-i—2 g (-1 R
n(2%4 1) n"

n _ n2n-1
D (- DR

. Z( -t Zk+l _y oldugunu gosteriniz.

! k(k+ 1)

. Asagida tammlanan (a,) dizileri i¢in Zaﬂ serisinin

yakinsaklik duramuna inceleyiniz. Verilen indirge-
me bagmtilar hern =1 icin verilmigtir.

a).alf—% , a,,+l=—2%;:—i%—a”
W oag =l 0, Gy =-(~n—_=l~;—z(—m_—1)au
‘_3) o= 9 ’ s = 1 +Zinn a,
¢ @=3 L | =nT+1a"
ci) alz-i s gy = I'+?:nn 3

. ay=a,=1 ve nz2 igin

bagintisim saglayan (a,) dizisi igin

[

> a, serisinin karakterini inceleyiniz.

: iﬂ, n tek ise
Genel terimi @,=1 7, o
—, niftise
31’1

‘bigiminde tantmlanan Zan serisinin yakinsaklik
. durumunu inceleyiniz,




'_."TANIM S o e
'_Tenmlen Zak ‘serisinin -tenmlermm mutlak degennden olu§an Z:|ak|
f'_-_senm yakmsak 1se Za}'&

___utlék. yakmsaktu* denn' Zak ik nsak
fakat E|ak| uaksak ise bu takdlrde Zak sensx §art11 yakmsaktu' demr

k-1 :
ORNEK E (-~ ) serisinin mutlak yakmsak olup olmadigim aragtiriniz.

,(-1)""1“1 1 . .
Coziim : T _—k? ve Z? serisi yakinsak oldugundan verilen seri
=1 )

mutlak yakinsaktir.
TEOREM 10.18 ; _
Mutlak yakmsak her seri yalcmsakur.

Ispat : E[aﬂ| yakinsak olsun.
Oslal-a, <la) +la,] <2 la,l

olacagindan, kargilagtirma testi geregince Zja,,[- a, serisi yakinsaktr. Bn seri
ve Z|a"| serisi yakinsak oldugundan, bunlarm farki olan

(=] oo [=-]
2l 2l - a)= 2 a,
w=1 =1 n=1

serisi de yakinsaktir,

Zja,J pozitif terimli bir seri oldugundan, pozitif terimli seriler icin gecer-
li olam tiim testler buaun icin de gecerlidir, 2|an] yakinsaksa Zan de yakinsak
olur,

ORNEK : Z( -1y %T serisinin yakmsaklik durumunu inceleyiniz.

n=1
Coziim : E[a |= 2 serisinin yakinsaklik durimunu inceleyelim,

SHUI e e
|an+l[ =1lim 2 n!=lj_[n 2 ~0<1

s CE3) E T

3
oldugundan Zian| yakmnsak, dolayisiyla Ean = E( - % serisi yakisak-
tr.
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ispat: D (- 1y""'a, serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun.

0<a, sa, oldufundan
Sop=(a;— @) + (ag + ag)+ ...+ (@ - as,)

seklinde tanunlanan (S,,) dizisi artan bir dizidir. Sy, genel terimi
Son= @y~ (a3 — @3) = (24— G5) = - = (Gpn 2 = Opu ) ~ Qp

seklinde de yazilabilir. Bu toplamdaki ilk terim hari¢ diger tim terimler negaiif
veya sifirdir, Dolayisiyla her n igin

Szn =4

yazilabilir. $u halde (S,,) dizisi smuchdsr.

* Monoton artan ve sirii her dizi yakmsak oldugundan (S,,) yakinsakuir.

tim 5, =L
diyelim. L < a; olacaktr.
imS,,.; = lmS, +a,)
= lim 8§, + lim a,,

= L+ lima,,

 dur. Diger taraftan (a,,) dizisi (a,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan

lim a,, =lima,=0
dir. Su halde
lims%_l =L

dir. Demek ki n ister tek ister ¢ift olsun (S,) kismi toplamlar dizisi aym bir L
sayisina yakisamaktadir. Buna gire

fin 5,1
dur. Su halde
(- 1)""'a, serisi yakmsakur.
n=1 s ]
. ® k-1
ORNEK : 2%-— alterne serisinin yakinsak oldugunu gésteriniz.
k=1

Coziim : g, = % almirsa 0 < g, <q, ve lima, =0 olur.

Leibnitz kriterinden verilen seri yakinsak olur.




106 ALTERNE SERILER

ORNEK : Z( §) serisinin yakinsaklk durumunu inceleyiniz.

=1
suim i, = 2+ 3) ~tim(3 5]
Coziim : lim%fa, = lim (2+n = lim =50

oldugundan verilen seri waksaktir.

ORNEK : E( ) s_eriéinin yakmsaldﬂc durumumnu inceleyiniz.
n=1 '
Coziim :

Tim %

lim®fa,

)

oldugundan verilen seri yakisaktr,

Terimlerinin igareti ardigik olarak degigen serilere alierne seriler denir. Ornefin,

CE PP N U SR
Z:' =2*3-%"

3 1 1 1
LA e gt

D=1 =114 1=1 41—t
r=0

serileri birer alterne seridir. Simdi bu seriler icin gecerli olan bir test verelim.

. TEOREM 10.17 (Leibniti Tééﬁ)_ :
Eger _ '
'_1) Hernzl 19111 0<a,,+1 san o

" 2) hma_o

R =0

ise bu fakdirde” D (-1 1q, Setisi yakmsaktrr,

n=1
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= 4H(n!)2

 ORNEK : o serisinin yakinsaklik durumunn inceleyiniz.
n=1 ’
it B |
G _ e DP® o) 4+ D)’
a, @2n+ )l Tar)? (2r+2)20+ 1)
_- 2n+1) _2n+2
_ 2n+1  2n+1l
" oldugfundan’ o
 Gyr e 2nt2
ntl —im
fim a, 2n+1 =1

dir. Oran testine gore birgey sdylenemez. Fakat

a +2
Guar 2042 = a,,, > a,
a, 2n+1 ,

" oldugundan (a,) bir artan dizidir. ay :%lzz olacagmdan (a,) dizisinin tim

terimleri 2 veya 2 den biiyiiktiir. Dolaylslyla sifira yakinsayamaz. lim a4, # 0
oldugundan Za wraksakir.

TEOREM 10. 16 (Kok Testl) N
(a,,) posz ternnh bir dizi ve '

mfi
o]sun R
1) r<lise )a, yaknsak,
2) r>1ise EE&:’,,"_zmk"”'séimr.' R

' 3). r=1 durumunda birey sSylenemez.

Ispat : Bu teoremin 1spat1 oran testinin ispatina benzer oldufundan okuyucuya
birakiyoruz. '

ORNEK : 231 serisinin yakmsaklik duramunu inceleyiniz.
=1 .

Coziim : lim'{/a:iim::ﬂ;_ﬂ =1jm_~“;.ff__=%<1

oldugundan verilen seri yakwsakiir.




2) r>1 olsun. Her £>0 icin (M) dizisinin sonlu sayidaki terimleri

"
harig¢ diger tilm terimleri » nin &~ komgulugunda bulunacagindan, yle bir #,; sa-
yisy vardir ki, Ve z n; icin %ii-:s 1 = a,,;>a, olur. O halde {(a,) dizisinin

n

a, teriminden sonraki tiim terimteri artandir. Dolayisiyla lima, #0 = Eau

wraksaktir sonucu elde edilir.
| | ) e
3) 2? serisi 1raksak, 2-—; serisi yakunsaktir, Fakat her iki seri icin de
"

limff‘z-t-]-: 1 dir. Suhalde r=1 olmasi halinde seri yakinsak da olabilir, irak-

I'I

sak da.

ORNEK : 2 ’: yakinsakhk dunmmunu inceleyiniz.
a=i & N

2% nl
Coziim :
ant1 _ _(+D*D 2"l 1 (DY _ l(1+l)n
n 221 a2 p” 2 .

olur. lim (1 + %) =¢ oldugundan

N ST P ( L)“_i
lnn———_zilmh-n ,_2)1

/]

bulunur. Su halde verilen seri wwaksaktir.

ORNEK : §%=1+%+ +%+---+i+--- serisinin yakimsaklik duaru-

1
21 n!

munu inceleyiniz.

=0«

Cizilm : llrna;‘”l:ﬁm n! 1

] e DY

oldugundan verilen seri yakmsaktir, Bu serinin toplaminmn ¢ oldugu ileride gos-
terilecektir. Su halde

olur. Bagtan itibaren ne kadar cok terim ahmip toplantrsa e sayisina o kadar yakin
degerler bulunur. Acikca goriildiigi gibi

-5—<e<3

2

diir.
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sayfa 398

ORNEK : i —2'13;1 serisinin yakmsaklik durumunu inceleyiniz.
a=1 5n7-2

Coziim: lim n’g = lim A2Qntl) o wnden? 2
p=o % a-co 5}13—2 PSS 5?‘!3—2 5

olur. = -§— ve p=2>1 oldugundan verilen seri yakinsaktir.

Simdi seriler konusunda en gok kullanilan iki testi verelim.

TEOREM 10.15 (Oran Testi) :
n=1

: E g, -bir pozitif terimli seri ve

lim Er_&_l. '=.r
LR -] aﬂ
olsﬁn. E.ger- : -
._ 1). r<l ise Ea,, yakinsak
_ 2 r> 1 ise"zh,:'ir.'aksal'cu:. )
3) r=1 duramunda seri yakimsak da, iraksak da olabilir

ispat :

1 O<r<1 olsun. r<s<1 olacak gekilde sabit bir s sayis: segelim. Oyle

bir #, sayis1 vardir ki, Vn=ny igin 22+ < kalir. Buradanher nz g igin
0 0 n 0

Oy =5a,
yazilabilir. Suhalde her me N igin,

a £8a , Ar0+2= 8 And+ls oo AR0+mS S An0+m- 1
ﬂ0+1 HU

olur. Bunlar taraf tarafa carpilir ve her iki tarafta bulunan terimler sadelegtirilirse

esitsizligi elde edilir. 0 <s <1 oldugundan ) a, s""* geometrik serisi ya-

m=1

o o
_ kinsaktir. Kargilagtirma testinden Zano +m Serisi ve dolayasiyla Eam serisi

m=1 m=1

yakinsaktir.




1
n=1 n2+1

<5 7

n=1 n2+1

s

ORNEK : serisinin yakinsak oldugunu gosterip

1A

T
4 +

B [

esitsizlifinin varhiuu ispatlayimz.

Coziim :

I = fi“ dx2=bl;%(.[b dxz)

1+x

= =EF T_=x
= lim (arctanb - arctan}} 2 i3

b—oo

oldugundan,

[~ _a 1
A 5 yakunsak, dolayisiyla z: 2 yakinsaktir.
1+x =1 5+ 1

=1 .1 Gdus
“=1171°2 oldagundan
T S T 1
I=85=<rI+ a ‘Z Z=: g E E
bulunur,
Yukanda gorildiigii gibi

oo

2 % serisi p>1 igin yakmsak, p <1 icin waksaktir. Bu gergek ve
=1 R

kargilagtirma testinden:a§agldal(i test kolayca ispatlanabilir,

TEOREM 10.14 (Limit Testi) :

- .
: E a, pozitif terdmli bir seri ve

n=1
: ..lingnn”an:'y'
_olsun _ o . .
1) Os'y< +x ve p>1 ise Za yakmsak

2 O_<'ys+°0 ve psl ise .Za,, raksaktir,
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oldugundan, verilen Z W ]il k

Coziim :

D= k]nk

olur. f fonksiyonu [2,+°) iizerinde pozitif tamml, azalan ve siirekli bir fonk-
siyondur.

ol Y A
2 xlnx bl-%-/:;. xhx _bhm (Ln(lnx)] )

H]

b]i_g;(ln(]nb)—lu(lnb):oo

serist waksakiir.
k=2 '

_ ORNEK p- serileri demlen Z— serilerinin p > 1 igin yakmsak p=1

n= 1-’1
icin waksak olacagim gdsteriniz,

Ciziim : Genellestirilmis integraller boliimiinde

f%dx
1

xP

integrallerinin p > 1 i¢in yakinsak, p<1 icin maksak olduklarim biliyoruz. Diger
gt vy 34 B

taraftan integral testi geregmce 2— serisiyle [ —1- integrali aym karak-

no1n” xP

terde olduklanndan, E_ serisi p>1 igin yakmsak, p<1 icin waksaktir,
n= ln

oo - HZ

e

n=1 n—\fﬁ

ORNEK : serisinin yakisakhbk durumunu inceleyiniz.

2 o i

e e 1 | 1 - ( 3 )

= - = ve [ ,——— serisi yakinsak ==—>»1]| ol-
O ns;z. len:nz y P=3 ©

dupundan, kargilagtirma testi geregince verilen seri de yakinsaktir.

* Integral testinin hipotezlerini saglayan (a,)- dizisi ve f fonksiyonu i¢in -

S, —a < [; Ande < S,
oldugunu gostermistik. Za” yakinsak ve toplam § ise -[1 fix)dx integrali de
yakinsak olur. Bu integralin degeri I ise, yukaridaki egitsizlikten

S—ayslsS= I=§= I+q

bulunuyr.



1
a2+a3+...+an<[Ij(x)dx<a1+a2+.'.+an_l
bulunur. Buradan da
n
Sn_alc'/l- f(x}dx‘(Sn_]

_ baginuis: elde edilir,

Buradan, (S,) sumurh oldugunda ( f; " f (x)dx) sunirlr, ( fl " f (x)alx) simrh oldugun-
da (S, nin simirh olacaf goriilmektedir. (5,) nin smirh olmasi Za , Serisinin
yakinsak olmasimm gerektirdiginden, Zan serisinin yakinsak olmast igin gerek
ve yeter gart ( j; ! Ff (x}alx) diziginin smirl:, yani yakmsak olmasidir. Bu dizinin ya-
kmnsak olmast j; mf (x)dx integralinin yakinsak olmasmdan bagka bir sey degildir.

ORNEK : D e * serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1

Coziim : Verilen serinin yakinsak olmas1 igin gerek ve yeter sart

f e *dx
1
integralinin yakinsak olmasidwr. Diger taraftan

oG ] ’
fe-“dx = lim ([ e“d.x) = fim (e toe =t
1 1 L] e

olacagindan /1. e *dx yakmsaktir. Su halde verilen seri yakansaktir.

Bir serinin bagtan birkag teriminin almmasi veya degigtirilmesi serinin yakinsak-
lik durumunu degistirmeyeceginden, integral testinde f fonksiyonunun tanium kii-
mesi olan |1, +0) arahf defigtirilebilir. Agagidaki Grmekte bu arahk {2, +o0)
clarak ahnmigtrr. '

[
o0

ORNEK : ),

k=2

ﬁf serisinin yakinsaklik durarmunu inceleyiniz.
Coziim : x e [2,+®) igin

1

RV = Shox

ofsun. Her k=2 icgin
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SONU(;I{).Z-' S
pe N e kZp 1gm akccbk olacak §e‘kﬂde b1r C sabm mevcut olsun

1) Zbk yak.msaklse Zak yakmsakt:r
k=1 :
_- _:2)" : "'Eak raksak ise"'Zb‘k '_'_Jra_k_saktn.:

ORNEK : i‘, sin’k

k(k +1)

serinin ka:aktenm inceleyiniz.

Coziim : Her ke N 1gm snﬂcsl oldugundan

sink o 1
K+ 1) 7 k(k+1)

dir. Diger taraftan ZTcd(k—I-l-_lT serisinin yakinsak ve toplaminin 1 oldufunu

yukanda goistermigtik. O halde verilen seri de yakmsaktir.

TEOREM 10.13 (Integral Testl) | o
' (a) posz brr dizi, f de[l, +w) uzcnnde posz tanu'nh', stirekli azalan
bir fonkmyon ve her- kr:‘ N 1911‘1 : S

f(k) ak

olsun. E'ak serisinin yakmsak olma31 u;m gerek ve yeter §art fﬂ j(x)a'x

‘- - integralinin yakmsak olmamdl.r

_ Ty Wy=f® fspat : f fonksiyonunun grafigi yandaki gibi olsun. vz 2 igin

Alan(ABCF) = L v_l fodx

dir. Bu alan ABCD dikdortgeninin alanmdan bityiik, ABEF dikdortgeninin ala-
nindan kiigliktiir.

Alan(ABCD) = ABIBCi =1 . fv) =4,
Alan(ABEF) = IABI AF = LRV~ D=0,

oldugundan
' a,< f fixydx<a,_y
yazilabilir. v=2,3, ... , 1 igin bu egnmzlﬂcler yazilir ve taraf tarafa toplanirsa



10.5 POZITIF TERIMLI SERILER ve BU SERILER ICIN YAKINSAKLIK TESTLERI s

Biitlin serilerin kisrni toplamlar dizigini hesaplayip yakmsaklifim incelemek
miimkiin degildir. Bu hallerde serinin yakinsakliga hakkinda birseyler s6ylemek
icin yakansakirk testleri {kriterleri) denilen baz) testler vardir, Once pozitif terim-
li seriler ve onlarla ilgili testleri verelim,

Herk dogal saysst icin a,>0 ise Eak serisine'hif'pt)zitif terimli séﬁﬁﬁ_liiﬂ '

Pozitif terimli serilerin kismi toplamlar dizisi monoton artan oldugundan bu seri-
lerin yakinsak oldugunu gostermek igin kasmi toplamlar dizisinin sl oldugu-
nu gostermek yeterlidir,

Simdi bu seriler icin yakmsakhk testlerini verelim,

TEOREM 1:0_.1._2.':'.'(Kar.gialag_t_;rmg _Tt_esti) ' _ . ]
Herke N icin 4,20, 5,20 ve 4,<C . b, olacak gekilde bir € sabiti
mevcilt olsun, ' L -

D b, yaansakcise 3a, yaiansaksr
2 D4, maksakise b, waksaktr.

L

Ispat :

.

1) D b,=b olsun Herke N igin @, < C b, oldugundan

iyt . +a, <Ch +by+ ... +5)=<C Zbk:Cb olur. 2“&
’ k=1

- serisinin kismi toplamlar dizisi monoton artan ve suurh oldugundan yakinsak ve
dolayisiyla 2“& yakinsaktir,

2) Ea,c raksak olsun, O halde @1+ a+ ... +a) smrsizd.
a +d2+ 4—a,,s Co+b,+ ... +&)

oldugundan
Gy +b,+ ... b,)

dizisi stnarstz dolaystyla wraksaktr. Q halde be raksaktir,

Not : Bir serisinin bagtan birkag teri:ﬁinin alunp almmamas1 serisinin karakteri-
ni degistirmeyeceginden yukaridaki test syle de verilebilir -
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1. D (a,-a,,) bigimindeki serilere teleskopik seri
k=1 -
adr verilir.

Z (a,~ @y, ) serisinin yakinsak olmasi igin gerek
k=1 :
ve yeter gart (a,) dizisinin yakinsak olmasidm.”

Snermesinin dogrulugunu gosteriniz.,
(a,) yakmsak oldugunda

o0

E(“k_f Oy, ) = Gy = lim (@)

k=1

olacagini gosteriniz. Bundan yararlanarak agagidaki
egitliklerin dofraluunu gisteriniz.

13
2 ,{Zk{k_u) 4

ot (ke + 1k +3)
E:l.n— ln
° i (k+2) 3

) im(lg%):_mz
11
) 2=

e)izzl

ok
8 Z:/(my !

Z £t
9_). E 1)"( ) B
d) i(«f_)1 "=2+vZ
1 3.57+53" 11
K 21 asy 4

Asagdaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

' +_1
ree = 1==
ay 0,111 0, 5

b) 0,24999...=0, 24§=%
c) 02727..= 0,_7=13_1

10 m yiikseklikten biralalan bir top yere garpinca
digtiigi yiksekligin % §i kadar yiikseliyor. Top du-

rumcaya kadar kac m yol alu?

Irl <1 igin
i = 1.
k=1 (1 - )2
oldugunn gosteriniz.

Bundan yaraﬂanarak
a)
=1 3k

Kk
b) X_}(~ g

k+ 1
c) 23
k=0

serilerinin toplamni bulunuz.




Bu teoremin karsiti dogru degildir. Yani lima, = 0 olmasi Ean serisinin
a=1

n =log1=0 oldugu halde

yakinsak olmasiu gerektirmez. Omegin lim log —

> log—"— serisi maksaktir.
oy n+l

Bu teoremden su sonucy ¢ikarabiliriz :

SONUC 10.1:
lima,#0 ise Ea" maksaktir.

o i oo ) @ 5
§ " 2n I n s
. 2 n _ I ~
ORNEK Hg] FArTSr nz::;( ", gn-bl serilerinin yakinsak
bk durumlarini inceleyiniz.

Coziim :
1

s oA L : 2n
lim2* =120 , nlirr;ner

=400 = 0

2
=2 #0 Lm{-1y im —
# {(-1)' yoktur, h.mn+1

oldugundan verilen serilerin tiimii wraksaktir.

o
R, = :Zak:an+l+an+2+"'
k=n+l

[=+]
toplamma ) ,a, serisinin kalan terimi denir.
: k=1 . ’

Kalan terim ile yakinsaklik araginda agagrdaki iligki vardar,

TEOREM 10.11:
Yakinsak hir seride kalan terimin lirniti sifirdir.

Ispat : Eak =g olsun. Bu serinin kismi toplamlar dizisi (S,) ise lim S,=§ dir.
k=1

Diger taraftan Zakzsn+ R = s:l'Lm(s”+ R") =
s=limS,+ IimR,= s=s+1limR, = limR, =0

bulunur.
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b) 033 = 0434343...

_ 4,3 4 3
= 76 " 100 * 1606 * 10000 T
_ 43, 4
= 100 T 10000

43 1

= Too\*7T00 " T0000 " )
.43 1 43 100 _43
T 100 __1 7100799 799

100

olur.

Dizilerin ozellikleri gdzbniine alimdiginda agaffidaki teoremin ispati kolayca
yapilabilir. '

TEOREM109. :
Ta) Ea,, a ve Zb,, b ise Za +b)=a+b
b} Za,,:a ise E?Lafla

dir.

o0
- Edﬂ serisi yalansak ve toplarm s olsun,
k=1

Sp=dpt @yt gt @y
ve
Spa=m+a+ ... +a,
. dlaéagmdan
S,~-8,=a,
dir, im S, ; =limS, =s olacagndan
lim g, =1im(S, - S, ;) =s-5=0

bulunur, Biylece su teorem ispat edilmig oldu.

. TEOREM 10.10:

Ean yakinsak ise lima, =0 dir.

n=1
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Coziim :

=]
1]

A a+ar+art+ .. +ar!

all +1+ ... +r““)=a1—_—’f—
1-r

oiur. I < 1 i¢in lim " =0 oldugundan

1-r

a

lim §, = lima o7 "1-7

dir. Dolayistyla

k=1 1-r
olur.
20 i )
ORNEK : log P serisinin yakinsakhik dorumunu inceleyiniz.
k=1
Coziim :
S, = log%+log%—+log%+---+lognﬁ1
1 2 3 n i
= -— = = —]==1 +1
Iog(z'a 4 n+1) iog(n) og(n+1D)

ohtr. limS,, = lim(-log(n+1)) = - oldugundan (5,) waksak, dolayistyla verilen
seri raksaktir.

ORNEK : Agagidaki devirli ondalik sayilart rasyonel bigimde yazimz.
a) 0,666 ...=0,6

b) 04343 ... =0,43

Coziim :
6= - 6.6 6
- o6ff, L, 33 1 _ 310 _2
B 10(1+10+102+ )"5'1_,1_ T 57973
10
ohur.
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oo
@, serisi igin
k=1

il
S,,=a1+a2+...+a,,=2ak
k=1

ols_un. B_u takdirde

o0
lims, =5 < Eak=s
k=1

olacaktir.

s . = 1
ORNEK : ;im—uk(“ 5

ise toplammm bulunuz.

serisinin yakinsaklhik durumunu inceleyiniz. Yakinsak

Coziim : Her ke N* igin

11
e+ k

|
k+1

oldufundan

dir. lims, = -n:z-+1 =1 oldugundan verilen seri yakmsak ve toplamm 1 dir. Buna

- gore

Y]
= R+ 1)
yazilabilir.

ORNEK : Irl <1 olmak tizere

o
St
k=1

serisinin yakinsak oldugunu gosterip toplamim bulunuz. Genel terimi bir geomet-
rik dizinin genel terimi olan bu seriye bir geometrik seri ad verilir.
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SERILER

Bilindigi gibi, bir (@) dizisi i¢in

a]+ﬂz+...+ﬂn

n
toplamu, kisaca Eak sembolii ile gésterilir. Buradaki Z semboliine toplama
k=1
sembolii denir ve “sigma” bigiminde okunur. Buna gére

1 1.1, .1

Elznﬂ EI Y

T 1 1 1

= E AT

7 1.2 n

2!%1*2-‘-3+ +.i'1+1
olacaktrr.

(a,) bir dizi olmak Gzere

Zak—a1+a2+a3+ k@t
k=1
bigimindeki bir ifadeye bir sonsuz seri veya kisaca bir seri denir.
a, ifadesine serinin genel terimi adi verilir.
Z”: 1.1 1 1
B D T B i B
ou] 51! 5 52 o

bir sonsuz seri olup genel terimi % dir.

Toplama iglemi bir ikili iglem oldugu icin sontu gokluktaki sayilar toplanabilir.

~9imdi sonsuz seriye bir anlam vermeye caligalim.

Ea" serisi verildiginde (a,) dizisinin ilk n teriminin toplarmndan olusan
k=1 :
(S,) dizisine serinin kismi toplamlar dizisi adi verilir. Su halde

Sp=a+a; +...+a,

olacaktir,

. Bir serinin leI'!'l.l toplam.lar dmm yakinsak ise senye yakmsak seri ad1 verikir.
Kismi toplamlar dizisinin limitine serinin toplaxm demr Yak.msak olmayan

senlere uaksak serﬂer ad1 verﬂlr

387



106.

p>0 olsun.x; =1 Ve Ynz1 igin

a

an+1 :_ _;—(an.}-._p_) dlI'

11.

12.

H

lim a,=/p olacagm gosteriniz.

o

Herbangi bir ¢>0 igin

lim In(n) _ g olacagim gosteriniz.

i -0 c
f n

c> 1 olsun.

~ Jim =0 - olacafim ghsteriniz.

13,

14.

n—wm cﬂ

(F 'y, Problem 3 de verilen Fibonnacci dizisi olsun.
Jim Fnsl = %(1 ++/5) olacagm gosteriniz.

R=+2
AR I

Oyle waksak (). (b,) dizileri bulunuz ki,

.- '__ﬁ) (@, + b,) yakmsak

b) {(a.b) yakinsak

.. o). (f;i) yakisak olsun.

15.

n

Tirev yardimiyla agapida . genel terimleri verilen

dizilerin en bitytik terimlerini bulunuz.

._: o . R '\/IT ) nln
e B) 572500 )
.'.c>0' olsun.

16.

17.

18.

_hmw_=1

 oldugunu gﬁsteriniz; .

ma,=a ve f fonksiyonu a da siirekdi ise

lim fle,)=f@® olacaginl gosteriniz.

n=—=o

Agagida genel terirnleri verilen dizilerin menoton-
Juk durumunt inceleyiniz.
2) n In+l

3n-5
2n+1 -0 2n-17

cy——"

n+5

386

19.

(3n? - 20n + 19) dizisinin en Ktigiik terimini bunlo-

nuz.

20.

21.

22,

23.

24,

a) J6r6ror - =3

26.

3+6+9+--30 ) e Qi
34649 IR
(2 A4 642N dizisinin Limatini bulunuz.

(a,) bir georﬁetrik dizi, a; =5, &= 40 olduguna
gore, dizinin ortak ¢arpaninl Ve 10. terimini bulu-
nuz. -

a ve b iki reel say1ve 4 < b olsun. g ile b arasma
n tane sayi yerlc§tirilerek (r+72) terimii bir geomet-
rik dizi olugturuluyor. Bu dizinin ortak garpaninin

,,;_M{[E'
a

~ placafim gt‘)steriniz.

Bir geometrik dizinin ardigik tig teriminin toplami
14, carpum 64 tir. Bu tesimlesi bulunuz.,

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

b) J20+~420 4420+ - =5

. Agagidaki denklernlerin belirtilen araliklardaki kOk-

jerini Newton yonterni yardamniyla bulunuz. (4. yak-
lagirna kadar hesaplaymiz.) '

a) x*-3=0, 2,3}
by »-2=0, 1.2}
¢ x-3x-1 =0, [0.4]
d) B+2x-1=0, 0,4

2 eing= 1 ]
e) x*-—sinx=0, [2,1

f)y Sx-+cosx= 5, 0,1]

3.2 sayisim yaklagik degerini bulunuz.



1. Asapida genel terimleri verilen dizilerin itk bes teri-

mini bulunyz,

2n—-1 1

¥ (’“1) K (n2+1)
1 2"-1

9 (-1l (H——)
( n . : 'G) 2"_!,1
1~—i~, it tek ise 113

- 3n

9 1 ©) ( n+l )

1+§, R Cift ise

Asagidaki indirgeme bagmntilan yardimyila tanumia.
nan (4,) dizilerinin ik of terimini bujunug,

a) ag; =0, Vn=12 icin _ =2, ,+3
b) a,=-3, V=2 icin a4, =1-4da,
c) a1=—é—-, Vn22 icin a"=a”2_1+1
& a=1, Vn=1 igin a4 =a, +—{—
2}
D g =1, Vrz1 jcin a,,+1=n+1 A
€ a;=-2, ¥ps1 igin By = T %

f) =@ =1, VHEI igil'l aa+2=an+l_'aﬂ

. (a,) herhangi bir dizi ve p ¢ p+ olmak {izere
b,=a, +(n-2) r-3)... (n-p)

olsun. (a,) ve (b,) dizilerinin ilk P terimlerinin egit
olacagim gésterinjz, Buna gdre bir dizinin bagtan
sonlu sayrda terimj verilirse o dizi verilmig olur mu?

ise limla,l = lal dyr, glsteriniz,

lima,=q

Fi=1, F=1 ve n=1 icin E1+2.=Fn+1+‘F;1

6.

(a,) dizisi verilmig olsug, (8,) dizisi

Si=a;, hern=2 igin 5,=8,, ta,

biciminde tanmmlamyor. §, genel terimini (a,) dizi-
sinin terimlerj cinsinden yazinz,.

Oyle bir st digg bulunuz ki

a) En biiyiik terimi olsun fakat en kiigiik terimi
olmasin,

b) En kiigiik terirnj olsun, fakat en biiytik terimi
olmasm, ' :

¢) Neen kiiciik ne de en bityiik terimi olsup,
d} Hem ep kiiciik, hem de ep biiyiik terimi olsyn,

Asagida genel terimleri verilen dizilerin yakingak
olup olmadiklarin; aragtirimz. Yalansak olanlapn Ii-
mitini bulunyz, '

1 n+{-1)" 1-3n
V2wl 143
d) -—__13:_‘:’@1 &) ~—-_’;+i £) 1+ 1y

ne+

n+l LES]
D Gtz b ) (-3)

.~ sin? . f =3y
e L
n
D nln(1+i—) m) Yn? n) (1+%)
0) —’Eni 8) n(lhcos-?—i-) p)ns_in-}z-
n

5 "

(2)”_!_(6)” i n n
3/ 7

re R olsim. Asagidaki Emitleri heéaplaym:z. :

- Jt

a) lim -7 __ b) lim "2
il ooy ppn
rﬂ rﬂ'

C) ﬂ?&;ﬁ’ 9) ,}5.”39 ?‘2" +?‘2"+l

ilk ve son limitlerde » = -1 dir.




im L(I+ﬁ+if§+—--%)

f-e o0 J1

limitini hesaplayimz.

. _(: L ) dizisinin limitini bulunuz,
Nn! _

"Genel terimi

PP SN S
rf+l At 42

olan dizinin limitini bulunuz.

1
+
Nl +n

Vrne N igin a,>0 ve lima, =a olsun.

im" a =
limifa ay---a, =a

olacagin gosteriniz.

Ug terimli bir aritmetik dizinin terimleri toplarm 27,
terimlerin kareleri toplam: 293 oiduguna gbre, bu
dizinin en biiyiik terimi ile en kiiciik teriminin fark:
kagtur?

S0

ABCD eni 6 cm, boyu § cm olan bir dikd6rtgendir.
Diger sonsuz goklukiaki dortgenlerden herbirinin
koiseleri, bir dncekinin kenarlarmin orta noktalari-
dir. Tiim dortgenlerin gevreleri toplamu kag cm dir?

Eaﬂ pozitif terimli yakinsak bir seri olsun. E%

serisinin de yakmnsak olacagini gosteriniz.

8.

10.

it

12.

Ean pozitif terimli bir yakinsak seri, (c¢,) de poz-
itif terimli ve sifira yalansayan bir dizi olsun.
Ea” ¢, serisinin yakamnsak olacagini gisteriniz. (¢,
pozitif terimli olmazsa Ean ¢, yalansak olur mu?

2“&: ve 2 b, pozitif terimli yakinsak seriler ol-
E aﬂ bﬂ

sOm. serisinin de yakinsak clacagim gos-

teriniz.

Asapdaki serilerin yakmsaklik durnmiarm ince-
leyiniz.

1
2) §1+2+
z; +22 —n?

o0

2

ko2 k(Ink)?
raksak olacagini gbsteriniz.

serisinin p > 1 icin yakinsak p < 1 igin

Asagidaki serilerin yakinsaklik durumunu ince-
leyiniz,
2, Ghm
) 5
n=0

A
®) Z 1.3.5---(2rn-1)

p=1 """

n nl
& 2(-1 135--(2n-1)

415



13. a) (a,)} monoton azalan bir sifir dizisi olsun. 18. p< N icin
o " kel 2n
x i R
E“” %-2,(-1Va<a 2o
oldugunu gt‘jsteriniz. serisinin yalkunsaklik aralifim bulunuz.,
b) 2 (- serisi veriliyor. Bu serinin topla- .
aco 2" (n +1 _ _ _ 19. Agagidaki serilerin yakinsakhk aralifim bulunuz.
mu ill beg tem:mmn toplanu ile yaklagik olarak ifa- e . S e
de edildiginde yapilan hata en fazla ne olabilir? 2) Y (Ink)x b) Dk x
k=1 k=1
14. Asgagidaki serilerin yakinsakhk araligmm bulunuz. . .
- . 20. (ry} & mn bir rasyonel fonksiyonu olsun.
X
2) ﬂ; (1 2 )(2 “_2”)_“(” _3) chxk ve Eckrkx" serilerinin aym yakinsakiy
3 3 3 yarigapma sahip olacagim gosteriniz. Bu iki serinir
i 5 yakinsaklik arahiklars ayor midr?
b}
i 1 1 _ P . .
=1 - =] re= olacak gekilde P ve olinomlarmr
Fieg)eeg)-beg) "= o) ; e
varlifint diigiiniiniiz.)
15. Asagidaki esitliklerin dogralugunu gésteriniz.
. 9mpl 21, ¢ reel sayis: igin
a) 1].['[30 " =0 =)
) " (1+x)“=2ax" , <1
2 nz n=0\1
b) lim ("; ] =0 .
: 2 oldugunu gosteriniz. Burada ( ) binem katsays:
n
¢) lim Z—=0 (Vxe R icin)
n—oo H olup
1x" o = D)oot —
o tim M 0 (k<o icin) ( ): oo —1)-(x-n+1)
r—eo gt n nl
du. Bu acalumdan yararlanarak
16. a ve b pozitif reel sayilar olduguna gére a) 1 b) (1+x)°72 Q) N
s P 1+x : (1 + I)3
n=0a"+b" ifadelerini Maclaurin serisine agimz.
serisinin yakmsaldik yangapml ve yakmsaklik arali-
g1 bulunuz. 22. Fonksiyonlarn seriye ag:mmmdan yara.rlanarak aga-
~ fdaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.
17. ¢=0 icin E(n +c" )" serisinin yal_v:msékhk ara- a) xlmb e—_%— %
Irgini bulunuz. *
b) i esinx 1
im =
x=0 x3 3
416



1. Pappus — Guldin Teoremi, 329
2. Pappus - Guldin Teoremi, 330
agtic aralik, 6

afishk merkezi, 328

alan hesab1, 293

alt dizi, 381

alt kiime, 2

alt simr, 376

alt toplam, 269

alterne seri, 401

antitiirev, 211

ara defier teoremi, 103
arakesit, 2

argeoshx, 75
argeothx, 75

argsinhx, 75

argtanbx, 75

aritmetik dizi, 372
aritmetik ortalama, 32
artan dizi, 375

artan fonksiyon, 41
artmayan dizi, 375

astroid, 207
aynk kitmeler, 3
azalan dizi, 375

azalan forksiyon, 41
aralmayan dizi, 375 -
bagimh degigken, 36
bagimsiz depisken, 36
basit kesirlere ayirma, 238
Belirsiz gekilier, 187
belissiz integral, 212
bilegke fonksiyon, 40

bir noktamn bir dogruya olan vzaklif1,

birebir fonksiyon, 3%

biringi gesit genellestirilmiy integral,
birfegim, 2

Bolzano teoremi, 103

bosg kilme, 2

Cauchy Hadamart teoremi, 406
Cavalieri prensibi, 299

coshx, 73
cothx, 74
cschx, 74

cift fonksiyon, 42
depigken degistirme ydntemi, 218
diferensiyeller, 192

25

338

- INDEKS (DIZIN)

‘disk ybntemi, 305

dizi, 371

Dogal sayilar kilmesi, 4

doniim noktas:, 184

Duraklama noktas:, 164

diigey asimtet, 196

dizgitn parcalanma, 267

efik asimtot, 198

efiim, 21

efiri asimtot, 198

eleman, 1

esas periyot, 59

esneklik, 156

gylemsizlik momenti, 331

fark, 2

Fermat teoremi, 163

fonksiyon, 32

Gamma fonksiyonu, 347

Guauss Teoremi, 17
Genellegtiritmiy Ortalama Deger Teoremi, 180
genellestirilmig integral, 337
geometik dizi, 373

geometrik ortalama, 32
geometrik seri, 388

goriintli, 38

giil effrisi, 362

hacim hesabi, 304

hiperbolik fonksiyoniar, 73
hiperbolik fonksiyonlann tirevi, 137
waksak dizi, 376

maksak seri, 387

igine fonksiyon, 39

iki nokta arasindaki nzaklhk, 20
ikinci gegit peneilegtirilmis integral, 340
indirgemne bafmtdan, 231
integral hesabin temel teoremi, 273
integral igareti, 212

ntegralierin tiirevi, 280
integrant, 212

Trrasyonel sayilar kiimesi, 5
irrasyonel fonksiyonlarn integrali, 253
igaret fonksiyomn, 49

kabuk ytntemi, 307

kaian terim, 391

kapah aralik, &

kapall fonksiyonlann tiirevi, 142
kardiyoid, 360
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kargilagtirma testi, 343, 345, 393
kartezyen ¢arpim, 3
kesigim, 2

kesit yontemi, 304
lazitlanma, 46

kismi integrasyon yéntemi, 227
komgniuk, 7

konveks fonksiyon, 182
konveks kitme, 182
kosiniis teoremi, 63

kaok testi, 400

kbk, 37

kritik nokia, 164
kutupsal koordinatlar, 351
kuvvet fonksiyorm, 45
kuvvet serisi, 405
kime, 1

L'Hospital kural;, 187
Leibniz formiilii, 148
Leibniz festi, 401
lemmniskat, 361

limagon, 361
limit testi, 346,397
lipnit, 82

logaritma fonksiyonu, 70

logaritma fonksiyonunun tiirevi, 133
logaritmik Mirev alma, 135
maksimat cap, 267

moment, 326

mutlak deger fonksiyonu, 48

mutlak deger, &

mutlak yakinsak seri, 403

Newton y&nternd, 383

oran testi, 398

Ortalama Deger Teoremi, 178
artalama deger, 282

trten fonksiyon, 39

Gzdeglik fonksiyonu, 40

parale] iki dofm arasindaki uzakitk, 26
parametrik fonksiyonlarn tirevi, 141
parcalanma, 267

periyodik fonksiyon, 59

periyot, 59

polinom, 435

polinomun derecesi, 45

pozitif terfimli seri, 393

Rasyonel sayilar kiimesi, 3

rasyonel fonksiyon, 46

reel terimli dizi, 371

Riemann toplam, 270

Rolle teoremi, 177

sap limit, 86

safdan siireklilik, 102

sandvig teoremi, 92

sechx, 74

seriler, 387

serinint toplamm, 387

siflr yeri, 37

smurh dizi, 376

signurn fonksiyonn, 49
sikloid, 206

sinhx, 73

sinfis teoremi, 62

sol limit, 86

soldan siireklilile, 102

soniu dizi, 372

stiveklilik, 100

stireksizlik, 101

sarth yakinsak seri, 403

Tarn saydar kiimesi, 4

tam kisim fonksiyonu, 47

tam kasum, 7

tanhx, 74

Taylor serisi, 411

tek fonksiyon, 42

ters fonksiyon, 40

ters fonksiyonun tirevi, 123
ters porinti, 38
Trigonometrik integralier, 244
trigonometrik fonksiyonun tirevi, 126
tiimleyen, 3

tiiray, 114

tiirevin fiziksel uygulamalan, 154
tiirevin geometrik anlarm, 151
tiivevin iktisatta uygolanmas, 155
liciincii gegit genellestirilmig integral, 342
iist simr, 376

iist toplam, 269

iistel fonksiyon, 6%

iistel fonksiyonun tiirevi, 134
Venn diyagraou, 1

yalansak dizi, 376

yakinsak seri, 387

yakinsaklik arahfi, 406
yakunsaklik yaricam, 406

yan acgik aralik, 6

yerel maksimum, 106

yerel minimum, 106

yitksek mertebeden tirevier, 143
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