ARAMA (SEARCHING) (2)



Kiyim Fonksiyonu (Hashing Il)

“*Eger kotii bir se¢im, baz1 sabit bir kiyim

fonksiyonu 1le cirpilanacak anahtarlan
Secerse,
“*Bu kotii secim & (n) zamanda ortalama alim

destekleyecek ayni hiicreye, cirpilanan n
anahtar1 secebilir.

*Herhangi bir sabit kiyim fonksiyonu, en kotii
duruma maruz birakabilir.




Kiyim Fonksiyonu (Hashing Il)

“*Durumu 1yilestirmenin yolu sabit bir kiyim
fonksiyonu secmek yerine rastgele bir Kiyim

fonksiyonu secmektir.
‘*Rastgele bir kiyim  fonksiyonunun

secilmesi, evrensel kiyvim olarak adlandirilir.



Evrensel Kiyim

‘*Evrensel kiyimlamada uygulamanin baslangicinda
dikkatlice tasarlanmis sinif fonksiyonlari arasindan
rassal bir ¢irp1 fonksiyonu seceriz.

*Hizh siralamada oldugu gibi randomizasyon hicbir
girdinin en kotli durum davranisina yol acmayacagini
garanti eder.

***Bu algoritma ayni girdi de dahil her bir uygulamada
farkh davranis gosterecektir.



Evrensel Kiyim

“*Cirpi fonksiyonunu rastgele sectigimiz icin
algoritma herhangi bir girdi icin ortalama
performansi garanti eder.

“*Bu algoritma ayni girdi de dahil her bir
uygulamada farkli davranis gdsterecektir.




Tanim. U/ bir anahtarlar evreni ve '+ de smirh

sayidaki k1¥]1m fonksiyonlarmin kiimesi olsun;
erbirt U'yu {0, I, ..., m—1}"e eslemlesin.

H ' nin evrensel olmasi i¢cin: x, y € Uve x # y, ile

EvrenSE| {h e H:h(x)=h()}|=H|/m olmas1 gerekir.
k|y| n Yani, x 1le y arasinda "y

bir ¢carpisma {h :h(x)=h(y)}

fO N kS|yO NU olasiligi : \

|/m 'dir; kosul: /' nin |
H' den rastgele se¢cimi. { S~
m




Teorem. /2 (tekbicimli olarak) rastgele secilmis

bir kiyim fonksiyonu olsun; se¢cim evrensel bir H
kiyim fonksiyonlar1 setinden yapilmis olsun. /' nin
n rastgele anahtar1 7 tablosundaki 72 yuvaya
kiyimladigini farzedin.

Bu durumda verilen bir x anahtari 1¢in:

E|x 1le carpisma sayis1| < n/m.



Teoremin kaniti

Kanit. C_, T""nin 1¢cindeki anahtarlarla x' in
toplam carpisma sayisini gosteren rastgele degisken
olsun; ve L

L eger h(x) = h(y),

“o " 7 0 (diger durumlarda) olsun.

Not: Elc |=1/m ve C, = Z Cry
vel —{



Teoremin kaniti

E[C.1=E| D ¢y » Her iki tarafin da

| yel—{x} | beklenenini bulun.
= Z E [ny]  Beklenenin dogrusalligi
yel—{x} (expectation).
— Z l/m = E[cm;] — l/m
yel—{x} y
-n-1 » Cebir.




Bir evrensel kiyim fonksiyonlari setini yapilandirmak

m asal say1 olsun. £ anahtarmi » + | basamaga
ayristirin; herbirinin set icinde deger1 {0, I, ..., m—1}
olsun. Yani, £ ={k,, £, ..., k) ve O <k, <m olsun.
Rastgele yapma stratejisi:

a={a,, a,, ..., a,olsun; burada a,
{0, 1, ...,m=T rastgele secilmistir.

*a'nin ilk degeri m

.
| Nokta carpim tane olabilir. Ikinci
Talllm hi? (k) — Z C; k;,- mOd m . g p ) degeri de m tane.

— mod m (0lgke)
H = {h_}ne biyiklikte? |H|=m"""1 _



ORNEK : a string uzunlugu 3 ve Tablo boyutu 131

olsun.
h, (k) Zq k; mod m

=0
let a = <35, 100, 21>
h,(“xyz”) = (35%120 + 100*121 + 21*122) % 131
= 129

Dezavantaji: ki degeri tablo boyutundan buyuk olabilir.
Bu yuzden tablo boyutunu, kidegerinden buyuk secilmeli



Nokta - carpim kiyim fonksiyonlarin evrenselligi

Teorem. Il= {A,} seti evrenseldir.

Kanit. x = (xy, xq, ..., x,) oldugunu varsayin ve y =
(o, V1, ---» v,y Tarkli anahtarlar olsun. Yani, en az bir
basamakta farkli olsunlar ve log pozisyonu 0 olsun.

Kag /1, € H 1¢in x ve y carpisirlar?

h,(x) = h,(y) olmas1 gerekir ve bunun anlamia:

r V
2 ax;=) a;y; (modm)
i=0 =0



Kanit (devami)

Benzer yaklasimla, elimizde

Zar’(xr' —-y,)=0(modm)
i=0
veya

ag(xXg — y0)+Za(x —-»;)=0 (modm),
i=1

olur ve bu da su anlama gelir:

ap(Xg — Vo) =—Za (x;—y;) (modm) .
i=1



SayI teorisinin gercegi

Teorem. m asal say1 olsun. Herhangi bir z € Z
ve z # 0 i¢in, 6zgliin bir z ' € Z
vardir ve bu durumda:
z-z'=1 (mod m). (dlcke m) olur.
Ornek: m=7.
Z 1 2 3 4 5 6

z'l'1 4 5 2 3 6



Kanit (devami)

Elimizde |
ag(xg — Vo) = —Z a,(x; —y;) (modm) var,
i=1
ve X, %V, , oldugundan tersi de (x, — ), ) ' olmalidir,
ve bu da su anlama gelir:

ay = (— Zaf(x?. — y?.)] (Xg — yo)_l (modm).
=l

Yani, herhangi bir a, a,, ..., a , seciminde
tek @, se¢imi, x 1le y 'nin ¢arpismasina neden olur.



Kanit (tamamlanmasi)

S. Kag tane /2 , x 1le ) nin ¢arpismasina neden olur?

C. Hera,, a,, ..., a.1¢in m segenck vardir ama,
bunlar bir kez secildiginde, sadece bir tane
a, x1le )' y1 carpistirabilir, yani

doy = _Zaf(xf_yr') (X9 = o)~ |modm .
=1

Boylece, carpismaya neden olabilecek /27 lerin
sayist =m’" - | =m"=[H|/m.

— (o degeri m olasiliktan 1 tane olacagi
. o (carpismayi saglayacak) icin buraya 1
aq, a,,... a, , Her biri m tane deger allr. konuldu,



Mukemmel Kiyim

Su ana kadar kiyimlar beklenen zamanda basarimla
ilgiliydi.

Kiyim , beklenen sire baglaminda iyi bir uygulama.
Miikemmel kiyim ise su sorulara ilgilenir :

**Farz edin ki size bir anahtar kiimesi verilsin.

s»*Statik bir tablo olusturmaniz istensin.

*Boylece en kotii zamanda tabloda anahtari
arayabileyim.



Muikemmel Kiyim

“*Elimizde sabit bir anahtar kiimesi, programlama dilindeki
sakli kelimeler kiimesi ya da CD-ROM daki dosya isim

kimeleri olabilir.

“*Bir baska 6rnek vermek gerekirse Ingilizcedeki en sik

kullanilan 100 veya 1000 sé6zclik gibi bir sey.



Muikemmel Kiyim

“*SOzcUgun Ingilizcede sik kullanilip kullanilmadigina

tabloya bakarak hizli bir sekilde anlamaliyiz.

“*Bu isi beklenen basarimla degil de garantilenmis en

kot durum zamaninda yapabilmeliyiz.




Mukemmel Kiyim

Problem: Verilen n adet anahtar icin statik bir kiyim
tablosu yaratmak.

Diger bir devisle , yeni girdi veya silme yapilmayacak.

Sadece elemanlari oraya koyacagiz.
Buyuklugl ise , m = O(n).

m = O(n) boyutunda bir tablo ve en kotu durumda
arama O(1) zamani alacak.



Mukemmel Kiyim

“*Buradaki fikir, iki asamali bir veri tanimlamasi
vapmakitir.

Fikir , bir kiyym tablomuz olacak , yuvalara kiyim

vapacagiz.

*Ancak zincirleme islemini kullanmak yerine ikinci bir
kiyim tablosu daha olacak.

“*lkinci tabloya ikinci bir kiyim daha yapacagiz.
“»lkinci diizeyde hic carpisma olmadan kiyim yapmak.




Mukemmel Kiyim
**Birinci dizeyde carpisma olabilir.

“*Birinci tabloda carpisan her seyi, ikinci diizeydeki tabloya

koyacagiz.

Ama bu tabloda carpisma olmayacak.

“**Dolayisiyla evrensel bir kiyim fonksiyonu bulalim.

mRastgele bir fonksiyon seciyoruz.

"Yapacagimiz bu dizeye yani ilk dizeye kiyim yapmak.



Mukemmel Kiyim Fonksiyonu

n anahtarli bir set verilirse, bir statik kiyim tablosunu
boyutu m = O(n) olacak sekilde yapilandirin ve
ARAMA (SEARCH) en kotii durumda ®(1) stire alsin.

Level 1 T Level 2

Fikir: Her iki 5, * 1. Seviyede h(14)=h(27)=1
. 0 % N yani 1. yuvaya gittiler.
diizeyde de 1 [4]31 [ Tap7[
evrensel kiyim 5 * 2. Seviyede hy;(14)=1 hy,(27)=2
ile 2 duzeyh 3 % 12 3 yuvaya gittiler.
4
verl tanimlama. 4 | 1 |00 26 S,
5 ~ i ~
2. diize
ey ’ 9 186 401 (37 22
carpismasi yok!

m da O1 2 3 45 6 7 8



TEOREM H , evrensel kiyim fonksiyonu tiirlerinden
biri olsun ve boyutu da 7 = »” olsun. Bu durumda, eger
bir rastgele 2 € H ' yi » anahtar1 tabloya kiyimlamakta
kullanirsak, beklenen carpisma sayisi en ¢ok 1/2 olur.
Kanit. Evrenselligin tanimi geregi, tablodaki belirli

2 anahtarin / altinda carpisma olasiligi

1/m = 1/n” olur. Carpisma olasﬂlth) cift

anahtar oldugundan, carpismalarin beklenen sayisi:

(” 1 n(n—l)_ 1 _ 1
2

9. 9,
2) n° 2 n-

2 anahtar cifti
secilir.



Mikemmel Kiyim -Ornek

0 Ornek : K={10,22,37,40,52,60,70,72,75} 9 elamanli bir anahtar kiimesi
mod yani m=n=9 olur. Hash fonksiyonumuz: h(k)=((a*k+b) mod p) mod m

O a=3, b=42, p =101, m=9 (a ve b degerleri 0-101 arasinda rastgele Uretilen
sayilar) Oncelikle ilk kiyim tablomuzda cakismalarin sayisini bulalim

h(10)=0 0. ve 5. indiste 1 cakisma .n
h(60)=2 2. indiste 3 cakisma
h(72)=2 7. indiste 4 cakisma
h(75)=2
h(70)=5
h(22)=7
h(37)=7
h(40)=7
h(52)=7

O 0 0O 0 0O 0O 0 0 O
~ @ U A W N = O

o0



Mikemmel Kiyim -Ornek

O Cakigmalari bulduktan sonra tek cakismaya sahip degerler i¢in a; ve b,
degerlerini O, digerleri icin ise 0-p arasinda random secelim, 2.kiyim
(S;)tablosunun buyukligi ise m:=n.2 olacak

0 2.kiyim fonksiyonunda cakisma olmayacak sekilde yapilandiralim

o h.(k)=((a;*k+b;)) mod p) mod m,

! ---- Illmlll

01 2 3 5 6 7 8 S
3----
4---- -

5---- ---ﬂ----ﬂﬂ-----

23 88

8----
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