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1. Onerme Mantig ve Ispatlar

Mantik énermelerin dogrulugunu kanitlamak igin kullanilir. Onermenin ne oldugu ile ilgilenmek
yerine bazi kurallar koyar ve bdylece Onermenin genel formunun gegerli olup olmadigini
yargilar. Mantigin bize sagladigi kurallar, belirtilen agamalardan ¢ikan sonucun tutarli olup
olmadigint veya sonucun dogrulugunun ispatlanmasi asamasindaki basamaklarda hatali bir
kismin bulunup bulunmadigini degerlendirmemizi saglar.

1.1 Onermeler ve Dogruluk Tablolari

Onerme, dogru veya yanlis degerinden sadece ve sadece birini alabilen ifadedir. Fakat ayni anda
iki degeri birden alamaz. Ornegin asagidaki ifadeler birer 6nermedir.

1. Bu giil beyazdir.

2. Ucgenin dértkenari vardir.

3. 3+2=6.

4. 6<24

5. Yarin benim dogum giintimdiir.

Ayni 0nermenin nerede, ne zaman ve kim tarafindan sdylendigine bagli olarak bazen dogru
bazen yanlis olabilecegine dikkat ediniz. Yarin dogum giinii olan biri i¢in 5. 6nerme dogru iken,
baska biri tarafindan ifade edildiginde yanlis olacaktir. Hatta bugiin herhangi biri i¢in dogru olan
bir 6nerme bagka bir giin i¢in yanlis olabilir.

Unlemler, sorular ve istekler dogru veya yanlis diye ifade edilemediklerinden birer dnerme
degildirler. Bu nedenle asagidakiler 6nerme degildir.

6. Cimlerden uzak durun.

7. Cok yasa kralice!

8. Jane’in partisine gittin mi?
9. Oyle sdyleme.

Bir 6nermenin dogrulugu (T) veya yanhshg (F) Onermenin dogruluk degeri seklinde
adlandirilir. 4. 6nerme dogru (T) dogruluk degerini tasirken, 2 ve 3. Onermeler yanlis (F)
dogruluk degerini tagir. 1 ve 5 numarali 6nermenin dogruluk degerleri ifade edildikleri duruma
baglidir.

Geleneksel olarak o6nermeler p,q.r... harfleri kullanilarak sembolize edilirler. Ornegin p:
Manchester Iskogya’dadir, q: Dinozorlar hala yagsamaktadir.

1.2 Mantiksal Baghhliklar ve Dogruluk Tablolar

Bundan oOnceki konudaki 1-5 numarali ifadeler basit birer ifade olusturduklarindan basit
onermelerdir. Bu boliimde basit Onermelerin nasil baglanarak bilesik onermeler seklinde
adlandirilan daha karisik onermeler olusturulacag anlatilacaktir. Onerme g¢iftlerini baglamaya
yarayan araglara mantiksal baglayicilar denir ve herhangi bir bilesik 6nermenin dogruluk degeri
tamamen ( a ) kendisini olusturan basit dnermelerin dogruluk degerleri ( b ) bunlar1 baglayan
0zel baglayici veya baglayicilar tarafindan belirlenir.

En ¢ok kullanilan baglaclara gegcmeden Once, basit bir dnerme iizerinde gerceklestirilebilen bir
isleme bakalim. Bu igsleme tersini alma denir ve 6nermenin dogruluk degerini tersine ¢evirme
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etkisi yapar. Tersini alma sonucunda 6nerme eger dogru ise yanlis, yanlis ise dogru degerini alir.
Bu islemi bir tablo ile 6zetleyebiliriz. Eger p bir 6nermeyi sembolize ediyorsa, p (~p,-p veya
—p) p’nin tersini temsil eder. Asagidaki tablo p ve p ‘niin dogruluk degerleri arasindaki iliskiyi
gosterir.

|l

p
T
F

Soldaki siitun p igin tiim olas1 dogruluk degerlerini verirken sag siitun p’ nin tersi p igin karsilik

gelen dogruluk degerlerini verir. Bu sekilde, dnermelerin dogruluk degerlerini 6zetleyen tabloya
dogruluk tablosu denir.

Bir 6nermenin tersini ifade etmenin ¢esitli yollar1 vardir. “Biitiin kopekler vahsidir” énermesini
diistiniirsek, bu dnermenin tersi sunlar olabilir:

Biitlin kopeklerin vahsi olmasi s6z konusu degildir.
Kopeklerin hepsi vahsi degildir.
Bazi kopekler vahsi degildir.

Dikkate edilirse “Hi¢bir kopek vahsi degildir” onermesi “Biitiin kopekler vahsidir” énermesinin
tersi degildir. Tersini alma isleminde, ilk ifadenin dogru oldugu her durumda ikinci ifade yanlis
olmal1 ya da tam tersi olmalidir. “Biitiin kopekler vahsidir” 6nermesi sadece bir kopek bile vahsi
oldugunda yanlistir ancak “Hig¢bir kopek vahsi degildir” 6nermesi bu durumda dogru degildir.

Mantiksal baglayicilar 6nerme ¢iftlerini baglamaya yararlar. Burada ¢ok kullanilan bes mantiksal
baglayicidan bahsedilecektir: kesisim, dahili birlesim, harici birlesim, kosullu 6nerme ve iki
yonlii kosullu 6nerme.

1.2.1 Kesisim (Conjunction)

Iki basit onerme aralarma ‘ve’ kelimesi koyarak baglanabilir. Bunun sonucunda olusan bileske
onermeye iki basit onerme bileseninin kesisimi denir. Eger p ve q iki basit 6nerme ise p A q (veya
p.q) p ve q ‘nun birlesimini temsil eder.

p: Giines Parliyor.
q: Kopekler havlar.
p A q: Glines parliyor ve kopekler havlar.

Alttaki dogruluk tablosu p ve q ‘nun tiim olas1 dogruluk degerleri i¢cin pAq ‘nun dogruluk
degerlerini gosterir.

pNgq

SIS I IS BN
IR IS
|| >

Yukaridaki tablodan da goriilebildigi gibi p A q sadece p ve q ‘nun her ikisinin de dogru oldugu
zaman dogrudur.

1.2.2 Birlesim (Disjunction)

Veya kelimesi iki basit Onermeyi  birlestirmek igin kullanilabilir. Olusan bileske
3 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Onerme iki basit onermenin birlesimi olarak adlandirilir. Mantikta iki gesit birlesim vardir: dahili
ve harici. Gergek hayatta kullandigimiz veya kelimesi bazen kafa karigtirici olabilir.

p ve q birer dnerme ise p v q, p ve q ‘nun dahili birlesimini temsil eder. Bu bileske 6nerme
bilesenlerinden herhangi birisi veya her ikisinin dogru olmasi durumunda dogru aksi halde
yanligtir. p v q i¢in dogruluk tablosu asagidadir.

|||
SIS
|| <

p ve q’ nun harici birlesimi ise p v q seklinde gosterilir. Bu bileske 6nerme sadece bir bilesenin
dogru olmast durumunda dogrudur. p v q ‘nun dogruluk tablosu asagidaki gibidir:

p q pPvVq
T T F
T F T
F T T
F F F

Iki basit 6nerme “veya” kullanilarak baglanirken hangi tip birlesimin kullanilacag1 ciimlenin
genel durumundan anlasilir. Ornegin, ‘Yarin yiizmeye gidecegim veya golf oynayacagim’
climlesi iki igin birden yapilmayacagi anlami tasidigindan harici birlesimdir. Diger taraftan,
‘Adaylar 25 yasin iizerinde veya en az 3 yillik tecriibeye sahip olmalidir’ ciimlesinde iki
kosuldan birini saglayan adaylar dikkate alinacakmis izlenimi verdiginden dahili birlesimidir.

1.2.3 Kosullu Onermeler

Kosullu 6nerme baglayicis1 — isareti ile sembolize edilir. Kosullu 6nermenin normal dildeki
karsilig1 ornekte de goriilecegi gibi ‘Eger ... dir.

p: Kahvalti yaparim.
q: Oglen yemegi yemem.
p — q: Eger kahvalt1 yaparsam, 6glen yemegi yemem.

Yukaridaki 6rnekteki p — q i¢in diger alternatifler:

Sadece eger 6glen yemegi yemezsem kahvalti yaparim.
Kahvalti yapmam 6glen yemegi yemeyecegim anlamina gelir.
Ne zaman kahvalti yapsam 6glen yemegi yemem.

Asagidaki tablo p — q’ nun dogruluk tablosudur.

p qg |P—4q
T T T
T F F
F T T
F F T
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Dikkat edilirse ‘p ise q’ Onermesi sadece p’ nin dogru q’ nun yanlis olmasi durumunda
yanligtir.(6rnegin dogru bir ifade yanlis bir ifade anlamina gelemez.) Eger p yanlis ise bileske
onerme q’nun dogruluk degeri ne olursa olsun dogrudur. Su 6nermeye bakalim: ‘Eger derslerimi
gecersem c¢ok sevinecegim’. Bu ifade eger simavlarimi gegemezsem ne yapacagim hakkinda
hicbir sey sdylemiyor. Belki sevinirim, belki sevinmem ama hi¢bir durumda sdylenen ifade
yanls degildir. Onermenin yanlis olabilecegi tek durum smavlarimi gecip sevinmedigim
durumdur.

Kosullu 6nermelerde, p 6nermesi onceki ve q dnermesi sonraki olarak adlandirilir. p 6nermesi q
icin yeterli kosul, q ise p icin gerekli kosuldur.

1.2.4 Gift Yénlii Kosullu Onermeler

Cift yonli kosullu baglayic « ile gosterilir ve ‘sadece ve sadece ... ise ....... > seklinde ifade
edilir. Onceki drnege tekrar donersek:

p: Kahvaltt yaparim.

q: Oglen yemegi yemem.

p <> q : Sadece ve sadece 6glen yemegi yemezsem kahvalti yaparim.(alternatif olarak
sadece ve sadece kahvalt1 yaparsam 6glen yemegi yemem.)

p < q ‘nin dogruluk tablosu su sekildedir:

p q pPyq
T T T
T F F
F T F
F F T

Dikkat edilirse p <» q nun dogru olabilmesi i¢in p ve q nun her ikisinin de ayni dogruluk
degerine sahip olmasi gerekir.

Ornek 1.1: p, ‘Bugiin Pazartesi’ ve q ‘Istanbul’a gidecegim’ onermeleri olsun. Buna gore
asagidaki onermeleri sembollerle ifade ediniz.

(i) Eger bugiin Pazartesi ise Istanbul’a gitmeyecegim.

(ii)  Bugiin Pazartesi veya Istanbul’a gidecegim fakat ikisi birden degil.
(iii)  Bugiin Istanbul’a gidecegim ve bugiin Pazartesi degil.

(iv)  Sadece ve sadece bugiin Pazartesi degilse Istanbul’a gidecegim.

Coziim 1.1:

i p—og
(i) pvg

i) gnp
(iv) peq

Ornek 1.2: Asagidaki bilesik onermeler icin dogruluk tablolar1 olusturunuz.
@ pvyg
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(i) p A g
(iii) ¢ —p
(iv) pegq
Coziim 1.2:

@

]|

S| <

S
SIS
— (||

(i)

Bl
SH

| | | >

oo 1S
ST ST BN
| | | s |
H| | 1 TR

(iii)

SH

1| 53| =] 3|

oo = S
| ™ 3R
| | =] TR

@iv)

Sl
S

== =]

oS
ST RS B
= | | s |
H| 1 TR

1.3 Tutolojiler ve Celigkiler

Bilesenlerinin dogruluk degeri ne olursa olsun her zaman dogru olan bir¢cok bilesik onerme
mevcuttur. Benzer sekilde bilesenlerinden bagimsiz olarak her zaman yanlis olanlar da vardir.
Her iki durumda da bu 6zellik bileske 6nermenin yapisinin sonucudur.

Tutoloji, basit bilesenlerinin dogruluk degeri ne olursa olsun dogru olan bileske Onermedir.

Ornek : insanlar erkektir veya kadindir &nermesi her zaman dogrudur. O nedenle bu énerme bir
tutolojidir.

Celiski ise, basit bilesenlerinin dogruluk degeri ne olursa olsun yanlis olan bileske dnermedir.

Tutoloji ¢ ile, ¢eliski ise file gosterilir.

6 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Ornek 1.3: pv ; ‘nin tutoloji oldugunu gosteriniz.

Coziim1.3 : Eger pv ; ‘in dogruluk tablosunu yaparsak:

P |p |pvp
T [F [T
F [T [T

Dikkat edilirse pv; her zaman dogru degerini verir (p yerine hangi onerme konulursa
konulsun) ve bu sebeple tutolojidir.

Ornek 1.4 : (p A q) v (p A q) ‘nin tutoloji oldugunu gosteriniz.

Coziim 1.4 : Verilen 6nermenin dogruluk tablosu asagidaki gibidir:

P 1 a4 P | pag | (prg)viprg)
T T T F T
T F F T T
F T F T T
F F F T T

Dogruluk tablosunun en son siitunu sadece T dogruluk degerini gosterir ve bu nedenle

(p A q)\/ (p A q) ifadesi bir tutolojidir.

Son ornekte, ilk ornekten elde ettigimiz ‘herhangi bir 6dnermenin tersinin dahili birlesimi bir
tutolojidir’ sonucunu kullanabilirdik. Ikinci 6rnekte elimizde p A g Snermesi ve tersi p A g var.
Bu nedenle onceki sonuca gore (p/\q)v(m) bir tutolojidir. (p/\q)v(p/\q) Onermesi,
p\/; Oonermesinin yedek ornegidir denir. Acikca goriiliiyor ki, bir tutolojinin yedek ornegi
kendi basina bir tutolojidir ve dolayisiyla bir 6nermenin tutoloji oldugunu gostermenin bir yolu

da bu Onermenin tutoloji oldugu bilinen baska bir Onermenin yedek Ornegi oldugunu
gostermektir. Tipki tutolojilerde oldugu gibi bir ¢eliskinin de yedek 6rnegi bir ¢eligkidir.

1.4 Mantiksal Esdegerlilik ve Mantiksal Anlam

Iki énerme, kendilerini olusturan bilesenlerinin tiim dogruluk degeri kiimesi i¢in ayn1 dogruluk
degerine sahipse bu iki 6nerme mantiksal esdegerdir denir. P ve Q iki bilesik 6nerme olsun, P
ve Q mantiksal esdegerse P = Q seklinde gosterilir.Tutolojiler ve ¢eliskilerde oldugu gibi
mantiksal esdegerlilik de P ve Q’ nun yapilarinin sonucudur.

Ornek 1.5 : ; va ve p A g’ nun mantiksal esdeger oldugunu gosteriniz.

Coziim 1.5 : ; va ve p A q igin dogruluk tablosunu gizelim.

P 149 1p |q |pvg | P | prg
T [T |F |F |F T F
T [F |[F |T |T F T
F [T [T |F |T F T
F (F [T |T |T F T
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; v& ve p Aq i¢in hesaplanan siitunlardaki dogruluk degerleri karsilastirilirsa ayni olduklarini
goriiliir. Bu nedenle bu iki 6nerme mantiksal esdegerdir denilebilir.

Eger iki bileske 6nerme mantiksal esdegerse, bu iki dnermenin ¢ift yonlii kosullu baglayic ile
baglanmasiyla olusan 6nerme bir tutoloji olmalidir.( P = Q ise P«<»>Q tutoloji olmali) Bunun
nedeni, iki mantiksal esdeger 6nermenin ikisi de ayni1 anda ya dogrudur ya yanlistir. Her iki
durumda da ¢ift yonlii kosullu 6nerme dogrudur. Bu durumun tersi de yani P«<-Q bir tutoloji ise
P = Q. Bunun nedeni su gercege dayanir: Cift yonlii kosullu 6nerme P—Q sadece P ve Q’ nun
her ikisinin de ayn1 dogruluk degerine sahip oldugu zaman dogrudur.

Iki 6nerme arasinda olusabilecek bir diger yapiya-bagimli iliski de mantiksal anlamdir. Eger bir
P 6nermesi her dogru oldugunda Q 6nermesi de dogru oluyorsa, P 6nermesi mantiksal olarak Q
Onermesi anlamina gelir. Ancak bunun tersi dogru degildir yani Q, P yanlis oldugunda da dogru
olabilir. Mantiksal anlam |— ile sembolize edilir. P |— Q, P mantiksal olarak Q anlamina gelir
demektir.

Ornek 1.6: q |- (p v q) oldugunu gosteriniz.

Coziim 1.6: g’nun her dogru oldugu anda (p v q) nun da dogru oldugunu gostermek gerekir.
Dogruluk tablosunu yaparsak:

pvq

|11
||| ske
SIS

g’nun dogru oldugu her durumda (1 ve 3. satirlar) pv q da dogrudur. p v q, q yanlis oldugunda da
dogrudur (2. satir) fakat bunun q, pvq ile mantiksal anlamdir ifadesinin saglanmasiyla bir
alakas1 yoktur.

‘P |- Q¢ ile ‘P —Q bir tutolojidir’ ifadeleri benzer ifadelerdir. P |- Q ise P dogru iken Q higbir
durumda yanlis degildir. Bu da sadece P —Q’ nun yanlis oldugu durumda miimkiin oldugundan
P —Q bir tutoloji olmalidir.

1.5 Onermeler Cebri

Asagidaki liste bir dnceki konudaki teknikler kullanilarak ispatlanabilecek mantiksal esitlikleri
icerir. Bu kurallar p, q ve r gibi basit 6nermeler ve bunlarin yerine konabilecek yedek 6rneklerin
tamami i¢in gegerlidir.

Aynilik (Tek Kuvvet) Ozelligi(idempotence)

pAP=p
pVvVp=p.

Degisme Ozelligi(Commutativity)

PAQ=qAD
pvq=qvp
pv¥Yq=qV¥p
p<q=q < p.
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Birlesme Ozelligi(Associativity)

PAQAT=EpA(QAT
(PvqQvr=pvi(qQvr
Pvqvr=pv(qQvr
(pe>q) © 1=p © (q © 1)

Yutan Eleman(absorbtion)

pA(VvQ=p
pv(Aq=p.

Dagilma Ozelligi(Distributivity)

pAr@vD=pPAqvVv(pAar
pv@arn=pvagAavr

Cift ters Ozelligi((lnvolution)

Sl
Il

p.
De Morgan Kurallar
PVg=pAg
pPANg =P Ng.

Ozdeslik Ozelligi(identity)

pVv/=p
pPALt=D
pVvIi=t

pASES

Tamamlama (")zelligi(Complement)

RSN
Il

> <

t
f

~lis
i

I
<

1.5.1 Eslik Kurali (Duality Principle)

Sadece v ve A baglayicilarini igeren herhangi bir P 6nermesi verilmis ise, bu 6énermenin esi v
yerine A, A yerine Vv, t yerine f ve f yerine de ¢ koyarak elde edilir. Ornegin, ( P A q)v p’ nin
esi (p Y q) A ; olmalidir.

Dikkat edilirse kesisim ve dahili birlesim disindaki baglayicilarla baglanmis bilesik 6nermelerin

esinin nasil elde edildiginden bahsedilmedi. Bunun 6nemi yoktur ¢ilinkii diger baglayicilara sahip
Oonermelerin hepsi sadece tersini alma ve kesisim baglayicilarin1 iceren mantiksal esdeger
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formunda yazilabilir. Eslik kuralina gore eger iki Onerme mantiksal esdegerse, esleri de
mantiksal esdegerdir.

1.5.2 Yerine Koyma Kural

Diyelim ki, elimizde mantiksal esdeger P, ve P, 6nermeleri ile P; ‘i iceren Q bilesik dnermesi
var. Yerine koyma kuralina gore P; yerine P, koyarsak sonugta olusan 6nerme Q ile mantiksal
esdegerdir. Bu sebeple mantiksal esdeger dnermeleri birbirinin yerine koymak sonucta olusan
onermenin dogruluk degerini degistirmez. Bunun ispatt su sekilde yapilabilir: Dogruluk
tablosunda P; siitunu yerine P, siitununu koyarsak sonu¢ degismez zira P; ve P, ‘nin dogruluk
tablolar1 aynidir.

Yerine koyma kurali ve Onermeler cebri kurallari dogruluk tablolar1 c¢izmeden Onermeler
arasinda mantiksal esitlikler kurabilmemizi saglar.

Ornek 1.7: (; Aq)V (ﬂ) = ; oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 1.7: (; Aq)V (E) E(; Aq)V (; A 5) (De Morgan Kural1)
= ; A (q Y 5) (Dagilma 6zelligi)
= ; Nt
=p

1.5.3 Kosullu 6nermler ile ilgili diger ozellikler

Verilen p — ¢ kosullu 6nermesi igin;

a) p — ¢ ‘niin karsiti( converse) g — p
b) p — ¢ ‘niin tersi( inverse) ; —>5

a) p — ¢ ‘niin ters pozitifi( contrapositive) 5—»;

Dogruluk Tablosu
P |9 |p=q |4a=P | poq | gq—p
T T T T T T
T F F T T F
F T T F F T
F F T T T T

Tablodan p —¢ ‘niin ters pozitifi olan, 5—»; ‘nin mantiksal esdeger olduklar1 goriilmektedir.

p—q4q=49—p

Kosullu 6nermenin karsit1 veya tersi kendisi ile mantiksal esdeger degildir. Halbuki karsit ve zitt1
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birbiriyle mantiksal esdegerdir.
Ornek: p :bugiinsali q: bu giin bir sinavim var
p —q : eger buglin sal1 ise bugiin bir sinavim var

a) p — ¢ ‘niin karsiti( converse) g — p : Eger bugiin sinavim var ise bugiin sal1.
b) p — ¢ ‘niin tersi( inverse) ; —>5 : Eger bu giin sal1 degil ise bugiin sinavim yok
a) p — ¢ ‘niin ters pozitifi(contrapositive) 5—»; : Eger bugiin sinavim yok ise bugiin sal1 degil.

Tez(Argument): birbirini olusturan dnemeleri dayanak olarak alan dnemeler kiimesine denir ve
sonunda bir sonuca ulasir. Dayanak noktalarindaki 6nermeler baglag ile birbirine baglanirlar ve
sonunda mantiksal bir sonuca ulasirlar. Aksi halde tez gegersizdir.

Eger dayanak noktasindaki onermeler Py, P, ..., P, ve sonucu Q ise tez,

Eger (P; A Py A ...A Py) |—Q) veya (P; A Py A ... A Py, —Q) bir tutolojidir. Py, Py, ..., Py
dogru oldugunda , Q dogru olmalidur.

1.5.4 Yiiklem mantigi(Predicate Logic)
Yiiklem, bir veya birka¢ nesnenin veya bireylerin 6zelliklerini agiklar.

.... kirmizi,
..... nin uzun disleri var
...... Basi iizerinde durmaktan hoslanir . gibi.
Yiiklemi ifade etmek i¢in biiyiik harf ile semboller kullaniriz.
M: kirmizidir
B: uzun disleri var
G: basinin iizerinde durmaktan hoslanir
Kiigiik harf semboller ise bireyleri ifade etmekte kullanilir.
a : bu giil
b: Ahmet
Basit 6nerme asagidaki gibi ifade edilebilir.
M(a) : Bu giil kirmzidir
M(b) :Ahmet kirmizidir
G(b) : Ahmet bas1 tizerinde durmaktan hoslanir.

Eger M , kirmizidir yiiklemi olarak ifade edilirse M ‘yi M(x) olarak ifade ederiz ve “x
kirmizidir” anlamina gelir. Burada x degiskeni, herhangibir nesne veya birey adi ile yer
degistirilebilir. Bu nedenle M(x) onermesel fonksiyon olarak adlandirilir. Onermesel
fonksiyonun tersi ,

Eger M(x) : “x kirmizidir” ise M (x) : “x kirmiz1 degildir” anlamina gelir.

Evrensel Niteleyici :”Biitiin sicanlar  gridir” 6nermesini diisiinelim. Bunu ilk yolu
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biitiin siganlar i¢in ; eger x bir sican ise x gridir . onermesi ifade edilebilir. Bu bize yeni bir
gbsterim tanimlamayi getirir.

R(x) : x bir sicandir , G(x) : x gridir. Her x i¢in ‘i V x olarak ifade edip
(Vx)[R(x) »G(x)] seklinde yazilir. Burada V evrensel niteleyici olarak adlandirilir.

Varlhik Niteleyici :Eger ayn1 6nermede “Enaz bir adet x” vardir ‘1 3x seklinde ifade ederek,
“Bazi siganlar gridir” 6nermesini ; vardir seklinde yazariz.

(Ix)[R(x) —G(x)] olarak yazabiliriz burada 3 ye varlik niteleyici denir ve en az bir x vardir
veya bazi x’ler i¢in seklinde sOylenir.

Yiiklem mantiginda Diisiinceler

Yiiklem mantiginda bir tezin gecgerliligi saglanir. Biitiin yiiklemler dogrulugunun saglandigi
durumda sonucta dogrudur. Asagidaki dort kural yiilklem mantiginda gecerlidir.

1. Evrensel tanim : Eger onerme (V x)F(x) dogru ise F(a) ‘da evrendeki her a igin
dogrudur.

2. Evrensel Genellestirme: Eger 6nerme F(a), evrendeki her a i¢in dogru ise (V x)F(x) ‘da
dogrudur.

3. Varhk tanim : Eger 6nerme (3x)F(x) dogru ise, evrende, F(a)‘y1 dogru yapan bir a
vardir.

4. Varhik genellestirmesi : Eger onerme evrendeki bazi a’lar i¢in F(a) dogru oluyorsa‘
(Ix)F(x) dogrudur.

Ornek : Yesil gozlii olan herkese giivenilmez. Ali’nin yesil gozleri var. Oyleyse Ali’ye
giivenilmez. Tezinin gegerliligini gosterelim.

Eger G(x): x’in yesil gozleri var ve T(x) : x giivenilir ve a , ali'yi gosterirse;

(Vx)[G(x) > T(x)] veG(a) —>T(a) seklindedir.

1.6 Matematiksel Ispat

Matematiksel ispatin popiiler goriiniimii genellikle sembollerle yazilan birtakim adimlarin ard
arda siralanmasi seklindedir. Her bir adim mantiksal olarak ispatin bir dnceki adimini takip eder
ve son satir ispatlanacak ifadedir. Bu imaja bagl olarak ortak kani, ispatin matematiksel
dogrulugun mutlak ve siki bir testi olmasidir. Fakat siirpriz bir bi¢imde, kendi aralarinda ortak
bir kan1 olmamasina ragmen, bu goriis ¢ogu profesyonel matematik¢inin goriisii degildir. Cogu
ispatin sosyolojik boyutunun oldugu goriisiinii savunur ve ispati, fikirlerin agiklanmasi ve iletimi
i¢in bir sart olarak kabul eder.

Aslinda her iki goriis de dogrudur. Ispat kelimesi genis bir yelpazeyi kapsar. Bu yelpazenin bir
ucunda birinci boliimdeki mantiksal isaretlerle ifade edilen ¢ok resmi ispatlar bulunur. Her bir
adim bir onceki adim1 mantik kurallart gercevesinde takip eder. Aslinda, ispat yapmak icin
sadece semboller kullanmak miimkiindiir fakat bu tabi ki takip etmesi zor bir olaydir. Daha az
resmi ispatlar ise kelimelerin, sembollerin ve diyagramlarin karisimiyla gerceklestirilir.
Matematik ile ilgili kitaplardaki ispatlar genellikle az resmi ispatlardir.

Matematikte onay verilmeyen bir sey varsa o da gozlemlere dayanarak sonuca gitmektir. Ote
yandan, bir¢ok kez bir ¢ift saymin karesini aldigimizda sonucun bir ¢ift sayr oldugunu
gozlememize ragmen bu ¢ift sayilarin  karesinin ¢ift say1 oldugunu kanitlamaz. Ancak
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buna inancimizi kuvvetlendirir ve bu gézleme gegerli bir kanit aramaya tesvik eder. Gézlemlere
dayanarak cesitli gercekler hakkinda yargilarda bulunmaya tiimevarim denir. Mantiksal
cikarimlarla sonuca varilan yargiya ise timdengelim denir.

1.6.1 Aksiyomlar ve Aksiyom Sistemleri

Matematiksel bir teori, drnegin kiime teorisi, say1 teorisi veya grup teorisi degisik bilesenler
i¢erir. Bunlarin en 6nemlileri:

1. Tanimlanmamis terimler.
2. Aksiyomlar.

3. Tanimlar.

4. Teoremler.

5. Ispatlar.

3, 4 ve 5. maddelerde siralananlar hakkinda herkes bilgi sahibi olabilir. Matematikte
tanimlanmamig terimlere ihtiyag duymamiz siirpriz gelebilir fakat biraz diisliniiliirse bunun
gerekliligi anlagilabilir.

Diyelim ki, kiime teorisi lizerine eksiksiz bir ¢alisma yapmak istiyoruz. Aciktir ki baslangic
noktasi kiimenin ne oldugunu anlatmaktir: Tanim 1: Kiime .....- Yani? Problem su ki, kiimeyi
tarif etmek icin baska bir terime ihtiyacimiz var (6rnegin topluluk) ancak bu sefer de diger terim
tanimlanmamis durumdadir. Diger terimi tanimlayabilmek i¢in yine baska bir tanimlanmamis
terime ihtiyacimiz var ve bu bdyle devam eder. Agik ki, sonsuz bir tanim dizisinden uzak
durmamiz gerekiyor. Bu da bizi baz1 terimleri tanirmlanmamis birakmaya zorlar. Tabi ki, hala
aklimizdakini sezgisel bicimde ifade edebiliriz ancak bu sezgisel tanimlama teorimizin bir
parcasi olmak zorunda degildir.

Listedeki 2 numarali eleman olan aksiyomlarin da biraz agiklanmaya ihtiyaci var. Matematiksel
bir teorideki biitliin terimleri tanimlayamadigimiz gibi ayni sebeple teorideki her ifadeyi de
kanitlayamayiz. Bir yerden baslamak ic¢in kanitlanmayacak bazi ifadelere ihtiyag vardir. Bu
ifadelere aksiyom denir. Aksiyomlar teorinin temel 6zelliklerini temsil ederler.

Bilmek gerekir ki, aksiyomlarin dogrulugundan veya yanlishgindan s6z edilmez; onlar sadece
teorinin ilerleyebilmesini saglayan tanimlanmamus terimler hakkindaki ifadelerdir. Ote yandan
kendi aralarinda tutarli olmalidirlar ve ayni1 anda hepsinin dogru olma imkan1 olmalidir. Kendi
aralarinda c¢elisen aksiyomlar kabul edilemez. Matematiksel bir ifadeyi uygulamaya gelince,
tanimlanmamis terimler yorumlanirlar ve aksiyomlar dogru veya yanlis seklinde onermeler
haline gelir.

Bir aksiyomatik teori tanimlar yaparak ve teorem ispatlanarak geligir. Tanimlar, tanimlanmamis
terimlerin yanlis seylerle iliskilendirilmemeleri igin yapilirlar. Teorem ise birinci boliimde
anlatilan mantiksal yargilart kullanan aksiyomlar1 takip eden, sistemdeki cesitli terimler
hakkindaki ifadelerdir. Teorem orijinal aksiyomlardan gittik¢e uzaklasarak yayilir fakat sonugta
onlar iizerine insa edilir. Teoremler ve ispatlar1 saf matematigin kalbini olusturur.

1.7 Ispat Yontemleri

Goriildiigii gibi, resmi matematik, aksiyomatik yontem iizerine inga edilmistir. Tanimlanmamais
terimler ve aksiyomlar ile baslar, mantik kurallarini kullanarak teoremleri ispatlayarak gelisir. Bu
boliimde ispatin temel 6zellikleri ve bazi ispat yontemlerinin genel yapisindan bahsedilecektir.

Diyelim ki, A;, A, ...A, bir aksiyom sistemi  verildi. Teorem, aksiyomlarin birlesimi ile
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mantiksal olarak anlamlandirilan sistem terimleri hakkindaki ifadelerdir. Bu sebeple, sistem
icindeki bir teoremi resmi olarak bir T 6nermesi seklinde Oyle ki;

(AT AA A oA AY) |-T.

Hatirlarsak P |- Q, P’ nin dogru oldugu her durumda dogrudur. Aksiyom sisteminin herhangi bir
modelinde aksiyomlar dogru dnermeler seklinde yorumlara sahiptir boylece her teorem dogru
onerme seklinde bir yoruma sahiptir. Bu nedenle teoremler, aksiyom sistemindeki her modelde
dogru olan 6nermeleridir.

O halde bir teoremin ispatini ne olusturur? Gayri resmi olarak ispat, sonucu teorem olan mantikli
diistincelerdir. Bir teorem bir kez ispat edildiginde diger teoremlerin ispat1 i¢in diger aksiyomlar
ile birlikte kullanilabilir. Bundan dolay1, A; (i=1,2, ...,n) aksiyomlar; T; (j=1,2,...m) ispatlanmis
teoremler olmak tizere T teoremini ispat etmek igin

(AirAnA AN AALATIATIA oA Th) |—T

oldugunu gostermek gerekir. Bunu aksiyomlarin dogrulugunu varsayarak ve bunun T’ nin
dogrulugunu garantiledigini gostererek yapariz.

1.7.1 Kosullu Onermelerin Dogrudan Ispati

Bir¢ok matematiksel varsayim kosullu énerme (P—Q) biciminde ifade edilebilir. Bu sebeple
bunlarin ispatlari, A; ve T; aksiyomlar ve teoremler olmak tizere

(AirAA AN AALATIATIA oA Th) |-(P—>Q)
oldugunu gostermeyi icerir. Bu
(AirAA A AALATI AT A oA Th) — (P—Q)

ifadesinin bir tutoloji oldugunu ve R — (P—Q) ve (RAP) — Q mantiksal esdegerliligini
kullanarak

(AirAnA AN o AALATIATOA oA T AP)—>Q
ifadesinin bir tutoloji oldugunu veya
(AirAnA AN o AALATIATIA oA Ty AP) |—Q

oldugunu gostermeye denktir. O halde, P—Q seklindeki teoremlerin direkt ispat1 igin
aksiyomlarin dogrulugunu ve bundan dolayr tiim ispatlanmis teoremlerin dogrulugunu
varsayariz.

Ornek 1.8: Tiim n tamsayilar1 igin, n gift ise n”’nin de ¢ift oldugunu kanitlayiniz.

Ispat: n ¢ift bir tamsay1 olsun. Bu halde 2, n’in ¢arpanlarindan biridir ve n, m bir tamsay1 olmak
{izere n=2m seklinde ifade edilebilir. Buradan yola ¢ikarak n°=(2m)*=4m? olur. 4m?” ifadesi 2m*
tamsay1 olmak iizere 2(2m?) seklinde yazilabilir. Bu sebeple n” ¢ifttir.

Dikkat edilirse bir¢ok adimda sebepler goz ardi edilmistir. Ornegin, (2m)*=4m’ esitliginin

dogrulugu icin herhangi bir sebep belirtilmedi. Bunun nedeni bu adimin ¢ok agik olmasi.Ote
yandan ciddi bir ispatta eksik detaylar saglanmalidir.
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1.7.2 Kosullu Onermelerin Ters Pozitif(contrapositive) Kullanarak Ispati

Hatirlarsak ters pozitif @ —P, P—Q kosullu 6nermesi ile mantiksal esdegerdir. Bu nedenle, ters
pozitifin dogrulugunu saglarsak kosullu 6nermenin de dogru oldugu sonucuna varabiliriz. Bu da
§—>?’ ‘nun kendisi de kosullu bir 6nerme oldugundan direkt ispatin1 kullanabilmemize ragmen
P—Q ‘nun dolayl ispatin1 olusturur.

Ornek 1.9: Ters pozitifini saglayarak, her n tamsayist i¢in n” ¢ift ise n de ¢ifttir ifadesini
ispatlayimiz.

Ispat: Ispatlanacak ifade P(n) ‘n” ¢ifttir’, Q(n) ‘n ¢ifttir’ ve n segilmis bir tamsay1 olmak iizere,
P(n) — Q(n)’ dir. Ters pozitif ise ~Q(n) —~P(n): n tek ise n” tektir. Bu ifadeyi ‘n tektir’ in dogru
oldugunu varsayarak ve n’ ‘nin tek oldugunu géstererek kamtlayabiliriz.

n tek bir tamsayi olsun.
n=2m+1  m tamsay1
=  n’=Qm+l)’
—4m’*+4m+1
=2(2m*+2m)+1 (2m2+ 2m) tamsay1
= n” tektir.

Ornek 1.10: m ve n birer pozitif tamsayr ve mn=100 ise, m<10 veya n<10 oldugunu
ispatlayiniz.

Ispat: P(m,n), ‘m ve n, mn=100 olan iki rastgele pozitif tamsay1’ ve Q(m,n), ‘m<10’ ve ‘n<10’
onermelerinin dahili birlesimi olmak iizere P(m,n) —Q(m,n) oldugunu gostermek gerekir. De
Morgan kuralindan (p v q) = p A g boylece Q(m,n)’nin tersi ‘m>10" ve ‘n>10" dur. Ters pozitif
~Q(m,n) —~P(m,n), bu nedenle ‘m ve n rastgele tamsayilar olmak iizere m>10 ve n>10 ise
mn#100°.

m ve n pozitif tamsayilar olsun. Boylece,
m>10 ve n>10
= mn>100

= mn#100

Boylece teorem ispatlanmis olur.
1.7.3 Celiski(contradiciton) ile Ispat

Bir dogruluk tablosu kullanarak f bir ¢eliski olmak flizere P ve F—»f ¢ nin mantiksal
esdegerliklerini kolayca saglayabiliriz. Bu sebeple T teoremini ispatlamak i¢in bunun yerine

T —f kosullu 6nermesini ispat edebiliriz. Bu da aksiyomlarin ve teoremlerin ve de 7’ niin
dogrulugunu (T’ nin yanhsligini) varsayarak gerceklestirilebilir. Daha sonra bunun daima yanlis
olan bir dnerme yani bir ¢eligki anlamina geldigini gosterebiliriz. Cogunlukla, celiski bir 6nerme
ve tersinin kesisimi Q A Q seklindedir. 7 —f ‘nin dogru oldugu sonucuna varabiliriz ve bu
nedenle T teoremi dogrudur.

Ornek 1.11: /2 ’nin rasyonel olmadigini ispatlaymiz.(p ve q tamsayi ve q#0 olmak tizere p/q
biciminde yazilabilen tamsayilara rasyonel sayi denir.)
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Ispat: Bu teoremin ispati1 celiski ile ispatlamanin bilinen bir Srnegidir. V2 nin rasyonel
oldugunu varsayarak bunun bir ¢eliskiye neden oldugunu gostermemiz gerekir.

Diyelim ki, V2 rasyonel bir say1 ve m ile n tamsay1 ve n#0 olmak lizere 2 =m/n. m/n kesrinin
en sadelesmis halinde yani m ve n’nin ortak carpanlarinin olmadigini varsayabiliriz. Eger ortak
carpanlar1 varsa sadelestiririz. Simdi,

V2 =m/
2=m*/n’
2n’=m’

m? ifttir.

m cifttir. (Ornek 1.9)

m=2p  herhangi bir p tamsay1si i¢in

A

m*=4p’.

Bu sonucu 2n’=4p” esitliginde yerine koyarsak,

2n’=4p’
= n’=2p*
= n? cifttir
= n cifttir.

Boylece hem m hem de n’nin ¢ift oldugunu yani 2’nin ortak ¢arpan oldugunu gostermis olduk.
Ancak m ve n higbir ortak ¢arpana sahip degildi ¢iinkii boyle bir ¢arpan en basta sadelestirildi.
Bu nedenle bir 6nerme ve tersinin birlesimini yani bir ¢eliskiyi ortaya ¢ikardik ve bu da teoremi
ispatlamaktadir.

1.7.4 Cift Yonlii kosullu Onermelerin Ispati
Cift yonli bir 6nermeyi P <> Q, ispat etmek icin genellikle P<>Q ve [(P—Q)A (Q—P)]’ nin
mantiksal esdegerliligine basvururuz. Bu nedenle ¢ift yonlii kosullu 6nermelerin ispati iki ayri

boliim igerir: biri P—Q’yu digeri Q—P’ yi ispatlamak.

Ornek 1.12: Herhangi x ve y tamsayilari i¢in Xy ¢arpiminin, sadece ve sadece ‘x ciftse’ veya ‘y
ciftse’ ¢ift oldugunu ispatlayiniz.

Ispat: Once direkt ispat kullanarak x ¢iftse veya y ¢iftse xy’ nin ¢ift oldugunu kanitlariz.

x ¢ift olsun. Ornegin n bir tamsay1 olmak iizere x=2n. O halde xy=2ny yani xy c¢ifttir. Eger y ¢ift
olsaydi benzer bir argiiman xy’ nin ¢ift oldugunu gosterebilir.

Simdi tersini ispatlayalim: Eger xy ¢ift ise x ¢ifttir veya y ¢ifttir. Bunun i¢in ters pozitifin direkt
ispatin1 kullanabiliriz: x ve y tek ise xy de tektir.

O halde x ve y tek olsun.
= x=2n+1, y=2m+1  m ve n tamsay1 olmak {izere
Oyleyse xy=(2n+1) (2m+1)
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=4mn+2n+2m+1
=2(2mn+n+m)+1

= xy tektir. Bu da ispat demektir.

1.7.5 Aksine Orneklerin Kullanimi

Bir¢ok matematiksel konjektiir, ‘tim A lar B dir’ veya ‘A 0zelligine sahip tiim nesneler B
ozelligine sahiptir’ bicimindedir. Bu ifade su sekilde de yazilabilir: A(x) ‘x, A dir(A 6zelligine
sahiptir)’ ve B(x) ‘x B dir (B 6zelligine sahiptir)’ olmak tizere ( V x)[A(x) —B(x)].

Onerme su sekilde de yazilabilir: x A evreni ile sinirlandirilmis olmak iizere (V x)[B(x)]. Daha
once soylenildigi gibi B 6zelligine sahip olmayan bir x bulamamak teoremin ispatini olusturmaz.
Ote yandan B ozelligine sahip bircok x bulmak da bu ozellige sahip olmayan x
bulamayacagimizi garanti etmez. Ancak, evren sonlu bir evrense ve yeterli zaman varsa biitiin
elemanlar1 kontrol edip 0Ozelligin olup olmadigi sorusunun cevabini bulabiliriz. Eger tim
elemanlarda bu 6zellik varsa teorem ispatlanmis olur. Bu yonteme tiiketme ile ispat denir ¢iinkii
x’ in biitlin olasiliklar1 tiiketilir.

Diger yandan, ( V x)[B(x)] bigiminde bir konjektiiriin yanlis oldugunu ispat etmek i¢in evrendeki
sadece bir liyenin B 6zelligine sahip olmadigin1 bulmamiz gerekir. Bu aksine drnekle ispatin
esasidir.

1.8 Matematiksel Indiiksiyon

Aslinda matematiksel indiiksiyon diye bilinen ispat yontemi tiimevarimsal bir ispat degildir.
Olmamasinin nedeni kabul edilen ispatlar sadece tiimdengelimsel yargilar barmdirir.
Indiiksiyonun dogruya yakin olan bilgiyi saglama gorevi vardir. Herhangi bir ispatla ilgili
problem, onu ispatlamadan 6nce sonucu bilmemiz gerektigidir.

Bir¢ok matematiksel konjektiir pozitif tamsayilarin 6zellikleri ile ilgilidir. Ornegin su problem:
ilk n tek tamsayinin toplami i¢in bir formiil bulun. Baslama noktast olarak n’ in kiigiik bir
degerleri i¢in toplam1 yazmak ve bunun bize olas1 konjektiir hakkinda bir fikir verip vermedigini
gozlemektir.

n=1 igin, toplam 1’ dir.

n=2 i¢in, toplam 14+3=4" tiir.

n=3 i¢in, toplam 1+3+5=9’ dur.
n=4 igin, toplam 14+3+5+7=16" dur.

Bu asamada n’ in her degeri icin toplamin n® oldugunu fark ederiz. Birka¢ tane daha deneyip
daha da emin olmak isteriz.

n=5 i¢in, toplam 16+9=25" dur.
n=>0 i¢in, toplam 25+11=36" dir.

Tiimevarimsal yargi bizi ilk n tek tamsaymin toplami n*’dir konjektiiriine gétiiriir. Bunun tiim
pozitif n tamsayilar1 i¢in dogru oldugunu tiimdengelime dayanarak ispatlamaliy1z.

Matematiksel indiiksiyon sonucun tiim pozitif tamsayilar i¢in gegerli oldugunu ispatlamak i¢in
uygundur ve su adimlari igerir:
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( a) Konjektiiriin n=1 i¢in gegerli oldugunu ispatla
( b ) Her k>1 igin, eger sonu¢ n=k i¢in saglantyorsa n=k+1 i¢in de saglanmalidir. Bu adim
tiimevarimsal adim olarak bilinir.

(b) sikkindaki kosullu 6nermeyi ispatlamak i¢in bir 6nceki konuda anlatilan teknikler kullanilir.
Ote yandan, tiimevarimsal adim genellikle direkt ispat kullanilarak saglanir. Sonucun n=k igin
saglandigini varsayariz. (Bu varsayim bazen tiimevarimsal hipotez seklinde adlandirilir.) Bundan
n=k+1 i¢in de saglandig1 sonucunu ¢ikaririz. n=1 i¢in saglandigina gore timevarimsal adim bizi
n=2, n=3 vs. i¢in de sagladig1 sonucuna gotiiriir. Matematiksel indiiksiyonun prensibi, sonucun
tiim n pozitif tamsayilari i¢in saglandigini gosterir.

Ornek 1.13: ilk n tane pozitif tek tamsayinin toplammin n’ oldugunu ispatlaymniz.

ispat: Ispatlamak istedigimiz sey: 1 +3 + 5+ ... =n’.

——n terms——>

Dizideki son eleman 2n-1 ‘dir ve bu nedenle konjektiiriimiizii su sekilde yazabiliriz:
1+3+5+...+2n-1)=n".

Daha sonra asagidaki adimlar izleriz.

( a) Konjektiiriin n=1 i¢in dogru oldugunu ispatla.

n=1 i¢in, 1=n’. O halde n=1 i¢in konjektiir dogrudur.

( b ) k>1 olmak iizere konjektiiriin n=k i¢in dogru oldugunu varsay ve bunun n=k+1 igin
konjektiiriin dogruluguna yol agtigini goster.

Varsayalim ki, 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) = k*. Bir sonraki tamsay1 olan 2k+1"i esitligin iki tarafina
eklersek,

1+3+5+...+2k-1)+ (2k+1) = k*+(2k+1)
=(k+1)%

Bu esitligin sol tarafi ilk k+1 tane tek tamsayinin toplamidir ve tiimevarimsal hipotezi kullanarak
gosterdik ki, bu toplam (k+1)*’dir. Béylece konjektiiriin eger n=k i¢in saglaniyorsa, n=k+1 i¢in
de saglandigin1 gostermis olduk. Ayrica n=1 i¢in de saglandigin1 gosterdik ve matematiksel
indiiksiyon kuralina dayanarak teorem tiim pozitif n tamsayilari i¢in saglanir diyebiliriz.

1.8.1 Matematiksel Indiiksiyon Prensibinin degisimleri

Tiimevarimsal prensip iizerinde degisik modifikasyonlar yapilabilir. Ornegin, S(n) énermesinin
sabit bir N tamsayisindan biiylik veya esit tiim tamsayilar i¢in saglandigini ispat etmek isteyelim.
Tlmevarim prensibi {izerinde bazi modifikasyonlar yaparsak sunu elde ederiz:

(a) S(N)’ in dogru oldugunu ispatla.
(b) k>N’ yi saglayan her tamsay1 i¢in, eger S(k) dogru ise S(k+1) de dogrudur.

Bu tlimevarim ile ispatin standart metodudur sadece 1 yerine N ile baglanmistir.

Tlmevarimsal ispatin daha 6nemli bir modifikasyonu ‘indiiksiyonun ikinci prensibi’ ile saglanir.
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Bunun 6nemi sudur: Tiimevarimsal adima geldigimizde S(n)’ nin sadece k yerine, k’ dan kiigiik
ve esit tiim pozitif r tamsayilari i¢in dogru oldugunu varsayariz.

Indiiksiyonun ikinci Prensibi

S(n) dogal n sayist ile ilgili bir ifade ve q sabit bir dogal say1 olsun. S(n) ‘in tiim n> q igin
dogrulugunun indiiksiyon ile ispati i¢in adimlar;

(a) Temel adim :S(q) nin dogrulugunu ispatla ve,
( b) eger k>q igin, S(q), S(q+1), S(q+2)....., S(q) dogru ise (tim q<k i¢in S(q)’ nin dogrulugu
S(k+1)’in dogrulugu anlamina gelir.

Indiiksiyonun bu ikinci prensibi ilk basta ilkinden daha genel gibi goziikiir ciinkii S(k+1)’in
dogru oldugu sonucuna varmak i¢in daha fazla varsayimda bulunuruz. Ancak, ‘S(q), q<k’ y1
saglayan tiim pozitif tamsayilar i¢in dogrudur’ 6nermesine T(n) dersek, ikinci prensibin iki
kismu:

(a) T(q) dogrudur, ve
(b) k>q i¢in T(q)’nin dogrulugu T(k+1)’in dogrulugu anlamina gelir.

Bu durumda indiiksiyonun ikinci adiminda oOncekine gore daha fazla bilgi gerekir. Buna
indiiksiyonun kuvvetli prensibi denir. Bu sekle tam indiiksiyon denir.

Ornek: birden biiyiik olan herhangi bir dogal saymin asal sayilarin carpimi seklinde
gosterilebilecegini ispatlayin.

S(n), n, birden biiyiik dogal say1 ise n’in asal sayilarin ¢arpimi oldugunu indiiksiyon ile tiim n’ler
icin gosterelim.

a)Temel adim. S(2) i¢in dogru. 2 asal sayilarin carpimi seklinde gosterilebilir

b) Indiiksiyon adimi: S(2), S(3), ...... ,S(k) nin dogrulugu S(k+1)’in dogrulugunu kanitlar.
Simdi eger k+1 asal say1 ise dogrudur , eger k+1 asal sayr degil ise m,n <k olmak iizere
k=m.n seklinde gosterilebilir. Indiiksiyon adimi ile m ve n ‘nin her ikiside asal sayilarin
carpimui olarak gosterilebilir.. Boylece k+1 asal sayilarin ¢arpimi olarak gosterilebilir.

1.8.2 Tiimevarimsal Tanimlar (Kimelerin ve fonksiyonlarin, yinelemeli(rekiirsif) tanimlari)

Tiimevarimsal prensibin kullanimi sadece pozitif tamsayilar hakkindaki onermelerin ispat1 ile
sinirlandirilmamistir; matematiksel nesnelerin ve Ozelliklerin tanimi i¢in de kullanilirlar. Bazi
durumlarda nesnelerin agik olarak tanimlanmasi zordur. Bu durumlarda nesneler kendileri
cinsinden tanimlanirlar. Boyle tanimlamaya yinelemeli(rekiirsif) tanimamla denir. Yinelemeli
tanim, seri, fonksiyon ve kiimelerin taniminda kullanilabilir. Ornek olarak, a, = 2" (n=0,1,2,
...... ) olarak verilen 2’nin kuvvetleri dizisi verilsin. Bu diziyi ilk terimi ap = 1 ve sonraki
elemanlarin dncekiler cinsinden tanimi igin bir kural vererek a,+; = 2.a, (n=0,1,2, ...... ) seklinde
tanimlanir.

Kiimelerin tiimevarimla tanimlanmasi bazi problemlerin ¢éziimiinii kolaylastirir. Bu tanima
indiiktif veya yinelemeli(recursive) tanimlama denir. Bir kiimenin yinelemeli tanimi ii¢ adimdan
olusur.

1. Temel adim. Tanimlanacak kiimenin belirli elemani kiimeye ait oldugu ifade edilir.

2. Indiiktif(yinelemeli) adim. Bu adimda kiimenin i¢indeki mevcut elemanlar1 kullanarak
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kiimenin daha fazla eleman bulundurabilecegini sdyler.
3. Kapali par¢a. Kiimenin i¢inde 1ve 2 adimda tanimlanan elemanlar oldugunu soyler.
Ornek: 5 ile béliinebilen tamsayilarda olusan A kiimesinin tanimi asagidaki adimlardan olusur.
1. 5 sayist A’nin bir elemanidir.
ii.  Egern, A’nin elemani ise, n+5’de A’nin elemanidir.
iii.  A’daki bir nesne ancak ve ancak (a) ve (b) adimlarinin tekrarlanmasiyla elde edilebilir.

Fonksiyonlarin yinelemeli tammmi: Eger bir fonksiyon f{n) ondan dnce gelen elemanlar f{i) ler
cinsinden tanimlaniyorsa buna yinelemeli(rekiirsif) tanim denir. f{0),/1),/A2),..., fik)’ya da
baslangi¢ degerleri denir. Bir bagka ifade ile;

a) Fonksiyonun sifirdaki degerini ata.

b) Fonksiyonun degerini bir tamsay1 olarak hesaplayan ve kendisinden kiigiik sayilar
cinsinden ifade eden bir kural tanimla.

Ornek : F(n) =n! Faktoriyel fonksiyonunu yinelemeli olarak tanimlayalim.
a) fonksiyonun sifirdaki degeri F(0) =1

b) F(n+l) ‘i F(n) cinsinden hesaplayan kural , (n+1)! ‘in n!’den hesaplanabilmesi (n+1) ile
carpilarak olacaktir. Bu durumda kural:

F(n+1)=(n+1).F(n) seklinde olacaktir.
Asagidaki Fibonacci sayilan dizisini ele alirsak:
1,1,2,3,5,8, 13, 21,...

Dizideki her bir say1 kendinden 6nceki iki saymin toplamidir. f, n. Fibonacci sayisini temsil
ediyorsa, diziyi su sekilde tanimlayabiliriz:

fi=1, =1 ven>3 i¢in, fo = fo.1 + o2

Fark edilecegi gibi tiimevarimsal tanim indiiksiyon prensiplerine uymaz. Tiimevarimsal tanima
baslamak i¢in, ilk iki Fibonacci sayisini tanimlamamiz gerekir, sadece ilkini degil. Asagida
pozitif n tamsayisina dayanan A, matematiksel nesne ve Ozelligine ait tiimevarimsal tanimin
genel formu gosterilmistir.

Tim pozitif tamsayilar i¢in A, ‘1 tanimlamak i¢in:
(a)k=1,2,...r icin ayr1 ayr1 Ai’yi tanimla
(b)k>rigin A’y Ay, ....Ax bigiminde tanimla

Bazi nesneleri veya tiimevarimsal olarak tanimlanmis bazi 6zellikleri igeren Onermeleri
ispatlamak i¢in matematiksel indiiksiyonu kullanmak dogaldir.

1.9 Ahstirmalar

1- Asagidaki mantiksal esdegerlilikleri saglayiniz.

(i)  (PeD=(prg)r(grp)

(i)  (Pva)= (Prg)AGAPp)
2- Asagidaki argiimanlarin dogrulugunu test ediniz.
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(1) Okulu birakirsam bankada ise baslayacagim. Okulu birakmiyorum o halde bankada
ise baglamayacagim.

(i)  James polis veya futbolcudur. Eger polisse tabancasi vardir. James’in tabancasi
yoktur o halde James futbolcudur.

3- n>0 olmak iizere n*+2n ‘in 3 ile béliinebildigini timevarim ile ispatlaymniz.
4- Herhangi {i¢ ardisik tamsayinin ¢carpiminin 6 ile boliinebildigini ispatlayiniz.

n(n+1)(2n+1)

5- 1lk n pozitif tamsaymin karelerinin toplaminin oldugunu ispatlayimiz.
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2 Kume Teorisi

2.1 Kiimeler ve Uyeler

Kiime notasyonu matematikteki temel konseptlerden biridir. Bir kiimenin kusursuz bir tanimi
burada verilmeyecektir zira kiime teorisine gore kiime ¢cogunlukla tanimsizdir. Ancak bu terimle
ne demek istedigimizi agiklayabiliriz: hangi tip olursa olsun objeler toplulugu kiime olarak
diisiiniiliir. Objeler her sey olabilir ve bunlara kiimenin elemanlart denir. Bir kiimedeki
elemanlarin ortak 6zelligi olmasimna gerek yoktur (aslinda en bariz ortak noktalar1 ayni kiime
icinde bulunmalaridir). Benzer sekilde eleman sayisinda da belli bir kisitlama yoktur; sonsuz
sayida, sonlu sayida veya hi¢ eleman olmayabilir. Diger yandan tek bir sinirlama vardir: verilen
bir kiime ve obje ile objenin kiimenin eleman1 olup olmadigina karar verebilmemiz gerekir.

Ornek 2.1;

1. Bir kiime Picasso’ yu, Eyfel Kulesini ve © sayisini igerecek sekilde tanimlanmis olabilir.
Bu (biraz garip olsa da) sonlu bir kiimedir.

2. Tim pozitif ¢ift tamsayilari igeren kiime agikca sonsuz bir kiimedir.
3. Gelmis geecmis en iyi 10 sarkiyr igeren kiimeyi diisiinelim. Eger en iyinin tanimini

vermezsek bu kiime gecerli bir kiime olmaz. Kime gore en iyi? Bu tanim bir elemanin bir
kiimenin eleman1 olup olmadigina karar verebilmemiz kosuluna uymaz.

2.1.1 Notasyon

Genellikle kiimeleri ifade etmek i¢in biiyiik harfler, elemanlar1 ifade etmek icin kiigiik harfler
kullanilir. € sembolii ‘-e ait’ veya ‘-nin elemanidir’ anlamina gelir. Bu nedenle

o € A ‘nin anlami a eleman1 A kiimesine aittir ve
a ¢ A ‘nin anlam1 ~( o€ A) veya a A’ya ait degildir.
2.1.2 Kiimeleri Tanimlamak

Kiimeler degisik bigimlerde tanimlanabilir. En basiti elemanlar1 koseli parantezler {} arasina
listelemektir. Ornek 2.1° deki iki kiimeyi bir daha yazarsak:

A={Picasso, Eyfel Kulesi, w }
B={2,4,6,8.....}

3

fkinci kiimede biitiin elemanlar: listelemeyiz. Bu yiizden °...> kullanarak listenin daha bdyle
devam ettigini belirtiriz. Diger kiime gosterim 6rnekleri sunlardir:

Sabit bir pozitif n tamsayis1 i¢in, C,={1,2,...n}, ilk n pozitif tamsayinin kiimesidir. Yine

sonlu sayida olmasina ragmen arada bir¢ok elemanin var oldugunu gostermek i¢in “...’
kullandik.
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D={}, bos kiimedir yani hi¢bir eleman1 yoktur. Bu kiime genellikle & ile gosterilir.

Bir kiimenin elemanlarini listelemek kiigiilk veya belli bir kaliba sahip elemanli kiimeler
haricinde pek pratik degildir. Alternatif bir yol kiime elemanlarin1 bir 6zellik ile tanimlamaktir.
Daha agik bir ifadeyle, P(x) tek degiskenli bir onermesel fonksiyon ise elemanlari, o igin
P(a)’nin dogru bir 6nerme oldugu tiim a objeleri olan kiimeyi olusturabiliriz.

Bu sekilde tanimlanan bir kiime; A={x:P(x)} seklinde ifade edilir. (Bu su sekilde okunur: P(x)’ 1
saglayan tiim x’lerin kiimesi)

2.1.3 Kiimelerin Esitligi

Iki kilme sadece ve sadece ayni elemanlar1 igeriyorsa esit olarak tanimlanir; sdyle ki, eger
(Vx)[x € 4 &> x € B] dogru ise A=B’ dir yada tersi. Listelenen elemanlarin sirasi énemsizdir.

Sunu da unutmamak gerekir ki; sadece bir bog kiime vardir veya tiim bos kiimeler esittir. Ciinkii
tiim bos kiimeler ayn1 elemani igerir yani hi¢bir elemani.

Ayrica, eger P(x) ve Q(x) ayni x objeleri i¢in dogru olan oOnermesel fonksiyonlar ise
tanimladiklar1 kiimeler esittir.

{x:P(x)}={x:Q(x)}.
Tanimm: Eger A sonlu bir kiime ise kardinal itesi, |A|, igerdigi (farkl1) elemanlarin sayisidir.

Eger A sonsuz sayida elemana sahipse, sonsuz kardinalitesi vardir deriz ve su sekilde ifade
ederiz: |A|=co.

A’ nin kardinalitesi i¢in kullanilan diger notasyonlar n(A), #(A) ve j .
Ornek 2.2:

4. |D|=0 ¢iinkii &’ nin hi¢ eleman1 yoktur.

5. |{ = ,2,Einstein}|=3.

6. Eger X={0,1,........ ,n} ise |X|=n+1.

7. 1{2,4,6.8,.....}| = ©

Kardinalite basit bir konsept gibi goriinse de verilen bir kiimenin kardinalitesini hesaplamak
bazen pratikte zor olabilir. Bu durum genellikle verilen kiimenin elemanlarindan bazilar
kendileri birer kiime oldugunda gergeklesir. Kiime elemanlarinin kendi baslarina bir kiime
olmast gecerli bir yapidir.

Ornegin, X={{1,2}} olsun. Bu durumda X sadece tek bir eleman igerir yani {1,2} kiimesini ve
|X|=1" dir. Kardinalitesi 2 olan {1,2} kiimesi ile tek eleman1 {1,2} kiimesi olan X kiimesini ayirt
etmek son derece dnemlidir. Benzer sekilde & ve { } kiimeleri de farklidir zira |{ & }|=1" dir.

Ornek 2.3: 1{1,2,{1,2}} =3,
1D,{1.2} } =2,
{D.{D}}=2,
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{D.{D}.{1.2}}=3,
{DAD.{D 2.

2.2 Alt Kiimeler

Tamim: A’ nin tim elemanlar1 ayn1 zamanda B’ nin de elemanlar1 ise A kiimesi B kiimesinin alt
kiimesidir denir ve A < B seklinde gosterilir. Sembolik olarak, (Vx) [x ed—>xe B] ise AcB’
dir.

Eger A B’ nin alt kiimesi ise B, A ’nin siiper kiimesidir (superset) veya kapsar deriz ve Bo A
yazariz. A < B notasyonu ‘A, B 'nin tam alt kiimesidir’ ifadesi i¢in kullanilir. Bu nedenle sadece
ve sadece AcB ve A= B ise AcB’ dir. Ayrica tiim A kiimeleri i¢in & C A’ dir.

Iki kiimenin esit oldugunu kanitlamak icin her birinin digerinin alt kiimesi oldugunu gdstermek
yeterlidir. Esasen bu, asagidaki bilesik dnemelerin mantiksal esdegerliliginden kaynaklanir.

[(p > a)rlg—> p)l=(p < q).

Alt kiimenin tanimi ile A< B’ nin anlam (Vx)[x ed—>xe B] dogrudur ve BC A ‘nin anlami
(vx)xe B—>xe 4] dogrudur, bu durumda AcB ve BCA sadece ve sadece
(Vx)xed—>xeB|a(Vx)xeB—>xed] ise dogrudur. (Vxxed—>xeB]” nin ve
(Vx)x e B—x e 4]’ nin dogrulugu (Vx)[x € A <> x e B]nin dogrulugunu garantiler ve tam
tersi. Bu sebeple, A=B oldugu zaman A — B ve B ¢ A ifadelerinin ikisi de dogrudur. Ozet olarak:

Teorem 2.1: Iki kiime; A ve B sadece ve sadece A =B ve BC A ise esittir.

Ornek 2.4: A={{1},{2},{1,2}} ve B {1,2}’ nin bos olmayan tiim alt kiimeleri olsun. A=B
oldugunu gosteriniz.

Coziim: A B ‘dir ¢linkii A’ nin 3 elemaninin her biri {1,2}’nin bos olmayan alt kiimesidir ve
bu nedenle B’ nin bir elemanidir.

Bc A’ dir ¢ilinkii {1,2}’ nin bos olmayan tiim alt kiimeleri A’ da yer alir. Yukaridaki teoremi
kullanarak A=B sonucuna varabiliriz.

Kiime konsepti ¢ok genis oldugundan c¢ogunlukla belirli konteks igin gerekli olan kiimelere
onem verilir. Mevcut gorevi veya calismayi ilgilendiren kiimeleri i¢ine alan evrensel bir kiime
tanimlamak uygundur. Evrensel kiimenin disinda kalan her sey g6z ardi edilir. Evrensel kiime
her zaman igin sabit olan bir sey degildir- kontekse gore degisir.

Evrensel kiime olarak kullanilan bazi 6zel say1 kiimeleri agagidadir.
N={0,1,2,3,....} dogal sayilar kiimesi.

7={...,-2,-1,0,1,2,...} tam sayilar kiimesi.

Q= {p/q:p,qeZ ve q# 0} rasyonel sayilar kiimesi.

R = reel sayilar kiimesi; reel sayilar sayr dogrusu tizerindeki noktalar veya ondalik seklinde
yazilan sayilar seklinde diisiintilebilir.
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C={x+iy:x,ye R ve i’=-1} kompleks sayilar kiimesi.
Acikea goriildiigii gibi bu kiimeler arasinda su alt kiime iliskileri vardir:
NcZcQc R cC.

Ayrica Z", Q" ve R sirasiyla pozitif tamsayilari, rasyonel sayilari ve reel sayilari ifade etmek
icin kullamilir. Dikkat edilirse N, Z" ‘ya esit degildir zira O ilkine dahil olmasma ragmen
ikincisine degildir. Ek olarak, bazen ¢ift ve tek sayilar1 ifade etmek i¢in E ve O’yu kullaniriz:

E={2nineZ}={...,-4,-2,0,2,4,...}
O={2nt+l:neZ}={...,-3,-1,1,3,5,...}.

Eger evrensel bir kiime {x:P(x)} notasyonu ile tanimlanmis ise bunun anlami P(x)’i saglayan
evrensel kiimedeki tiim x’ lerin kiimesidir. Bu nedenle eger mevcut evrensel kiimemiz Z ise
X={x:2x*+3x-2=0}, {-2} kiimesidir fakat U, Q veya R ise X={-2,1/2}. ilk durumda
sinirlandirmay1 daha belirgin yapabilirdik ve sekilde yazabilirdik:

X={x: xe Z ve 2x*+3x-2=0} veya X={ x€ Z : 2x*+3x-2=0}.

2.3 Kiimeler Uzerinde Islemler

Venn semasi kiimelerin yararli bir gorsel gosterimidir. Boyle bir semada kiimeler, diizlemdeki
bolgeler olarak temsil edilir ve verilen kiimeye ait elemanlar kendisini temsil eden bdlgenin igine
yerlestirilir. Bazen tiim kiimeler evrensel kiimeyi temsil eden bir kutuya yerlestirilir. Eger bir
eleman iki kiimenin birden elemani ise iki kiime i¢ ige cizilir ve bu elemanlar i¢ ige ge¢mis
kisma konur.

Verilen A ve B kiimeleri ile agagidaki gibi yeni iki kiime tanimlayabiliriz.

A ve B’ nin kesisimi, A ve B’ nin her ikisine birden ait olan tiim elemanlarin kiimesidir
ve AN B seklinde gosterilir.

A ve B’ nin birlesimi, A’ ya, B’ ye veya her ikisine ait olan tiim elemanlarin kiimesidir
ve A U B seklinde gosterilir.

Sembolik olarak;

ANB={x:xe A vexeB}
AU B={x: x € A veya x e B veya her ikisi birden}.

Kiimelerin kesisimi ile dnermelerin kesisimi arasinda agik bir baglanti vardir tipki kiimelerin
birlesimi ve Onermelerin dahili birlesimi arasinda oldugu gibi. Eger A ve B, sirasiyla P(x) ve
Q(x) onermesel fonksiyonlart ile tanimlanmiglar ise;

ANB={x: PX)AQ(X)} ve
AUB={x: P(x)vQ(x)}.

Bu kiimeler en iyi asagidaki Venn semalari ile gosterilebilir. Tarali bolgeler kesisim ve birlesimi
gosterir.
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Sekil 2.1: AnB Sekil 2.2: AUB

Kesigim ve birlesimin tanimlarini ikiden fazla kiimeye genisletebiliriz. A, A;, ... A, kiime olsun.

Bunlarin kesisimi:

(4, =4 Nn4,N..N4,

r=I1
={x:xeAjvexeA;ve...vexeA,}
={x: x, r=1,2,...,n olmak iizere her bir A; kiimesine aittir.}

Birlesimi ise;

n
U Ar = Al e AZ e An ={x:xe A veyaxeA, veya... veyaxe A}
r=1
={x: x, r=1,2,...,n olmak iizere en az bir A; kiimesine aittir. }

A ve B kiimeleri ortak elemana sahip degilse ayriktir denir yani AN B=. Venn semasinda bu
i¢ ice gegcmemis kiimeler seklinde gosterilir.

Verilen bir A kiimesinin tiimleyeni, A ‘ya ait olmayan fakat U’da yer alan tiim elemanlardir.
A’nm tiimleyeni 4 (veya A’) seklinde gosterilir. Tiimleyen ile tersini alma arasinda agik bir
iligki vardir; eger A={x: P(x)} ise 4={x: ~P(x)}’ tir.

Bir kiimenin tiimleyeni ile baglantili olarak A ve B kiimelerinin farki A-B veya A\B seklinde
gosterilir ve bu kiime A’nin B’de yer almayan tiim elemanlarini igerir:

A-B={x: xe A ve x¢ B}.
A’nin tiimleyeni A’=U-A’dur.

Ornek 2.5: U={1,2.3,...,10}={n: neZ" ve n<10}, A={neU : 1<n<7}, B={neU: n 3’in
katlari} olsun. O halde; A={1,2,3,4,5,6} ve B={3,6,9}. Bu nedenle:

AN B ={3,6}
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AUB={12345,609}
A-B={124,}

B—A={9

A={7,8,9,10}

B={1,2,4,5,7,8,10}
AUB={78,10}=4 N B
ANB={12,4,57.8,9,10l=4 U B

2.4 Sayma Teknikleri

Bazi kompleks matematiksel sonuc¢lar sayma arglimanlarinin ispatlarina baghdir: c¢esitli
kiimelerin eleman sayilarini saymak, belli bir sonucun kag¢ degisik yolla elde edilebilecegini
saymak gibi. Sayma kismen kolay bir olay gibi goriinse de, pratikte ¢ok kompleks olabilir.
Matematikgiler sayma problemleri i¢in birgok teknik ve sonug iiretmislerdir ve konuya sayma
teorisi adin1 vermislerdir.

Saymanin en basit sonuc¢larindan biri sudur: iki ayrik A ve B kiimesinin toplam eleman sayisini
bulmak i¢in A’nin elemanlarini, B’nin elemanlarini sayip toplariz.

Sayma Prensibi 1: Eger A ve B ayrik iki kiime ise [A U B| =] A| + |B|.

Cogu uygulama dogal olarak ikiden fazla kiime igerir. Yukaridaki prensip asagidaki sekilde
genellestirilir.

Sayma Prensibi 2: Eger A, Ay, ..., A, kiime ise ve bu kiimelerin hicbir ¢ifti ortak bir elemana
sahip degilse | A} WAy U ...UA, | = |Aj[HA+...HAL

Bazen, elemanlar1 sayilacak kiimeler yukaridaki sayma prensiplerinin kati kuralini-herhangi bir
ciftin ayrik olmasi- saglamayabilir. Ote yandan, bu durumda kiimeyi sayma prensiplerinin
kosullarin1 saglayacak alt kiimeler bolmek miimkiindiir. Bu sekilde ispatlanabilecek en basit
sonug sudur:

Teorem 2.2(Ekleme(inclusion)-Cikarma(exclusion) Prensibi): Eger A ve B sonlu kiimeler ise
|A U B[=|A[+|B|-|A N B|.

Ispat: A UB’ yi sayma prensibi 2’yi saglayan alt kiimelerine boleriz: A-B, AN B ve B-A.
Sayma prensibi 2’ den,
|AUB |=|A-Bt| AnB [+B-A|. (1)

A ve B kiimelerinin kendileri sirasiyla A-B, AnB ve B-A, AN B seklinde ayrik alt kiimelere
boliinebilir. Boylece;

IAFIA-BH ANB | 2)
IBI=B-A+/ ANB|. (3)

Bu durumda (1), (2) ve (3) esitliklerini  birlestirerek istenilen sonucu elde etmek ¢ok
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kolay bir islemdir. Ekleme-¢ikarma prensibi bu sekilde adlandirilir ¢iinki AUB’ nin
elemanlarin1 saymak i¢in A’nin elemanlarini ve B’nin elemanlarini ekledik ve boylece AN B’
nin elemanlarin1 iki kere eklemis olduk. AUB’ nin dogru eleman sayisini elde etmek igin
A N B’yi bir kere ¢ikarmak gerekir.

Iki kiimeden fazla durumlar icin benzer sayma teknikleri vardir. Ug kiime igin sonug asagidaki
teoremdeki gibi bulunur.

Teorem 2.3: A, B ve C sonlu kiimeler ise
[AUBUCHARBHIC-|ANB|-|BNC |- CnA HANBNC.
2.5 Kumeler Cebri
Aciktir ki, kesisim, birlesim ve tiimleyen islemleri birbiriyle iliskilidir. Ornegin;
ANB=AUB
Asagidaki kurallar tim A, B ve C kiimeleri i¢in gecerlidir.

Aynilik (Tek Kuvvet) Ozelligi

ANA=A
A UA=A.
Degisme Ozelligi

ANnB=BnA
A uUB=BuUA

Birlesme Ozelligi
AnNn BN C=(AnB)ynC
AuBulO=AuBuUC
Yutan Eleman

AnNn(AuB)=A
A v (AnB)=A.

Dagilma Ozelligi

AnNnBulO=(AnB)uU(AnO
AuBNO=(AuB) AU

Cift ters (")zelligi((Double negation)

4 =A.

De Morgan Kurallar
(10B)- 4B
(1~B)-4UB.
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Ozdeslik Ozelligi

Au J=A
AnNnU-=A
AuU=U
An O=0.

Tamlama Ozelligi

U
%)

o C
QIR
I

U=0J.

Q> >

Bu kurallar uygun 6nermeler arasindaki mantiksal esitliklerden de tiiretilebilmesine ragmen en
iyl Venn semalar ile gosterilir.

2.5.1 Eslik Kurali (Duality Principle)

A,V ve tersini alma baglayicilarini igeren bilesik 6nermelerin esli 6nermeye sahip oldugu gibi
N,U ve tiimleme igeren kiimeler hakkindaki ifadeler de eslidir. Béyle bir ifadenin esi orijinal
ifadedeki tiim M’ lerin U ile; tiim & lerin U ile degistirilmesi ile elde edilir. Ornegin;

(AND) U BNU)U B =U‘inesi (AUU) N (BUD) N B=.

Kiimeler cebrinin her bir kuralinin esi de ayrica bir kuraldir. Bunun sonucu olarak kiimeler igin
asagidaki eslik kurali ortaya ¢ikmistir.

Kiimeler i¢in eslik kurali: Eger kiimeler ile ilgili bir ifade tiim kiimeler i¢in dogruysa bunun eg
ifadesinin de tiim kiimeler i¢in dogru olmasi gerekir.

2.6 Kiuimelerin Aileleri

Kiimelerin ailesi veya kiimlerin toplanmasi terimiyle, kiimelerin kiimesi kastedilmekte ise de her
iki terimde siklikla kullanilmaktadir.

I={1,2,.....,,n} verilsin ve Vi € [ i¢in, A; kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir.
{d;:1el} = { A, As, , Ay}

I kiimesine gosterge kiimesi denir ve Ai ‘leri birlesme igin gostergeler. Eger, I={1,2,n}=Z" ise,
{d; 1€l '} = { A}, Ay, As, ....... } dir.

Bu notasyonu kullanarak, kiimelerin keyfi bir ailesine kesisim ve birlesimi asagidaki sekilde
tanimlanir.

F = {4, : iel } kiimelerin bir ailesi olarak verilsin burada, / herhangi bir gosterge kiimesidir.

F ailesinin Kesisim ve birlesimi : ﬂAl. = { X: X €4; biitiin i€/ i¢in }; UAZ. ={ Xx: X €4; bazi
iel iel

1€l igin }
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Omek: I=Z" = {1,2,3,......} ve her birie Z" ic¢in 4, = {i} . Boylece, A;= {1}, A= {2}, ......

Bu nedenle: ﬂAl. =J;ve UAl. ={1,2,3,......} =7" dir.

ieZ* ieZ*
2.6.1 Kuvvet Kiimesi

Verilen bir A kiimesinin biitiin alt kiimelerinin kiimesine A’nin kuvvet kiimesi denir ve P(A) ile
gosterilir. P(A)={B:B & A} dir

Ornekl : A={a,b} ise P(A)= { &,{a},{b},{a,b}} dir.

Ornek?2 : A herhangi bir kiime olsun ve kiimelerin siras1 A, P(A), P(P(A)), P(P(PA))), ...... dir.
P*(A) bu ailede A’nin tiim elemanlarinin kiimesinin ailesini temsil eder.

P*(A)={x: x e Aveya x & yburada, ye P*(A)} dir ve P*(A) sonsuz bir kiimedir.

2.6.2 Bir Kiimenin Bélmelenmesi

A bir kiime olsun. A’nin bélmelenmesi, A’nin bos olmayan alt kiimeleri { S; : ie/ } dir 6yleki;

i [JS =A,ve

iel

ii) siﬂsj = eger, biitiin 1,j € Ligin i =] ise) dir
Ornek 1: a={1,2,3,4,5,6} ise A’nin bolmelenmesi {{1},{2,3},{4,5,6}} dur.

Ornek 2: herbir a gercel sayisi icin L, , (0,0) noktasindan gegen diisey ¢izgi iizerindeki
noktalarin kiimesi olsun:

L,=x=a vey gercel birsayidir} = {(a,y) : y € R} dir

{ Ly : o € R } kiimelerinin ailesi diizlemi bolmeler : L, ¢izgileri lizerindeki herbir nokta ve
herhangi iki ¢izgi birbirinden ayridir.

2.7 Kartezyen Carpim

Bir kiimenin elemanlarinin hangi sira ile listelendigi dnemsizdir. Ote yandan bazi durumlarda
sira ¢ok 6nemlidir. Ornegin, koordinat geometride (1,2) noktast ile (2,1) noktas1 faklidur.

Siranin 6nemli oldugu durumlarla basa ¢ikmak i¢in x ve y objelerinin sirah ikili (x,y)’yi
tanimlariz.

(x,y) = (x’,y’) sadece ve sadece x=x’ ve y=y’ ise.
Bu tanimla birlikte agiktir ki (x,y) ile (y,x) faklidir(x=y degilse) ve sira onemlidir.

Su an ileriki boliimlerde temel teskil edecek iki kiimenin kartezyen carpimi kavramini
tanimlayabilecek durumdayiz.
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Tamm: X ve Y kiimelerinin kartezyen carpimi X x Y, x X’ e y de Y’ ye ait olmak {izere tiim
(x,y) sirali ikililerinin kiimesidir.

XxY={xy):xeXveyeY}.

X=Y olmasi durumunda X x X, X ile gosterilir ve ‘X iki’ seklinde okunur, ‘X kare’ seklinde
degil.

Eger X veya Y (veya her ikisi de) bos kiime ise X x Y de bos kiimedir. X ve Y’ nin her ikisi de
bos olmayan kiimeler ise sadece ve sadece X=Y ise X x Y=Y x X ‘dir.

Ornek 2.6: Eger X={1,2} ve Y={a,b,c} ise
XxY={(1,3), (1,b), (1,¢),(2,2),(2,b),(2,c)}.

X, Y ve X x Y’ nin elemanlar1 basit bir Venn semasi ile sistematik olarak gdsterilebilir. Bu Venn
semas1 Sekil 2.3’ teki gibidir.

e C ° (l,C) . (2,0) X xY
Y
.b . (1b) . 2.
. A e (1,2) . (2,2)
o 1 o2 X
Sekil 2.3

Sekil 2.3 gibi diyagramlar ve R ’= R x R diizleminin koordinat geometri resimleri Kartezyen
carpiminin yararli gosterimleridir. Farkli bir gosterimde ise X ve Y kiimeleri Venn
diyagramlarindaki gibi iki boyutlu bolgeler yerine tek boyutlu bdlgeler olarak ¢izilir. X ve Y
dogru segmentleri olarak cizilir ve elemanlar1 bu dogru segmentinin iizerine yerlestirilir. Uygun
olan X’i temsil eden dogrunun yatay olarak c¢izilmesi ve dogrularin birbirine dik olmasidir.
Kartezyen carpim X ‘in lizerinde,Y’ nin saginda bulunan dikddrtgensel bolgedir ve (x,y) siralt
ikilileri bu dikdortgenin i¢ine noktalar dikey olarak x’ in lizerine, yatay olarak y’ nin sagina
gelecek sekilde yerlestirilir.

(x,y) swrali ikilisi asagidaki ozellik yardimiyla sirali n-elemanli (ordered n-tuple) sekle
genellestirilebilir.

(X1,X2,...,Xn)=( X1°,X2°,...,.Xy")  sadece ve sadece X;=X|’, Xo=X2',..., Xn= X, 1S€.
n tane kiimenin kartezyen ¢arpimi iki kiimedeki durumun dogal genellestirilmesidir.
Tamm: X, Xy, ..., X, kiimelerinin kartezyen ¢carpimi X; x X, X ...,x X, ‘dir.

= {(X1,X2,...,Xp): X1 € X] Ve X3 € X3 VE ... V€ Xy € Xy}
= (X1,X2,. . .,Xp): xieX; i=1,2,...,n olmak lizere}.
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Ornek 2.7: A={1,2}, B={a,b} ve C={a, [ } ise
AxBxC={(l,a, ),(l,a, ), (1,b, @), (1,b, £),2,a, @),2,a, £),2,b, «),2,b, f)}.

Ug kiimeden olusan kartezyen c¢arpimlar1 gdstermek kolay degildir fakat ii¢ boyutlu bolgeler ile
gosterilebilecekleri agiktir.

X ve Y sonlu kiimeler olmak {izere |X|=n ve |Y|=m ise agiktir ki kartezyen ¢arpim X x Y mn
elemana sahiptir. Oyle ki;

XxY|=X].[Y]
Bu sonug asagidaki gibi n tane kiime i¢in genellestirilebilir.
Teorem 2.4: X, X»,..., X, sonlu kiimeler ise | X; x X, x Xu|=| Xi|.| Xal. ....| Xaql.

Kartezyen c¢arpim isleminin kesisim ve birlesim gibi diger kiime teoremi islemleri ile nasil
davranacagina gegcmeden Once asagidaki 6rnege bakalim.

Ornek 2.8: A={a,b,c.d}, X={x,y,z}, Y={y,zt} olsun. Bu durumda

XNY={y,z} olur ve

Ax (X N Y)={(a,y),(a,2),(b,y).(b.2), (¢,y).(¢,2), (d,y),(d,2)} "dir. §imdi,

A x X={(a,x),(a,y),(a,2), (b,x),(b,y),(b,2),(c.x),(c,y),(¢,2), (d.x),(d,y),(d,2)} ve

A x Y={(a,y),(a,2),(a,t), (b,y),(b,2),(b,t),(c,y),(c,2),(c,t), (d,y),(d,z),(d,t)} olur. Bu nedenle,
(AxX) Nn(AxY)={(a,y),(a,2), (by),(b,2), (¢,y),(c,2), (d,y),(d,2)} olur.

O halde bu 6rnekteki kiimeler i¢in;

Ax (XNnY)=A x X) Nn(A xY) olduguna gore bu ozelligin diger A, X ve Y
kiimeleri i¢in de dogru olup olmadigina bakabiliriz.

Aslinda yukaridaki 6rnekte elde ettigimiz sonuglar tim A, X ve Y kiimeleri i¢in gegerlidir.
Asagidaki teoremde Kartezyen carpimin kesisim ve birlesim islemlerinde nasil davrandigini
belirten 6zellikler listelenmistir.

Teorem 2.5 (i) Tim A, X ve Y kiimeleri i¢in

AxXNnY)=(AxX) N (AxY)ve

XNY)xA=(XxA)N (Y x A). (Bunun anlam1 Kartezyen ¢arpim kesisim {izerine dagilabilir.)
(ii) Tim A, X ve Y kiimeleri i¢in

AxXUuY)=(AxX)uU (AxY)ve

XuY)x A=XxA) U (Y x A). (Bunun anlami Kartezyen c¢arpim birlesim {izerine
dagilabilir.)

Ispat: (i). kismn ispati su sekildedir.
(a,x)e Ax(XNY) olsun. Kartezyen ¢arpimin tanimindan bunun anlami a€ A ve xe (XNY)’ dir.
Bu sonugla, xe X’ tir, dyleyse (a,x) A x X’ e aittir; xe Y’ tir, Oyleyse (a,x) A x Y’ e aittir. Bu

nedenle, (a,x)e (A x X)N(AxY) dir ki buda A x (XNY)c(A x X) N (A x Y) oldugunu
ispatlar.
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Alt kiime iligkisini diger taraftan ispatlamak i¢in; (a,x)€ (A x X) N (A xY) olsun.

Bu durumda (a,x)e (A x X) ‘tir dyleyse a€ A ve xe X; ayrica (a,x)e (A x Y)’tir Oyleyse ac A
ve xe Y’ dir. Bu nedenle ae A ve xe (XN Y)’ dir ve bunun anlami (a,x) sirali ikilisi A x (XNY)
kartezyen ¢arpimina aittir. Bundan dolay1 (A x X) N (AxY) € Ax (XNY) olmaldir.

Su halde A x (XNY) ve (A x X) N (A xY) kiimelerinin esit oldugu sonucu saglanmis olur zira
her iki kiime de birbirinin alt kiimesidir.

Son olarak Kartezyen carpimin alt kiime iligkilerinde nasil davranacagina iliskin bir teorem
yazabiliriz.

Teorem 2.6: (i) Tim A, B ve X kiimeleri i¢in A < B ,(A x X) < (B x X) anlamina gelir.

(ii) Eger X bos olmayan bir kiime ise (A x X) < (B x X), A < B anlamina gelir.

2.8 Alistirmalar

1- A ve B’ nin ortak eleman1 yoksa ve C={x: xe AAxeB} ise C’ nin bos kiime oldugunu
kanitlaymiz.

2- {x: 2x7+5x-3=0} C {x: 2x*+7x+2=3/x} oldugunu ispatlayinz.
3- Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gostermek i¢in Venn semalarini ¢iziniz.

(i) (A-B)=Bud
(i)  (A-B) U (B-A)=(AUB)-(ANB)

4- [0,1]={xelR:0<x<1} (0,1)={ xeIR:0<x<I1}
[0,1)= {xeIR:0<x<1} (0,1]= {xelR:0<x<1}
olsun. Bu durumda asagidaki kiimeleri geometrik olarak tanimlayiniz.

@) [0,1]x[0,1)
(i)  [0,1)x (0,1]

5- XxY =XxZise Y=Z olmak zorunda midir? A¢iklayimiz.
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3 Bagintilar ve Fonksiyonlar

Bagnti notasyonu kiimeler gibi ¢ok genel bir notasyondur. Bu konu matematiin anahtar
konularindan biridir ve baska bir¢ok konuda da kullanilir. Ug 6zel tip baginti ¢ok 6nemlidir:
fonksiyonlar, esitlik bagintilar1 ve sira bagintilari.

3.1 Bagintilar ve Gosterimleri

Ikili yiiklemler yani *...daha agirdir” seklindeki ciimleleri dnermesel fonksiyona gevirmek igin
iki tane degiskene ihtiyac vardir. Ornegin, H *...daha agirdir’ anlamina geliyorsa H(x,y) “X, y’
den daha agirdir” énermesel fonksiyonunu ifade eder. Iki degiskenli 6nermesel fonksiyonlar: iki
degiskeni arasindaki iliskiyi tanimlamak gibi diisiinebiliriz. a ve b objeleri verilmis ise, H(a,b)
sadece ve sadece objeleri uygun bigimde iliskilendirilmis ise dogrudur.

Hatirlanmasi gereken ilk sey, iki degiskenli Onermesel fonksiyon F(x,y)’de degiskenlerin
sirasmin énemli oldugudur. Ozel a ve b objeleri icin F(a,b) ile F(b,a) farkli dogruluk degerine
sahip olabilir. Onemli olan bir baska sey de x ve y degiskenlerinin farkli tip objeler
olabilecegidir. Ornegin, C(x,y) énermesel fonksiyonunu diisiinelim: x, y’nin baskentidir. Burada
x bir sehir ismi fakat y bir iilke ismidir. O halde, C(a,b)’yi saglayan (a,b) sirali ikililerinin
kiimesi, A={sehirler} B={iilkeler} olmak {izere A x B kartezyen ¢arpiminin alt kiimesidir.

Asagidaki bagint1 tanimi sasirtict sekilde basit ve geneldir. Bazilar1 buna ikili baginti da der
clinkii iki objeyi iligkilendirir.

Tammm: A ve B iki kiime olsun. A’dan B ’ye bir bagintt A x B kartezyen ¢arpiminin bir alt
kiimesidir.

Tanima bakildiginda ilk gbze ¢arpan bagintinin bir kiime oldugudur(sirali ikililerden olusan bir
kiime). R, A’dan B’ye bir bagint1 ise eger (a,b) €R ise ac A, beB ile iliskilidir deriz. Bu
sebeple, R bagintisinin kendisi basit¢ce tiim iliskili eleman ¢iftlerinin kiimesidir. Genellikle
kullanilan notasyon ‘a, b ile iligkilidir’ i¢in a R b’ dir.

Bagintilar1 gorsel olarak ifade etmenin ¢esitli yollar1 vardir, 6zellikle sonlu kiimeler arasindaki
bagintilar. Sekil 3.1°de R’nin elemanlar1 A x B kartezyen carpiminin koordinat ¢izelgesi
diyagrami iizerinde isaretlenmistir. Bu tip diyagramlar R’nin A x B’nin alt kiimesi oldugunu
acikca gosterir fakat bagintinin diger 6zelliklerini gostermede iyi degillerdir.

4 z'x7'
8 |- ° ° ° °

e ° ° ° °

“ I ° ° ° °

- ° ° ° °

~ ° ° ° °

- ° ° ° °

3

L o ° ° ° °
- ° ° ° °

Sekil 3.1
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Sonlu kiimeler icin bagka bir alternatif A ve B’ nin elemanlarini {ist {iste yatay sekilde siralamak
ve a R b oldugunda ae A’ dan be B ‘ye bir ok ¢izmektir. Sekil 4.2 de bu ¢esit bir diyagram
gosterilmigtir.

JANNNIN

Sekil 3.2: Bagintinin diyagram olarak gosterilimi

Sekil 3.2°deki gosterim biiyiik kiimeler i¢in karmasik hale gelebilir. Ote yandan bir kiime

tizerindeki bagintilarda (yani A=B olanlarda), sekil daha basitlestirilebilir. A’daki elemanlar iki

kere listelemek yerine bu elemanlar1 diizlemde birer nokta olarak temsil edebiliriz. Ayni1 sekilde

a’dan b’ye yonlii bir ok sadece ve sadece a R b olmasi durumunda ¢izilir. Sonugta ortaya ¢ikan
diyagrama (sekil 3.3) digraph denir.

1 0 . 1
1 1 .0

Sekil 3.3: Bagmtiin digraf ve matris gosterilimi
Diger iiciincii bir bagint1 gosterim bicimi de ikili matristir. A={a;, a>,__a,} ve B={by, by, ... by}

sonlu kiimeler ve R, A’dan B’ye bagint1 olsun. R’nin ikili matrisi n satirli ve m siitunlu 0 ve
1’lerden olusan dizi seklindedir.

3.2 Bagintilarin Ozellikleri
Bagintilarin 6nemi, ek oOzellikleri saglayan 6zel bir takim bagintilar yiiziindendir. Bu 06zel
bagintilarin ikisi eslik bagintilar1 ve sira bagmntilaridir ki bunlarin ikisi de kiimeler {izerindeki
bagintilardir.

Tamm: R, A kiimesi ilizerinde bir bagint1 olsun. O halde R;

(i) Tim a € A i¢in, sadece ve sadece a R a ise yansiyandir. (reflexive).
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(ii) Tiim a,b € A i¢in, sadece ve sadece a R b, b R a anlamina geliyorsa simetriktir.

(iii) Tiim a,b €A i¢in sadece ve sadece a R b ve b R a, a=b anlamina geliyorsa ters
simetriktir.

(iv) Tim ab,c €A i¢in sadece ve sadece a R b ve b R ¢, a R ¢ anlamina geliyorsa
gecislidir(transitive).

Ornek 3.1: A={a,b,c,d} ve R={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(b,d),(d,d)} olsun.
R bagintis1 yukaridaki tanimdaki higbir 6zelligi saglamaz.

R yansiyan degildir ¢iinkii ¢ R ¢ degildir; bu nedenle tiim x € A i¢in x R x dogru degildir.
R simetrik degildir zira 6rnegin a R ¢’dir fakat ¢ R a degildir.

R ters simetrik degildir ziraa R b ve b R a “dir fakat a=b degildir.

R gecisli degildir ¢iinkii a R b ve b R d “dir fakat a R d degildir.

Verilen digraphlar veya ikili matrisler ile bagint1 6zelliklerinin anlagilmas1 miimkiindiir. Eger
bagint1 yansiyan baginti ise R’ nin digraphinin her noktasindan kendisine bir yonlii ok vardir.
Ikili matrisinde ise diyagonal elemanlarin hepsi 1’ dir.

Eger R simetrik ise digraphtaki oklarin tamami iki-yonlidiir. Ters simetrik ise oklarin higbiri iki
yonlii degildir. Ote yandan gecisli bagintilarin digraphlarindan veya ikili matrislerinden 6zellik
tanimlamak zordur.

3.3 Kesisimler ve Bagintilarin Birlesimi

A ve B arasindaki R bagintis1 A x B kartezyen ¢arpiminin alt kiimesi olduguna gore bagintilarin
kesigsim ve birlesimini tanimlayabiliriz.

R ve S, A kiimesinden B kiimesine iki bagint1 olsun. Hem R NS hem de RUS A x B ‘nin alt
kiimesidir. O halde, A’dan B’ye iki bagintinin hem kesigimi hem de birlesimi de ayn1 zamanda
A’dan B’ye bagintilardir.

R ve S bagintilariin farkli kiime ¢iftleri arasinda olmasi durumu ise biraz daha karigiktir. R’ nin
A’dan B’ye; $’nin ise C’den D’ye bagint1 oldugunu diisiinelim. R ve § sirali ikililerden olusan
kiimeler oldugundan RNS ve RUS birer bagintidir fakat hangi kiimelerin RN.S ile
hangilerinin R S ile iliskili oldugu ¢ok acik degildir.

Dogal olarak burada, R ve S, A’dan B’ye bagint1 olduguna gore kesisim veya birlesimleri bu
bagintilarin 6zelliklerini miras alir m1 sorusu akla gelir. Bagintilarin dort 6zelligine R ve S nin
ayn1 A kiimesi iizerinde bagintilar oldugunu varsayarak bakalim:

Yansima 6zelligine bakarsak: Hem R hem de S yansiyan ise tiim ae A i¢in (a,a)e R ve (a,a)€S
olmalidir. Bu nedenle, (a,a) tim ae A i¢cin RN.S ve RU S ye aittir, dyleyse R ve S 'nin kesigimi
ve birlesimi de yansiyandir.

Ikinci olarak R ve S’nin simetrik oldugunu diisiinelim. a,be A dyle ki (a,b)e RN.S olsun. O
halde, a R b ve a § b’ dir. R ve § simetrik oldugundan b R a ve b § a * dir ve bunun anlami da
(b,a) € RNS” dir. O halde RN S de simetriktir. Ayn1 durum RU § i¢in de gegerlidir.

Anti-simetriklik durumu biraz daha karmasiktir. RS ’nin ters simetrik oldugu yukaridaki
arglimanlar ile gosterilebilir fakat birlesim  her zaman ters simetrik olmayabilir. Tersine
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ornekle bunu gosterebiliriz. A={a,b} ve R={(a,b)} ve S={(b,a)}olsun. R ve § bagntilar1 ters
simetrik oldugu agiktir. Fakat R\ S={(a,b), (b,a)}ters simetrik degildir ¢ilinkii a b ile, b de a ile
iligkilidir fakat a ve b esit degildir.

Gegislilik durumu ise ters simetriye benzer. Gegisli iki bagintinin kesisimi de gegislidir. Ancak
birlesimi gecisli olmayabilir. Asagidaki teorem bu 6zellikleri 6zetlemektedir.

Teorem 3.1: R ve S ayn1 A kiimesi tizerinde iki bagint1 olsun.

Hem R hem de § yansiyan ise RS ve RU S de yansiyandir.

b. R ve § simetrik ise RS ve R U S de simetriktir.
c. R ve § ters simetrik ise RNS de ters simetriktir fakat R U S ters simetrik
olmayabilir.

d. R ve S gegisli ise RN S de gecislidir fakat R U S gecisli olmayabilir.

3.4 Esdegerlik Bagintisi ve Bolmelemeler

Yasayan insanlar kiimesi lizerinde x R y sadece ve sadece x, y llkesinde yasiyorsa seklinde
tanimlanan bir bagintiy1 diisinelim. Her insanin sadece bir iilkede yasadigini varsayarsak baginti
su li¢ ozelligi saglar:

X, X ile ayn1 iilkede yasamaktadir, o halde yansiyandir.
x, y ile ayni iilkede yasiyorsa; y de x ile ayni iilkede yasiyor demektir, o halde simetriktir.

X, y ille ayni1 iilkede; z de y ile ayni lilkede yasiyorsa x, z ile ayni ililkede yasiyor demektir, o halde
R gecislidir.

Tanim: A kiimesi iizerindeki R bagintis1 yansiyan, simetrik ve gegisli ise bu bagint1 esdegerlik
bagintisidir.

Ornek 3.2: A=IR(reel sayilar kiimesi) olsun ve A iizerinde
x R y sadece ve sadece x*=y” ise

seklinde bir bagint1 tanimlayalim. O halde;

R yanstyandir zira tiim x reel sayilar1 icin x*= x> ‘dir.

R simetriktir zira xzzyz, yzzx2 anlamina gelir.

R gecislidir ciinkii x*=y* ve y*=2> ise x*=z" “dir.

O halde R esdegerlik bagintisidir.

Tanmm: R, A kiimesi {izerinde bir esdegerlik bagintis1 ve x€ A olsun. x’ in esdegerlik simifi [x]
ile gosterilir ve A iizerinde x ile iliskili tiim elemanlarin kiimesidir dyle ki [x]={ye A: x R y}.

Eger iki eleman iliskili ise esdegerlik siniflar1 esittir. Bunu gostermek i¢in diyelim ki R, A
tizerinde bir esdegerlik bagintisi ve A’ nin x ve y elemanlari i¢in x R y olsun. [x]=[y] oldugunu
gostermek istiyoruz. ze[x] dersek x R z olur. X R y ve R simetrik ise ayni zamanda y R x
oldugunu biliyoruz. O halde, y R x ve x R z ise gegislilik 6zelliginden y R z yani ze[y]’ dir. Bu
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[x] <[y] oldugunu gosterir. [y] <[x] ‘in ispat1 da benzer sekilde yapilabilir. Oyleyse, [x]=y]
sonucuna varilabilir.

Teorem 3.2: R, bir A kiimesi lizerinde bir esdegerlik bagintis1 ve x,y € A olsun. Bu durumda
sadece ve sadece x R y ise [x]=[y]’ dir.

Bir kiime {izerindeki esdegerlik bagintisinin esdegerlik siniflar1 toplulugu, o kiimenin bir
bolmelemesini olusturur.

Teorem 3.3: R, bos olmayan bir A kiimesi lizerinde bir esdegerlik bagintis1 olsun. Birbirinden
farkli R-esdegerlik siniflari topluluguna A’nin bolmelemesi denir.

Ornek 3.3: R, reel sayilar iizerinde; tamsayi(x) x’ten kiiciik veya esit en biiyiik tamsay1 olmak
tizere x Ry sadece ve sadece tamsay1(x)=tamsayi(y) ise seklinde tanimlanmis bir baginti olsun.

R’ nin reel sayilar kiimesi iizerinde bir esdegerlik bagintis1 oldugunu kontrol etmek oldukga
basittir. Ornegin; 5 € R: tamsay1('2)=0, dyleyse esdegerlik sinifi

[/2] = {xe R: tamsay1(x)=0}
= {xe R: 0<x<1}.

Bu kiimeye yari-agik aralik denir ve [0,1) seklinde ifade edilir.

Bir kiime iizerinde verilen esdegerlik bagintisindan esdegerlik simiflar1 ile bolmeleme
tanimlayabilecegimiz gibi bir kiime iizerinde verilen bir bélmelemeden de esdegerlik siniflart
bolmelemeyi olusturan orijinal alt kiimeler olacak seklinde bir esdegerlik bagintisi
tanimlayabiliriz.

Teorem 3.4: {S;: iel} bir A kiimesinin bélmelemesi olsun. O halde, i€l i¢in, X R y sadece ve
sadece x,y € S; ise esdegerlik siniflar1 bolmelemedeki S; kiimeleri olan A {izerinde bir esdegerlik

bagintis1 tanimlar.

Modulo Aritmetik : n pozitif bir tamsay1 olarak verilsin. Z tamsayilar kiimesi tizerinde ,modulo
n bagintis1 asagidaki sekilde tanimlanir.

a=, b ancak ve ancak eger bazi keZ i¢in a-b =k.n ise
a=, b i¢in alternatif tanim a= b mod n seklindedir.

Ornek : mod5 ‘de n=5 dir. a=s b yi kisa olsun diye a= b seklinde yazariz. Bu durumda ancak ve
ancak a-b =5k ise a=s b dir. k gibi bir tamsay1 vardir dyleki, a=5k+b dir. Bu yiizden

pl ={qeZ : g=5k +p, baz1 keZ i¢in} Esdegerlik siniflar1 sonsuzdur bazilari:

[

[0]={....., -10,-5,0,5,10,15,.....}

[1]={.....,-9,-4,1,6,11,16,.....}

[2]={.....,-8,-3,2,7,12,17,.....}

[31={.....,-7,-2,3,8,13,18,.....}

[4] ={....., -6,-1,4,7,12,19,.....} Bunlar bes adet farkli esdegerlik sinifidir.
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3.5 Sira Bagintilan

Birgok kiime dogal olarak siralanmis elemanlara sahiptir. Ornegin biiyiikliige gore siralanmig
reel sayilar kiimesi. Benzer sekilde bir kiime toplulugu eleman sayisina gore siralanabilir.
Ornegin, AcB ise A, B’ den kiiciiktiir deriz.

Esdegerlik bagintilarindan farkli olarak bir¢ok farkli tip sira bagintis1 vardir. En genel sira
bagintis1 ‘parcali sira’ bagintisidir.

Tamim: Bir kiimedeki parcali sira, yansiyan, ters simetrik ve gegisli olan bir bagintidir.
Bir kiimede pargali sira varsa bu kiimeye parcah siral kiime denir.

Ornek 3.4: Reel sayilar kiimesi iizerinde x R y sadece ve sadece x <y ise seklinde tanimlanan R
bagintisi pargali siradir.

Ote yandan, x S y sadece ve sadece x<y ise seklinde tanimlanan § bagintis1 pargali sira degildir
¢linkii yansiyan degildir.

Teorem 3.5: R, A kiimesi tlizerinde pargali bir sira ve B de A’nin herhangi bir alt kiimesi olsun.
Bu durumda, $=R " (B x B) B iizerinde bir pargali siradir.

Topyekin sira: (Dogrusal sira) : Kiimenin her hangi iki elemani arasinda siralama yapilabilirse
topyekiin sira bagintisi vardir. (Dogal sayilarda biiyiikliik, kiigiikliik bagintisi )

Sozliik sirast : S ve T topyekln sirali kiimeler ise SXT (kartezyen ¢arpim) kiimesinde sozliik
sirasi:

a,a’e S;b,b’e T olmak tlizere;
(ab)<(a’,b’) =  a<a’yadaa=a’, b<b’ diir.

Ornek: A= (1,2,3,4,6,8,12) kiimesinde boliinebilirlik bagintisiyla kismi bir siralama yapilirsa,
bagint1 matrisi Tablo 1.4’deki sekilde olacaktir.

1 2 3 4 6 8 12
1 1 1.1 1 1 1 1
210 1 0 1 1 1 1
310 01 0 1 0 1
410 0 0 1 0 1 1
6|10 0 0 0 1 0 1
8§10 0 0 0 O 1 O
1210 0 0 0 0 O 1

Tablo 3.1.

Halef-Selef(Predecessor-Successor, ilk dndegelen- ilk izleyen) Bagintisi:

b, a’nin halefi ise a<c<b olamaz. Yani a ile b arasinda sirlanabilen bir ¢ eleman1 bulmak
miimkiin degildir, yani a << b’dir.

Bu durumda kismi sirali kiime i¢in yeni bir graf tanimi(hasse diyagrami) yapilarak c¢izilir.

Hasse Diyagrami: a<<b seklindeki ciftleri birlestiren ve en Onde gelenin en alta konuldugu
graftir.Ornek: Sekil 3.4..

39 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



. N\

g ANVANVAN
L NN
N/ N

Sekil 3.4.

3.5.1 En biiyiik ve en kiiciik eleman

Teorem 3.5 e gore reel sayilarin her hangi bir alt kiimesi < bagintisi ile parcali siralidir. Bu
sekilde siralanmis bazi reel sayr kiimeleri en biiyiilk veya en kiiclik elemana sahip olabilir,
bazilari da olmayabilir. Ornegin, tam sayilar kiimesinin en biiyiikk veya en kiiciik elemani
yokken, pozitif tamsayilarin en kiigiik eleman1 1’ dir fakat en biiyiik eleman1 yoktur.

En bilyilk veya en kiiciik eleman bir tane olmayabilir. Ornegin, {a,b,c} kiimesinin &z alt
kiimelerini eleman sayisina gore siralarsak, en kii¢iik eleman & iken en biiyiik eleman {i¢ tanedir
¢linkii ti¢ tane iki elemanli alt kiime vardir.

Tanim: R, A kiimesi iizerinde bir parcali sira olsun. A’ nin en biiyiik elemani, tim a€ A i¢in a
R o olmak iizere o elemanidir.

Benzer sekilde, A’ nin en kiiciik elemani, tiim a€ A i¢in # R a olmak iizere £ elemanidir.

Yeniden {a,b,c}’ nin 0z alt kiimeleri 6rnegine donersek iki elemanli her bir alt kiime en biiyiik
eleman olacaktir. O halde bu diisiinceyi maksimal eleman tinimi ile formiilize edebiliriz.

Tamim: A, R sira bagintili bir pargali sirali kiime olsun. Tiim a€ A i¢in X R a x=a anlamina
geliyorsa A’ daki x eleman1 maksimaldir.

Benzer sekilde, tiim a€ A i¢in a R y a=y anlamina geliyorsa y elemani minimaldir.

3.6 n-ogeli(n-tuple) bagintilar ve uygulamalari
3.6.1 n-6geli(n-tuple) bagintilar

Birden fazla kiimeler arasindaki bagmtilar sik sik karsimiza cikar. Ornegin, &grenci ad,
O0grencini bolimii, 6grencinin basari notunu igeren kiimeler arasinda bir baginti vardir. Bu
boliimde birden fazla kiimeler arasinda olan ve n-0geli(n-tuple) bagintilar olarak adlandirilan
bagintilar agiklanacaktir.

Tammm: A, A, ,...... , Ay kiimesi verilsin. Bu kiimeler iizerindeki bir n-ogeli bagmnti,
A XAX....... XA, kartezyen carpiminin bir alt kiimesidir. Aj, A, ,...... , A, kimelerine
bagmtinin alani(domain) ve n’e derecesi denir.

Ornek: 5 &geli(B, N, A, D,N) bir R bagintis1 B: Boliimii, N :Numarasi, A: Ogrencini adi, D :
Dersin adi, N: Notu ‘nu gdstermek iizere veriliyor. Ornegin, Bilgisayar miihendisligi bdliimii
01104115 numaral1 Ali nin Ayrik Matematik  dersi notu BA’nin anlami1 (Bilgisayar,01104115,

40 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Ahmet, Ayrik matematik,BA) R bagintisina aittir. Bu durumda derecesi 5 olan R bagintisinin
alan1 olan kiimeler, Boliimler,Ogrenci numaralari, Ogrenci adlari, Dersler ve Notlar seklinde
olacaktir.

Uygulama: Iliskisel Veritabanlar

Bilgiyi saklamak ve islemek igin tasarlanmig bilgisayar sistemine veritabani sistemi denir.
Saklanmig verilerin islenmesinin kontrol eden yazilima da veritabani1 yonetim sistemi (database
management system) veya DBMS denir.

Tlm veritaban1 yonetim sistemleri, verinin 6zel bir tip yapiya sahip oldugunu ve DBMS’ in sakli
veriyi, verinin kendi teorik modeline gore isledigini varsayar. Bu yiizden bir¢ok degisik tip
DBMS bulunur: iligkisel, ag ve hiyerarsik. Bu boliimde matematiksel bagintilar1 esas alan
iliskisel veritabani sistemlerinden bahsedilecektir.

Bir veri birgok kisimdan olusur. Ornegin, adres defterindeki bir kayit isime, adrese, telefon
numarasina gore siniflandirilabilir. Verinin her bir parcasi ‘attribute (nitelik)’ olarak adlandirilir.
Verilerin her zaman belli bir nitelik kiimesine sahip oldugunu varsayariz ve bu nitelik kiimesine
kayit tipi(record type) ad1 verilir. Bir kayit dosyasi (record file), verilen kayit tipine ait verilerin
toplamidir. Tiim verilerin ayni tip oldugu kayit dosyalarina birincil normal formdadir (first
normal form) denir. iliskisel veritabanlarmin temel kurali tiim kayit dosyalarinin birincil normal
formda olmasidir.

Tammm: Veri attribute adi denilen bilesenlerine ayrilir. Bir kayit tipi bir attribute'lar(veya
fieldlar) kiimesidir. Bir kayit érnegi (record instance), belli bir kayit tipinin gergek verisidir ve
kayit dosyasi ayni kayit tipinden olan kayit 6rneklerinin kiimesidir.

Ornek 3.5: GYTE isimli bir yardim dernegi kendisine yapilan bagislar1 yapan kisileri, isimlerini,
adreslerini, telefon numaralarini ve bagisla ilgili diger detaylarin bilgilerini tutmak istedigini
varsayalim.

Oncelikle bu  dernek; bagislayanin adi, bagislayanin_adresi, bagislayanin_telefonu,
bagis miktart ve bagis tarihi seklinde adlandirabilecegimiz attribute’ lar1 belirler. Bu bes
attribute kayit tipini tanimlar. Tablo 3.2” de bazi kayit 6rnekleri gosterilmistir.

bagislayant_adr | bagislayanin_adresi bagislayamin_tel | bagis miktart | bags tarihi
efonu

Kaya, R Cayirova, Kocaeli 262 614-3939 100 Ocak 1997

Kaya, R Cayirova, Kocaeli 262 614-3939 150 Mart 1999

Beyaz, S Gebze, Kocaeli 262 578-4108 300 Ekim 1998

Verir,S Pendik,istanbul 216 467-1297 250 Kasim 2000

Verir, S Pendik,istanbul 216 467-1297 500 Aralik 1999
Tablo 3.2

Bagis yapanin agik adresi sadece bir attribute ile etiketlendiginden bu kayit dosyasindan cografik
bilgiyi elde etmek kolay olmayabilir. Ornegin dernek, Istanbul’dan bagis yapanlar1 bulmak
isterse sehir adi tek basina bir attribute olarak istenmediginden ¢ok =zor olacaktir.
bagislayanin_adresi isimli tek bir attribute cadde ve sehir olarak ikiye ayrilsayd: sirketin isi ¢ok
daha kolay olurdu.

Bu Ornek, attribute tanimlamak i¢in 6nemli bir noktayr gostermistir. Bir kayit drnegindeki
potansiyel yararli bilgi pargalarinin her biri bir attribute ile belirtilmelidir. Bu mecburi bir kural
degildir zira ‘potansiyel yararl bilgi par¢asi”  verinin  kullanildig1  yere  gore  degisir.
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Yukaridaki ornekte eger cografik konumun bir 6nemi yoksa adresleri tek bir attribute olarak
belirtmek daha mantiklidir.

Iliskisel veritabani modelinde kayit dosyasi bir tablo olarak gosterilir. Tablonun siitunlar:
attribute isimlerini, satirlari ise her bir kayit 6rnegini olusturur.

Bir kayit tipinin A, A,,...,A, seklinde n tane attribute’ ten olustugunu diistinelim. Bu durumda
herhangi bir A; attribute’ u i¢in bir veri girisleri kiimesi olacaktir. X;’ ye de A; attribute’ u ile elde
edilen degerler kiimesi diyelim. X; kiimeleri zamana bagimlidir ve kayit dosyasina yeni girisler
oldukca veya kayit silindik¢e degisir.

Bu notasyona gore; verilen bir kayit 6rnegi her bir x;, Xi kiimesine ait olmak iizere n-tuple’
dir(xy, X3,...X,). Bunun anlami tiim kayit 6rnekleri n tane ayni tip bilgi par¢asindan olusur. x;e
Xi olmak iizere tim n-tupple’ larin (X, X»,...x,) kiimesi X; x X5 X...x X, kartezyen carpimidir.
Bu yiizden R kayit dosyasi kartezyen ¢arpimin alt kiimesidir (R < ( X; x X5 X...x Xy)).

Ornek 3.6: A;...As sirasiyla bagislayanm adi, bagislayanin_ adresi, bagislayanin_telefonu,
bagis_miktar1 ve bagis tarihi olsun. Her bir A; attribute’ u i¢in bu attribute’a karsilik gelen Xj
kiimesi oldugunu varsayariz. O halde, bir kayit 6rnegi x;e X; olmak tizere 5 dgeli (5-tuple)’ dir.

Bu kayit tipine gore dnemli sayida bilgi yinelemesi olur. Ornegin, bagis yapanin ismi, adresi ve
telefonu her bagis yaptiginda tekrar kaydedilir. Bu bilginin tutuldugu yerden kayiplara yol
acacagl gibi kayit dosyasinin giincellenmesini de zorlastirir. Mesela, iki bagis yapmis Bay Kaya
adres degistirdi diyelim. Bu durumda, kayit dosyasini giincellestirmek icin iki kayitta da adresi
degistirmek gerekecektir.

Bu sebeplerle veriyi asagidaki gibi iki ayr1 kayit dosyasina bolmek daha mantiklidir.

Aj, Ay, Aj: bagislayanin_adi, bagiglayanin_adresi, bagislayanin_telefonu

Ay, A4, As: bagislayanin_adi, bagis miktari, bagis tarihi

Bu durumda orijinal veritabanindaki yineleme probleminden kurtulmus oluruz ve daha kolay
giincelleme yapabiliriz. Mevcut durumda veritabani iki iligkili kayit dosyasi igerir; birisi X; x X,

x X3 ‘Uin, digeri X; x X4 x X5 ‘Uin alt kiimesidir. Tabii ki, iki kayit dosyasin1 bagislayanin_adi
attribute’ u baglar.

Tablo 3.3 ve tablo 3.4, tablo 3.2° deki bilginin nasil iki kayit dosyasina ayrildigini
gostermektedir.

bagislayanmin_adi bagislayanin_adresi bagislayanin_telefonu
Kaya, R Cayirova, Kocaeli 262 614-3939
Verir,S Pendik,istanbul 216 467-1297
Beyaz, S Gebze, Kocaeli 262 578-4108
Tablo 3.3
bagislayanin_adi bagis miktar bagis tarihi
Kaya, R 100 Ocak 1997
Kaya, R 150 Mart 1999
Beyaz, S 300 Ekim 1998
Verir,S 250 Kasim 2000
Verir, S 500 Aralik 1999
Tablo 3.4
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Tanmm: A;, A,,..., A, z.lttribute’ ler toplulugu olsun ve her bir A;’ ye iliskin bir X; veri kiimesi
oldugunu diistinelim. Iliskisel veritabami her biri baz1 X; kiimeleri arasindaki bagintilar
toplulugudur. Her bir bagint1 bir kayit dosyasidir.

Kayit dosyasindaki kayit 6rneklerine anahtar (key) ile erisilir. Key, tek bir kayit 6rnegini belirten
attribute’ lar kiimesidir, fakat bu kiimenin hi¢bir 6z alt kiimesi tek bir kayit 6rnegini belirtme
Ozelligine sahip degildir.

Pratikte bircok olasi anahtar segme imkani vardir. Key olarak kullanilabilecek attribute’lar
kiimesine candidate key denir. Bunlardan biri gercek key olarak secilir ve buna primary
(birincil) key denir.

Ornegimizde, {bagislayanin adi} herhangi iki bagis yapanin adinin ayni olmamasi durumunda
Tablo 1 igin bir candidate keydir. Bu durumda her bir kayit 6rnegi bagis yapanin adi ile
belirtilebilir. Ote yandan iki farkli bagis yapan kisinin aym adi tasimasi durumunda
{bagislayanin_adi} key olmaz bunun yerine {bagislayanin_adi, bagislayanin telefonu} attribute
kiimesi key olarak kullanilabilir.

[liskisel veritabanlar1 {izerinde bes cesit islem yapilabilir.

3.6.2 Selection (Secme)

Selection islemi kayit dosyasindan verilen kriter kiimesini saglayan kayit 6rneklerini listeler.
Ornegin, X sehrinde yasayan miisterilerin tiim isim ve adres kayitlarini listelemek bir selection
ornegidir.

Selection islemini yeni kayit dosyalar1 tanimlamak yani veri tabanindaki kayit dosyalarinin alt
kiimeleri seklinde diisiinebiliriz. Bu yeni kayit dosyalari muhtemelen gegicidir ve veritabanini
olusturan kayit dosyalar1 kiimesine eklenmezler. Ayn1 zamanda selection kayit dosyasinin tablo
gosterimi seklinde de tanimlanabilir. Bu yeni kayit dosyalar1 gerekli attribute’lara sahip satirlari
cekerek elde edilir.

Ornegin; GYTE veritabaninda ‘Ocak 1999’dan sonraki tiim bagislar1 se¢mek’ istedigimizde
tablo 3.3 ‘te gosterilen kayit dosyasindan ikinci, dordiincii ve besinci satirlar elde edilecektir.

3.6.3 Izdiisiim (Projection)

Selection tablodaki belli satirlar1 geri dondiiriirken projection islemi siitunlar1 dondiirtir. Siitunlar
attribute’ lara karsilik geldiginden sonugta ortaya ¢ikan kayit dosyasi orijinalden daha az sayida
attribute'lu kayit tipine sahiptir.

Projection isleminin resmi tanimi soyledir: R, (A, ..., Ap) tipinde bir kayit dosyas1 ve q<p ve
her bir B; ayn1 zamanda R’ nin attribute’ u olmak tizere (By,..., Bq) kayit tipi olsun. Yani, her bir
B bir j icin A;’ ye esit olsun. Projection, kayit 6rnekleri R’ nin her bir kayit drneklerinin B;
attribute’ larindan olusan (By, ..., By) tipinde yeni kayit dosyas1 tanimlar.

3.6.4 Dogal Birlesim (Natural Join)

GYTE veritabaninin 6rnek 3.6 ‘daki gibi ikiye ayrildigimi diisiinelim. Bu durumda bagis
yapanlarin isimlerini, telefon numaralarinin ve bagis miktarlarin1 nasil alabiliriz? Buradaki
problem bagis yapanin telefon numarast ile bagis miktarlarinin farkli kayit dosyalarinda
olmalaridir. O halde kayit dosyalarini birlestirerek {i¢ attribute ‘u da igeren yeni bir kayit dosyasi
iiretmemiz gerekir. Iki dosyada ayrica bagislayanin adresi ve bagis tarihi de bulunur
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ve sonugta olusacak birlesmis tabloda bu attributeler de bulunacaktir. Ancak bu bir sorun
degildir zira projection ile bu dosyadan gerekli kayit tipleri ¢ekilebilir.

Natural join isleminin matematiksel temeli soyledir: R ve S, (Ay,..., Ap, Bi,..., Bq) ve (Ay,...,
A, Cy,..., C)) tipinde kayit dosyalar1 olsun. R ve S’ nin dogal birlesimi (Ay,..., Ap, By,..., Bg,
Ci,..., C)) tipinde yeni bir kayit dosyasidir. Dogal birlesimim olusturan kayit 6rneklerinin hepsi
(X15--45 Xp> Y1---Yq) € R ve (Xi,..., Xp, Z1,...2) €S Ozelligine sahip (p+q+r)-tuple (xi,..., Xp,
Yis---Yg» Z1,---,Zr) dir.

3.6.5 Birlesim ve Fark (Union and Difference)

Verilen iki aymi kayit tipinde R ve S kayit dosyasinin birlesimi ve farki, bildigimiz kiime
teorisindeki birlesim ve fark islemlerine karsilik gelir. Bu yiizden RU S, ve R ve S ‘deki kayit
orneklerinin tamamini (listeyi tekrarlamadan) igeren kayit dosyasidir. R-S ise R de bulunan fakat
S’ de bulunmayan kayit 6rneklerini iceren kayit dosyasidir.

3.7 Fonksiyonlar ve Tanimlari

(1

x*+5x-8, 1/(x+3), cos(x), log(x) vs. gibi ifadeler genellikle fix) ile gosterilir ve “x’ in
fonksiyonu” olarak adlandirilir. Ifadenin kendisinden daha 6nemli olan verilen herhangi bir x
degeri icin fonksiyonun degerini hesaplamak igin bir kural tanimlamasidir. iki farkli ifade f{x) ve
g(x), tim x reel sayilart i¢in ayni degerleri verebilir ve biz bu iki ifadenin ayni1 fonksiyonu
tanimladigint séyleyebiliriz. Ornegin fx)=x’+4x-5 ve g(x)=(x+2)2—9.

Tanmm: A ve B iki kiime olsun. A’ dan B’ ye bir f fonksiyonu; fi A—B seklinde yazilir ve her
birae A ‘y1 tek bir f{a) € B elemani ile eslestiren bir kuraldir.

Ornek 3.7: x*+4x-5 ifadesi tek basina bir fonksiyon degildir zira tanimiza gore A ve B kiimeleri
belirtilmemistir. Ote yandan, bu ifade su sekilde tamimlanabilir: £ R — R olmak iizere
SX)=x+H4x-5.

Tamm: A ve B kiime olsun. £, A’ dan B’ ye bir fonksiyon f; A—B seklinde yazilir ve fc (AxB)
‘nin alt kiimesidir ve su kural1 saglar:

Her bir a€ A i¢in (a,b) €folmak iizere tek bir be B vardir.

A kiimesi f nin tanim kiimesi ve B kiimesi de f nin deger kiimesi denir. (a,b) € fise beB
eleman1 a€ A elemaninin goriintiisiidiir denir ve b=f{a) veya f: a—b seklinde yazilir.

Tamm: f: A—B ve g: A’—B’ fonksiyonlar1

(i) A=A’

(ii) B=B’

(iii) fla)j=g(a) (A=A’ ‘ne ait tiim a elemanlart1 i¢in)
ise esittir.

Bir fonksiyonun grafigi R ’= R x R diizleminde y=f(x)’ i saglayan (X,y) noktalarin1 iceren egridir.
Ancak unutulmamasi gereken nokta x-y diizlemindeki her egri her hangi bir £ A—R (A< R)
fonksiyonun grafigi degildir. Ornegin, merkezi orijin (0,0), yarigap1 1 olan ¢emberin denklemi
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x*+y*=1" dir. -1 ve 1 arasindaki her bir x degeri i¢in iki tane y degeri vardir.

(x,y)-dlizleminde verilen bir egrinin bir fonksiyonun grafigi olup olmadigini anlamak kolaydir.
x=a dikey dogrusu sadece ve sadece egriyi tek bir yerde kesiyorsa, verilen a€ A igin y=f(a)
olacak sekilde tek bir ye R vardir.

Bir fonksiyonun taniminda karisikliga sebep olan iki 6zellik vardir. Birincisi, tanim kiimesinin
iki veya daha fazla eleman1 deger kiimesinde aym goriintiiye sahipse. ikincisi ise, deger
kiimesindeki tiim elemanlarin, tanim kiimesindeki bir elemanin goriintiisii olmak zorunda
olmadigidir.

Tanimm: fi A—B bir fonksiyon olsun. f* nin goriintiisii (aralig1)
im(f)={beB: (a,b)ef, ac A i¢cin} kiimesidir.

Dikkat edilirse im(f) deger kiimesi B’ nin alt kiimesidir ve a€ A elemaninin goriintiisii f{a) ile
karistirtlmamalidir. Bir elemanin goriintiisii bir elemandir fakat bir fonksiyonun goriintiisii bir
kiimedir ; bir baska deyisle tanim kiimesindeki elemanlarin goriintiilerinin tamamini igeren
kiimedir.

im(f)={f(a): ac A}.

Ornek 3.8: £ R—R olmak iizere f{x)=

> fonksiyonunun goriintiisiinii bulunuz.
X° +

ise.

Coziim: Tanima gore y € im(f) sadece ve sadece x e R igin y=— "
X"+

Bu esitlik suna esittir: yx’+y=3x  veya

yx2—3x+FO.

34+4/9-4y?

2y

Bu durumda x= olur.

Bu nedenle gercek ¢oziim y# 0 ve 9-4y* >0 olmalidir.
Boylece y* <9/4 yani -3/2<y<3/2 (ve y# 0) elde edilir.

Bu durumda -3/2<y<3/2, y# 0 saglandiginda y=f(x) olacak sekilde bir x reel sayis1 bulunabilir.
y=0 6zel bir durumdur fakat acik¢a f{0)=0" dir o halde, 0 € im(f) * dir.

Boylece, im(f)=[-3/2, 3/2]={yeR: -3/2<y <3/2}.

fi R —R gibi bir fonksiyonun grafigi verilmisse bu fonksiyonun goriintiisii kolayca bulunabilir.
A’ nin her bir elemaninin goriintiisii f{a); a’ dan grafigi kesene kadar dikey dogru ¢izerek ve
sonra kesigim noktasindan da y-eksenine yatay bir dogru ¢izerek bulunabilir.

3.7.1 Bilesik Fonksiyonlar, Birebir(injective) ve Orten(Surjektive) fonksiyonlar

f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun. x, A’nin eleman1 ise y=f(x) B’ ye aittir. Bu nedenle
2(y)=g(f(x)) C’ nin elemanidir. A ‘dan C’ ye  bir fonksiyon tanimlamak i¢in f ve g ‘nin
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bileskesi dedigimiz ve gof ile gosterdigimiz x> g(f(x)) ortakligin1 kullanabiliriz. gof bilesik
fonksiyonu Sekil 1.15°deki gibi gosterilebilir.

g(f(x))

=g o f(x)

Sekil 1.15. Bilesik fonksiyon

Tanima gore gof fonksiyonu z= gof{x) olacak sekilde tim (x,z) elemanlarini igeren A x C

kartezyen carpiminin alt kiimesi olmalidir. y=f(x)e B dersek (x,y) €f ve (y,z) €g ‘dir. Bu
nedenle, bilesik fonksiyonlar1 su sekilde tanimlariz.

Tanmm: f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun. Bilesik fonksiyon go f: A—C:
gof~{(x,z) e Ax C: (x,y)efve (y,z)€g (y € Bigin)}

Iki rastgele fonksiyonun bileskesi gof olmayabilir. Yukaridaki tanima gore g’ nin tanim kiimesi,
f in deger kiimesine esittir. Ancak bu kati bir kural degildir. g o f tanimin1 biraz genisletirsek:

f: A—B ve g: B’—C iki fonksiyon ve a€ A olsun. g(f{a))’ nin taniml1 olabilmesi i¢in f{a)’nin g’
nin tanim kiimesi olan B’ kiimesine ait olmasi gerekir. Bu durumda gof ‘i tanimlamak icin
2(f(a))’ nin tiim a€ A i¢in taniml1 olmasi sarttir. Boylece go f'sadece ve sadece f° in goriintiisii g’

nin tanim kiimesinin alt kiimesi ise tanimlidir. Tabii ki, bu sart yukaridaki tanimda oldugu gibi
B=B’ ise saglanur.

Ornek 3.9: fve g R—R ve fix)=x+2, g=1/(x*+1) seklinde taniml1 olsun. Bu durumda,
8°fx) = g(fx))
=g(x+2)
-
(x+2)> +1
b
x* +4x+5
Benzer sekilde; fog(x) =flg(x))
= (™ +1)
1

= +2
x*+1

_2x°+3
x*+1

Bu 6rnek gosteriyor ki, genellikle fog# gof.

46 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Teorem 3.6: f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun. Bu durumda im(g ¢ f) cim(g).

Ispat: ceim(gof) olsun. O halde, (gof)(a)=g(f(a))=c olacak sekilde ac A mevcuttur. Bu
durumda, b=f{a) € B dersek g(b)=c’ dir ve bu nedenle ceim(g)’ dir. Bu sebeple, im(g o f) = im(g).

Onceki boliimlerden hatirlayacagimiz gibi bir £ A—B fonksiyonu
(1) tanim kiimesinin farkli elemanlar1 ayn1 goriintiiye sahip olabilir.

(i))  deger kiimesinin bazi elemanlar1 tanim kiimesinin herhangi bir elemaninin
gorilintiisii olmayabilir.

Ormegin, f R—R, f(x)zx2 fonksiyonunda bu iki olasilik da miimkiindiir. Hem 2 hem de -2 ayni
goriintliye sahip oldugu gibi herhangi bir negatif reel say1 f* in goriintiisiine dahil degildir.(tiim x
reel sayilart i¢in x*>0).
Yukaridaki maddelerden ilkinin miimkiin olmadig1 fonksiyonlara birebir (injective), ikincisinin
miimkiin olmadig1 fonksiyonlara da orten (surjective) denir. Bu iki durum 1.16’ te gosterilmistir.
Sekil 1.14 (a) ‘daki fi{a,b,c,d}—{«, #,7,0,& } fonksiyonu injective’dir fakat surjective degildir.
Diger yandan, sekil 1.14 (b) ‘deki g:{a,b,c,d,e}—{ e, S,7,0} fonksiyonu surjective’dir fakat
injective degildir.

(o) injektif b sigjeldif
Tamm kimesian farkh Deger kinesiun tim elemanlar tanmm
elemanlan farldh garintiye sahip kmimesinn bir elemattun gérintisi
Sekil 1.16.

Tamm: f: A—B bir fonksiyon olsun.

(i) Tim a, a’€ A elemanlar i¢in agagidaki durum saglaniyorsa f birebir(injective)dir veya bir
injeksiyon(birebir fonksiyon)dur deriz:

Eger (a,b), (a’,b’)efvea=a’ iseb=b’.
(ii) Eger her beB igin (a,b)e f olacak sekilde ae A mevcut ise f orten(surjective)dir veya bir
orten fonksiyon(surjeksiyon)dur deriz.
Ornek 3.10: f R—R, f{x)=3x-7 olsun. f* in hem birebir hem de 6rten fonksiyon oldugunu
gosteriniz.

Coziim: f in inbirebir oldugunu gostermek i¢in tim x ve y reel sayilar1 i¢in fix)=f(y) ‘nin x=y
anlamina geldigini ispatlamamiz gerekir.

fx) =Ay)
3x-7 = 3y-7
3x =3y

x =y. O halde f birebir dir.

f in orten oldugunu gostermek i¢in, y ‘nin R deger kiimesinin herhangi bir eleman1 oldugunu
diistinelim. f{x)=y olacak sekilde x € R bulmamiz gerekir. x=(y+7)/3 olsun. O halde, xeR ve
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Sx) =Af(y+7)/3)
y+7

=3. 7

=y+7-7
=vy. O halde f 6rtendir.

Bu ispat herhangi bir dogrusal fonksiyonun fi R—R, f(x)=ax+b hem birebir hem de oOrten
oldugunu gostermek igin kullanilabilir.

A ve B R’ nin alt kiimeleri olmak iizere f: A—B fonksiyonu olsun. Bir fonksiyonun grafiginden
birebir veya orten olup olmadigini anlayabiliriz.

f ¢ in birebir olmadigini farz edelim. O halde, A’ da f{a;)=f(a,)=b olacak sekilde iki tane a; ve a,
elemani vardir. Bunun anlami b ‘den ¢izilen yatay dogru x-eksenini x=a; ve x=a, ‘de keser. Bu
durum sekil 1.17’de gosterilmistir.

A
——

Sekil 1.17.

Ote yandan eger f birebir ise bu durum higbir zaman gerceklesmez. Yani yatay dogru grafigi
birden fazla yerden kesmez.

Orten 6zelligi ise su sekildedir: im(f)=B olmak iizere f; sadece ve sadece B’ nin bir noktasindan
gecen her yatay dogru grafigi en az bir kere kesiyorsa ortendir.

Teorem 3.7: f A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun.
(i) Eger f've g her ikisi birden birebir ise g o f'de birebir’dir.
(i1) Eger f've g her ikisi birden orten ise go f'de Orten’dir.

Ispat: (i) f ve g’ nin birebir fonk. oldugunu diisiinelim. a, a’c A, b=f(a) ve b’=f(a’) olsun. Bu
durumda,
gofla)=gfla’)
= g&(fla)) = g(fla))
= 8(b) =g(b")
= b=Db’ (zira g birebirdir.)
= fla)=fla’) (clinkii fla)=b, fla’)=b’.)
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2

= a=a (zira f birebirdir.)

Boylece go fbir birebir fonk.dur.

Teorem 3.8: f A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun.

(1) g of bilesik fonksiyonu birebir ise f de birebirdir.

(i1) g o f'bilesik fonksiyonu Orten ise g de ortendir.

Tanim: ida: A—A fonksiyon, ida: {(x,x):x€A}, ida(x)=x x€A dur.

Teorem 3.9: (i) £ A—B fonksiyonu sadece ve sadece gof =ida: A—A (A’nin 6zdeslik
fonksiyonu) olacak sekilde bir g: B—A varsa birebir’dir.

(ii) £ A—B fonksiyonu sadece ve sadece fo h =idg: B—B (B’nin 6zdeslik fonksiyonu) olacak
sekilde bir A: B—A varsa birebir’dir.

Tamm: fi A—B herhangi bir fonksiyon olsun. gof gof f\ foh
=ida olacak sekilde bir g: B—A fonksiyonu f igin bir solinv. < ?9 nv
sol inverse, benzer sekilde f© h =idg olacak sekilde
bir h: B—A fonksiyonu f'i¢in bir sag inverse denir. g

h
3.7.2 Ters Fonksiyonlar Sekil 3.8.

Hem birebir hem de oOrten fonksiyonlar ilging ve
onemli 6zelliklere sahiptir.

Tamm: f; A—B fonksiyonu hem birebir hem de orten ise birebir ve Orten(bijective)dir veya
bijeksiyondur.

Teorem 3.10: A ve B R’ nin alt kiimeleri olmak tiizere fi A—B fonksiyon olsun. O halde f,
sadece ve sadece B’ nin bir noktasindan cizilen her dogru £ nin grafigini tam olarak bir yerde
kesiyorsa birebir ve orten’dir.

Teorem 3.11: (i) iki birebir ve 6rten fonksiyonun bileskesi yine birebir ve 6rten fonk.dur.

(ii) 1 A—B fonksiyonu sadece ve sadece hem sol hem de sag inverse’ e sahipse birebir ve orten
fonk.dur.

(iii) A ve B sonlu kiimeler olmak iizere f: A—B bijeksiyon ise |A| = [B].

Dikkat edilirse (i) sikkinin tersi yanlistir. Eger bir bilesik fonksiyon go f birebir ve orten ise hem
fhem de g birebir ve 6rten olmak zorunda degildir. Eger A ve B ayn1 kardinaliteye sahip sonlu
kiimeler ise A’ dan B’ ye bir birebir ve 6rten fonk. vardir.

Simdi su soruya bir g6z atalim. fi A—B seklinde verilmis bir fonksiyon olsun. g={(b,a):(a,b) f}
hangi durumlarda bir fonksiyon tanimlar? Burada g’ yi f in diyagraminda oklar1 tersine
cevirmek gibi diigiinebiliriz: Eger b=f{a) ise a=g(b) “dir.

Genel duruma bakacak olursak, fif A—B bir fonksiyon ve g={(b,a):(a,b)ef} seklinde
tanimlanmis olsun. O halde g, her bir beB i¢in (b,a) €g veya (a,b)ef olacak sekilde tek bir acA
varsa fonksiyondur. B’ nin her bir eleman: i¢in gerekli 6zellikleri saglayan a’ larin varlig1 ayn
zamanda f° in Orten olmasi i¢in aranan  sartlardir. Bunun da oOtesinde, (a,b)ef olacak
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sekilde bir ac A eleman1 sadece ve sadece fbirebir ise tektir.

Teorem 3.12: f:A—B bir fonksiyon olsun. g={(b,a)B x A: (a,b) f} bagintisi sadece ve sadece f
birebir ve orten ise B’ den A’ ya bir fonksiyondur.

Tanmm: f:A—B bir birebir ve orten fonk. ise g: B—A, ‘g(b)=a sadece ve sadece f{a)=b ise’
seklinde tanimlanan fonksiyona f° in ters fonksiyonu denir ve ' seklinde gosterilir.

Teorem 3.13: f:A—B bir bijeksiyon ise f ' :B—A fi¢in hem sol hem de sag inverse’ tir.

Ornek 3.11: £ R -{1}— R -{2}, flx)=2x/(x-1) fonksiyonunun birebir ve drten oldugunu gosterin
ve tersini bulun.

Coziim: Eger f ' ‘i bulabilirsek f birebir ve orten olmalidir. £ i bulabilmek i¢in tanimi
kullaniriz: y=f(x) ise x=f"'(y). O halde,

y=2x/(x-1)
y(x-1)=2x

-2x= f

x(y-2)=y e
x=y/(y-2) 1
F
Bu sebeple su fonksiyonu tanimlayabiliriz: a=f(b) b=f(a)

g R-{2}>R-{1}, g(y)=y/(y-2). Sekil 3.9.

3.8 Alistirmalar

1- A=7Z" x Z" ve R, A iizerinde ‘(a,b)R(c,d) sadece ve sadece a+d=b+c ise’ seklinde
tanimlanan bir bagint1 olsun. R bagintisinin yanstyan, simetrik ve gecisli oldugunu fakat
ters simetrik olmadigini gosteriniz.

2- R, A’ dan B ‘ye ve §, B’ den C ‘ye birer bagint1 olsun. R ve S ‘nin bileskesi A’ dan C ‘ye
SoR bagmtisidir ve ‘a(SoR)c sadece ve sadece aRb ve bSc olacak sekilde bir beB
elemani var ise’ seklinde tanimlanmustir.

Bu tanima gore, R, Z" iizerinde tanimli bir baginti olsun.

n R m sadece ve sadece m=n’ olduguna gore; Z" iizerinde R’= RoR bagmtisini
tanimlayimiz.

3- A={1,2,3,4} olsun.
a. A lzerinde kag tane esdegerlik bagintist vardir?

b. A iizerinde (1,2)R 6zelligine sahip kag tane R esdegerlik bagintis1 vardir?
4- Bir R bagmtisi R * iizerinde su sekilde tanimlanmustir.
(x1,y1)R(x2,y2) sadece ve sadece x;<xX, veya hem x;=x; hem de y,y» ise.

R ‘nin R iizerinde bir parcali sira oldugunu gosteriniz.

5- Asagidaki li¢ tabloda 6grenciler, dersler ve 6grencilerin derslerde aldiklari notlar ile ilgili
bilgiler yer almaktadir.
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8-

student id first name last name Level concentration
100 Lynn Icks Senior Independent
101 Bernard Mac Junior CS- Theatre Arts
102 Mike Soft Freshman Business Econ
103 June Icks Junior CS-AM
104 Alan Turing Grad Math
Tablo 3.5- STUDENTS
Course id | course name Professor semester | year
1 CS22: Discrete Math. Franco Spring 2003
2 (CS22: Discrete Math. Herlihy Spring 2002
3 CS123: Purty Pictures Avd Fall 2003
4 EC187: Game Theory Dal Bo Fall 2002
5 CS51: Turing’s Factory Savage Fall 2003
6 MA o Unknown Fall 2001
Tablo 3.6 — COURSES
student_id course _id student_grade
100 2 A
101 1 S
101 2 NC
102 4 A
102 1 B
103 5 A
104 5 A
104 6 A

Tablo 3.7 - COURSE_GRADES
Buna gore;
A almis Freshman seviyesindeki 6grencileri se¢iniz.

b. Courses tablosunda (course _name, semester) kayit tipine gore projection islemini
gerceklestirin.

c. U¢ tablo iizerinde natural  join  islemini  gerceklestirin  ve
(student_name,course_name,grade) kayit tipine gore projection yazin.

Asagidaki fonksiyonlarin goriintiilerini bulunuz.
a. fR—R,x— (x + 2)2
b. fR—R, x— x*

gf bileske fonksiyonunu tanimlayiniz.

x> +x,x>0
‘R—R, f(x)= ’
s ) {l/x , x<0
N >
gRoR go= VT2
I/x, x<0
f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olmak iizere,
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‘Hem f hem de g surjective ise gof bileskesi de surjective’dir’ seklindeki teoremi
ispatlaymiz.

9- fi(x)= fonksiyonunun tersini (g(x)) bulup gof ve fog bileske fonksiyonlarmi yazarak
sonucun x oldugunu ispatlayiniz.

10- f ve g R—R ve keR olmak iizere birer fonksiyon olsun. ft+g, f*g ve kf: R—R
fonksiyonlart sirasiyla su sekilde tanimlanmaktadir:

(Fe)x)=Ax)+g(x)
(F8)(x)=fx)*g(x)
(kNx)=kAX).

(1) Eger k#0 ise kf ‘in sadece ve sadece f bijeksiyon ise bijeksiyon oldugunu
ispatlaymiz.

(i1) Ne f+g ’'nin ne de f*g ‘nin bijeksiyon olmadig1 f ve g bijeksiyonlar
tanimlayiniz.
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4 Cebrik Yapilar
4.1 Ikili islemler ve Ozellikleri

Matematikte siklikla bazi kiime elemanlarinin birlestirilmesiyle karsilasabiliriz. Ornegin ilk
konularda 6nermelerin mantiksal baglayicilar ile birlestirilerek yeni onermeler yapilabildigini
gormiistiik. Kiimelerdeki birlesim ve kesisim islemleri de iki kiimeyi birlestirerek iiglincii bir
kiime ortaya cikarirken, gofde fve g fonksiyonlarindan farkli bir fonksiyon ortaya ¢ikarryordu.
Diger 6rnekler ise iyi bildigimiz aritmetik islemler yani toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bdlme
olabilir.

Bu oOrneklerin ortak noktasi 6zel bir kiimenin elemanlarini birlestirecek kurallar tanimliyor
olmalaridir. Bu konudaki amacimiz igin ise bu kurallarin iki eleman1 birlestirirken ortaya ¢ikacak
sonucun da kiimenin elemani olmasini saglamasi gerekmektedir. Bu kriterleri saglayan kurala
‘ikili igslem’ denir.

Yukarida verdigimiz Orneklerin ikili islem olup olmadiklari sorudaki kiimeye goére degisir.
Ornegin, pozitif tamsayilar kiimesinde toplama islemi ikili islem iken ¢ikarma islemi degildir
zira verilen iki pozitif tamsayinin ¢ikarilmasi sonucunda negatif bir tamsay1 elde edilebilir. Ote
yandan ¢ikarma islemi tiim tamsayilar i¢in bir ikili islemdir.

Bazi ikili islemler i¢in elemanlarin birlestirilme siralar1 6nemli iken bazilar1 i¢in Onemli
olmayabilir. Ornegin, toplama isleminde m+n=n+m ‘dir fakat m-n ile n-m aym degildir. Bu
nedenle, ikili igslem bir kiimenin herhangi eleman giftleri iizerinde degil sirali ikilileri tizerinde
etkilidir diyebiliriz.

Ozet olarak, bir ikili islem igin iki sey gereklidir: bir kiime ve bu kiimenin elemanlarmin
herhangi bir sirali ikilisini birlestirerek sonucun yine kiimenin bir elemani olmasini saglayan bir
kural.

Tanim: Bos olmayan S kiimesi {izerinde bir * ikili islemi herhangi iki x,yeS elemani
birlestirerek zeS elemanin1 veren bir kuraldir ve z=x*y seklinde gosterilir.(Ayrica ikili islemler
simge olarak, @,°,x,M ilede gosterilebilir)

Tanimdan da anlasilacagi gibi bir ikili islem S’ nin bir elemanim1 S° ye ait olan x ve y
elemanlarinin tiim (x,y) sirali ikililerine atayan bir fonksiyondur. Bu sirali ikililerin kiimesi tabii
ki S x S kartezyen ¢arpimidir. Bu da bizi asagidaki tanima gotiiriir:

Tanim: Bos olmayan S kiimesi lizerinde bir ikili islem f: S X S—S seklinde bir fonksiyondur.
x ve ye S’ nin elemanlari ise f(X,y)’ yi x*y seklinde gosteririz.

x*y’ nin S kiimesine ait olmas1 gerektigi kosulu ikili iglemin kapahhk 6zelligidir ve bu kosul
saglanirsa S, * islemine gore kapalidir deriz.

Ornek 4.1: Sonlu bir kiime {izerindeki bir ikili islemin sonucu bir tablo ile de gosterilebilir.
Ormegin S={a,b,c,d} kiimesi iizerinde bir * ikili islemi tanimlayalim: Tablo 4.1.

Tabloyu yorumlamadaki mantik su sekildedir: Ornegin b*d isleminin sonucu b ile
etiketlendirilmis satir ile d ile etiketlenmis siitunun kesisimi ile elde edilir. O halde, b*d=b ‘dir.
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Benzer sekilde c*d=a, d*c=c, c*c=a ’dir.

*1a|b|c|d
ala|b|c|d
b|d|c|a]|Db
c|c|bjlal|a
d| d|b|c| a

Tablo 4.1 Ikili islemin tablo ile gdsterilmesi

Simdi belli ikili islemlerin 6zelliklerini ayirt edebilmemizi saglayan bazi tanimlara bakalim. flk
tanim * ikili igsleminin bir kiimenin elemanlarinin giftlerini birlestirdigi ve bu nedenle a*b*c
ifadesinin iki degisik sekilde okunabildigi ger¢egi ile ilgilidir. Bu ifadeyi (a*b)*c yani dnce a ve
b ‘yi sonra sonucu c ile birlestirmek seklinde yorumlayabiliriz. Yada a*(b*c) yani a © y1 b*c
isleminin sonucu ile birlestirmek seklinde de yorumlayabilirdik. Baz1 ikili islemler i¢in 6rnegin
reel sayilar lizerindeki ¢ikarma isleminde iki yorum iki farkli sonug verir. Bazilari igin ise higbir
sey degismez. Bu tip ikili islemler ‘birlesme’ 6zelligine sahiptir denir.

Tanim: Bir S kiimesi tizerindeki * ikili iglemi, tiim x,y,z €S i¢in
(x*y)*z=x*(y*z) ise birlesme(associative) 6zelligine sahiptir.

Birlesme 6zelligine sahip olmayan bir ikili islemden ikiden fazla terim igeren ifadeler igin ilk
once hangi elemanlarin isleme tabi tutulacagini belirtmek amaciyla parantez kullanilmalidir.

Hatirlarsak ikilli islemi (x,y) siral ikilisi tizerinde tanimlamistik. Tanimin haricinde, eger x ve y
bir kiimenin elemanlar1 ise x*y ve y*x de kiimenin elemanlar1 olmalidir. Fakat bu islemlerin
sonucu ayni olmayabilir. Toplama islemi gibi x*y=y*x olan bazi ikili islemler i¢in degisme
Ozelligine sahiptir denir.

Tanmm: Bir S kiimesi lizerindeki * ikili islemi, tiim x,y €S i¢in

x*y=y*x ise degisme(commutative) 6zelligine sahiptir.

Belli ikili islemlerde, kiimenin herhangi bir eleman ile birlestirildiginde bu elemani
degistiremeyen bir eleman vardir. Ornegin reel sayilardaki toplama isleminde sifir bu 6zellige
sahiptir: x+0=0+x=x. Eger varsa boyle bir elemana etkisiz eleman denir.

Tanmm: * bir S kiimesi tizerinde bir ikili iglem olsun. Tiim x €S i¢in

x*e=e*x=x Ozelligine sahip bir eeS eleman1 * islemi i¢in etkisiz eleman olarak
adlandirilir.

Dikkat edilirse, ¢ etkisiz eleman olmak tizere, S kiimesindeki tiim x elemanlari igin x*e=x ve
e*x=x esitliklerinin her ikisi de saglanmasi gerekmektedir. Tamsayilardaki ¢ikarma isleminde O
etkisiz eleman degildir zira x-0=x fakat 0-x=-x" tir.

Asagidaki son 6zellik ise sadece etkisiz elemana sahip ikili islemlerle ilgilidir.

Tanmm: * bir S kiimesi lizerinde bir ikili islem olsun ve bir eeS etkisiz eleman1 oldugunu
varsayalim. x, S’in bir elemanidir dersek, x’ in tersi bir yeS elemanidir 6yle ki,

x*y=y*x=e.
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Bir elemanin tersi tektir ve y=x ' seklinde yazilir. (Ayn1 zamanda x=y ).

x " bazen 1/x ile kanstirilabilir. 1/x, sadece eger S kiimesi sifir hari¢ reel sayilar kiimesi ve *
carpma ikili iglemi ise x’ in tersidir.

Ornek 4.2: Tablo 4.1 de verilen ikili islem birlesim 6zelligine sahip degildir zira
(b*d)*a=b*a=d  iken
b*(d*a) =b*d =b “dir.

Benzer sekilde bu ikili islemin degisme 6zelligi de yoktur ¢iinkii b*a # a*b ‘dir. Tablo 4.1’¢
bakildiginda etkisiz elemanin da olmadigi kolayca goriilebilir.

Ikili islemde etkisiz eleman olmayabilir fakat eger varsa bu eleman tektir.

Teorem 4.1: *, S kiimesi tizerinde bir ikili islem olsun. Eger bir etkisiz eleman varsa bu eleman
tektir.

ispat: e; ve € , S kiimesinde * islemi altinda etkisiz elemanlar olsun. e, bir etkisiz eleman
olduguna gore,

er¥*er=ery*e;=e;.
Fakat e; de bir etkisiz eleman olduguna gore
ey*e| = e ey =es.
Bu durumda agikga goriiliiyor ki e;=e;. O halde, etkisiz eleman tektir.

Teorem 4.2: *, S kiimesi lizerinde degisme 6zelligine sahip bir ikili islem ve e bu iglem altinda
bir etkisiz eleman olsun. Bu durumda bir elemanin tersi eger varsa tektir.

Ispat: xeS elemanin tersinin y ve z oldugunu diisiinelim. O halde,

z¥x =x*z=e.

Bu durumda,

y=y*e
= y*(x*z)
= (y*x)*z (birlesme kurali)
=e*z
=Z.

Boylece x’ in tersinin tek oldugunu ispatlamis oluruz. Dikkat edilirse bu teoremin ispatinda ikili
islemin birlesme 6zelligine sahip olmasi gerekli sarttir. Eger ikili islem birlesme 6zelligine sahip
degilse ters elemanin tek olmasi garanti degildir.

4.2 Cebrik Yapilar

Bir cebrik yapi, bir veya daha fazla kiime ile birlikte bir sekilde kiime elemanlarin
birlestirebilen bir veya daha fazla islemden  olusur. Belli bir cebrik yapi i¢in 6nemli olan
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cogu oOzelliginin icerdigi islemlerden tahmin edilebilmesidir. Bunun anlami ortak ozelliklere
sahip cebrik yapilarin siniflara (ailelere) ayrilabilecegidir. Verilen bir cebrik yapiin hangi belli
yapt ailesine ait oldugunu bulabilmek, bu ailenin tiim elemanlarmin hangi karakteristik
Ozelliklere sahip oldugu sonucuna varabilmemize imkan verir. Yani eger belli bir yapinin ‘grup’
oldugunu anlayabiliyorsak bu yapinin gruplarin tiim karakteristik 6zelliklerine sahip oldugunu
varsayabiliriz.

Burada inceleyecegimiz cebrik yapilar tek bir S kiimesi ile birlikte bu kiimenin elemanlarini
birlestiren tek bir ikili islemden olusur. Bu tip bir yapiyr iki gerekli kisimdan olustugunu
belirtmek i¢in (S, *) seklinde (bir kiime ve bu kiime {izerinde bir ikili islem) gosterebiliriz.

4.2.1 Yan-Gruplar

[k cebrik yap1 smifimiz icin ikili islemin sadece birlesme 6zelligine sahip olmasi gerekir. Bu
Ozellige sahip cebrik yapilara ‘yari-grup’ denir.

Tanim: S, bos olmayan bir kiime ve *, S ilizerinde tanimli bir ikili islem olsun. (S,*) yapist S
tizerinde * islemi birlesme 6zelligine sahipse yari-gruptur.

Eger islem hem birlesme hem de degisme 6zelligine sahipse (S, *) yapisi degisken yari-grup
adin1 alir.

Ornek 4.3: A sembollerden olusan bos olmayan bir kiime olsun. Boyle bir kiimeye alfabe denir.
Bazi alfabe 6rnekleri sunlardir:

(a) A={}
(b) A={a,b,c,d,...,Xx,y, z}
(©) A={,+,-,,/,8,%, &}.

Bir A alfabesi verilmisse, bu alfabeden sonlu sirali semboller dizisi tanimlayabiliriz ve buna
kelime (string) deriz. Kelimenin uzunlugu i¢erdigi sembol sayisi kadardir.

O halde, A bir alfabe diyelim ve A iizerindeki tiim kelimelerin kiimesi A*’ 1 diigiinelim. A*
kiimesindeki elemanlar iizerinde bir ekleme (concatenation) islemi tanimlayalim. x ve y, A*
kiimesinin iki eleman1 ise x ve y ‘nin eklenme islemi x*y seklinde gosterilir ve x ile y
kelimelerinin yan yana yazilmalari ile elde edilir. Ornegin A={a, b,c, d} ise

abd*cabc = abdcabc
baaa*ccbabb = baaaccbabb.

Verilen bir A alfabesi i¢in A* tizerindeki ekleme islemi bir ikili islemdir ve tanimdan da acikca
anlasilacagi gibi bu islem birlesme O6zelligine sahiptir. Bu nedenle, (A*, *) yapisi bir yari-
gruptur.

4.2.2 Monoidler

Yari-gruplarin ikili islemlerindeki tek kisitlama, ¢ok fazla ilging 6zelligin ortaya ¢ikmasina
yetecek yapiyr vermez. Bu nedenle siradaki cebrik yapi ailesinde birlesme 6zelligine bir sart
daha ekleyecegiz- etkisiz elemanin varligi. Bu iki 6zellige sahip cebrik yapilara ‘monoid’ denir.

Tanim: Bir monoid etkisiz elemana sahip  bir (S, *) yari-gruptur.
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Eger *, ayn1 zamanda degisme 6zelligine de sahipse monoid degisken monoid diye adlandirilir.
Ornek 4.4: Ornek 4.3 “te kelimeler tizerindeki ekleme islemini tanimlamistik. A* kiimesine bos
kelimeyi (empty string) yani hi¢bir sembol icermeyen kelimeyi ekledigimizi diisiinelim. Bos
kelimeyi {A} ile gbsterirsek, tiim xe A* U {A} icin

x*{A} = {A}*x =x ‘dir.
O halde, (A* U { A },*) yapis1 bir monoiddir.
4.2.3 Gruplar

Cebrik yapilarin tek bir islem iceren en Onemli ve ilging Orneklerinin ¢ogu, monoidleri
tanimlayan iki sarta ek olarak bir {igiincii sart1 daha saglar. Bu sart da kiimenin her bir elemanin
isleme gore tersinin oldugudur.Bu sarti monoidlerin sartlarina eklersek ‘grup’ olarak bilinen
cebrik yapiy1 tanimlamis oluruz.

Tanim: Her bir elemanin tersinin oldugu monoide (S, *) grup denir. Yani (S, *) ¢ifti su ii¢ sart1
saglar:

(G)) *, S iizerinde birlesme 6zelligine sahiptir.

(Gy) bir etkisiz eleman mevcuttur.

(G3) S’ in her bir elemaninin tersi mevcuttur.

Hatirlarsak, birlesme 6zelligine sahip bir ikili islemde ters elemanin tek oldugunu ispatlamistik.

Ornek 4.5: Omek 4.4 ‘te tammladigimiz (A*U  {A},*) monoid bir grup degildir zira bos
olmayan bir x kelimesi i¢in bos kelime olmak {izere,

x*y = y*x = {A}

sartinin saglayan baska bir y kelimesi bulamayiz. Bu nedenle, A* U { A } kiimesinde A haricinde
hicbir elemanin ekleme iglemi altinda bir tersi yoktur.

4.3 Ahstirmalar

1- S kiimesinin bir A kiimesinin tiim alt kiimelerini igeren bir kiime oldugunu ve bu kiime
iizerinde kesisim M ikili islemini diisiinelim.

(@) M igleminin S iizerinde degisme 6zelligi var midir?
(ii)  Etkisiz eleman1 nedir?
(iii)  Eger varsa hangi elemanlarin tersi vardir? Bunlarin tersleri nelerdir?

2- S kiimesinin bir A kiimesinin tiim alt kiimelerini igeren bir kiime olsun ve tim X, YeS
i¢in

X*Y = (X-Y) U(Y-X) olsun.

@) * isleminin S {izerinde bir ikili islem oldugunu
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gosteriniz.
(ii) * 1gleminin degisme 6zelligi var midir?
(iii) * isleminin birlesme 6zelligi var midir?
(iv)  Etkisiz eleman1 var midir? Varsa nedir?
v) Eger etkisiz eleman varsa XeS elemaninin tersi nedir?
3- *ikili islemi,

N X, X2y
x*y = (xyeN)
Y, X<y

seklinde tanimlanmis olmak tiizere (/V,*) yapisimi diisiinelim.( V,*) yapisinin yari-grup
oldugunu gosteriniz. Bu yap1 monoid midir? Neden?

N lizerinde o ikili islemini

{X,xﬁy
Xoy =
Y, x>y

seklinde tanimlarsak; (#V, o) yapist yari-grup mudur? Monoid midir?
4- 7/5 ={[0],[1],[2],[3],[4]} kiimesinin ¢arpim modulo 5 islemi altinda bir grup olmadigini

fakat Z/5 —{[0]}={[1],[2],[3],[4]} klimesinin bu islem altinda bir grup oldugunu
gosteriniz. Z/4 — {[0]} kiimesi ¢carpim modulo 4 islemi altinda bir grup mudur?
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S Gruplar ve Yari-Gruplar

5.1 Gruplar ve Bazi Grup Aileleri

Tanim(Grup): Her bir elemanin tersinin oldugu monoide (G, *) grup denir. Yani (G, *) ¢ifti su
li¢ sart1 saglar:

(Gy) *, G lizerinde birlesme 6zelligine sahiptir.
(Gy) bir etkisiz eleman mevcuttur.
(G3) G’ nin her bir elemaninin tersi mevcuttur.

Bu konuda daha 6nce bahsettigimiz ii¢ cebrik yapi igerisinde en 6nemli olan grup yapisindan
bahsedilecektir. Bu bdliimde ve bundan sonraki boliimlerde belirtilmemis ikili islemler igeren
ifadeler yazarken * simgesini goz ardi1 edecegiz. Sadece yanlis anlamalara imkan verecek iki ikili
islemi birbirinden ayirt etmek i¢in kullanacagiz. Ornegin x*y yerine xy yazacagiz (ancak garpma
islemi ile karistirmamaliy1z). Ayrica asagidaki gibi X’ in tislerini tanimlayacagiz.

neZ' olmak iizere  x"=x*x*...*x (n tane)

ve xeZ olmak iizere x "=(x )" =x""* x*x*___* x! (n tane)
Ayrica etkisiz elemani da su sekilde tanimlaniz: x"=e.

Herhangi bir (G,*) grubun en belirgin 6zelligi biiylikligli yani grubun temelini olusturan G
kiimesinin eleman sayisidir. Buna (G,*) grubunun order’1 denir.

Tanim: (G,*) grubunun order’1 G kiimesinin kardinalitesidir ve |G| seklinde gosterilir.
Teorem 5.1: (G,*) bir grup ise sol ve sag sadelesme kurallar1 uygulanabilir yani, a,x,yeG ise

1. ax=ay ifadesinin anlami x=y (sol sadelesme kurali)

2. xa=ya ifadesinin anlam1 x=y (sag sadelesme kurali)
Teorem 5.2: (G,*) bir grupsa ve a, b €G ise;

(a) ax=b denkleminin x=a 'b seklinde tek bir ¢oziimii vardir ve,
(b) ya=b denkleminin y=ba "' seklinde tek bir ¢oziimii vardr.

Ispat: ax=b olsun.

Bu denklemin her iki tarafin1 a ' ile carparsak:
a’l(ax)=a’b
(a'ax=a’lb
ex=a "' b
x=a"b.

Boylece x=a "' b denklemin bir ¢oziimiidiir. Bu ¢dziimiin tek ¢6ziim oldugunu gdstermemiz
gerekir.
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X1 ve X, her ikisi de ax=b ‘nin ¢6zlimii olsun. O halde,
ax;= b jaxo=b
ax) = axp
X1 = X2

Baylece x=a™ b tek ¢oziimdiir.

Bu iki teoremin yararli bir sonucu sonlu sayida elemana sahip bir grubun Cayley tablosuna
yerlestirilmesidir. Ikinci teorem her bir elemanin her satir ve siitunda tam olarak bir kere
bulunmasini garantiler.

Teorem 5.3: Eger (G,*) sonlu bir grupsa, bu grubun Cayley tablosunda G’ nin her elemant her
bir satir ve siitunda sadece bir kez yer alir.

5.1.1 Halka (Cyclic) Gruplan
Tablo 5.1’deki Cayley tablosu ile tanimlanmis grubu ele alalim:

*lel|la|b]|c
elela|b]|c
alal|b|c|e
b|b|c|e]|a
clcle|alb
Tablo 5.1.

Her bir elemani n bir tamsay1 olmak iizere a” biciminde yazabilecegimizden bu grup icin a'=a,
a’=b, a’=c ve a'=e “dir. Verilen herhangi bir eleman i¢in bu gdsterim ayni degildir. Ornegin,
b=a’=a’=a” vs. yazabiliriz. Aslinda kiimenin her bir elemanin1 a’ nin kuvvetleri biciminde
gostermek i¢in sonsuz sayida yol vardir. {e,a,b,c} ‘nin her elemani a" bi¢iminde yazilabilir ve bu
duruma a grubun bir iiretecidir (generator) denir.

Dogal olarak, diger baska elemanlar da grubun tiretecimidir? sorusu aklimiza gelir. ¢ elemaninin
da bir iirete¢ oldugunu fakat n ¢ift ise b"=e ve b tek ise b"=b oldugundan b ‘nin bir iireteg
olmadigini sdyleyebiliriz. En az bir tane iiretece sahip gruplara halka denir.

Tanmm: (G,*) grubu, n bir tamsay1 olmak tizere her bir geG i¢in bir g=a" olan bir aeG elemani
mevcutsa halkadir denir. (G,*) grubu a tarafindan iretilmistir denir ve a (G,*) grubunun
tireticidir.
Ornek 5.1: (Z,+) grubunun halka oldugunu ve iiretecinin 1 oldugunu gosteriniz.
Coziim: Etkisiz eleman 0, ve 1 elemaninin tersi -1 “dir.
neZ elemani i¢in n>0 olmak iizere;
n=I1+1+...+1 (n tane)
=n.l.
n<0 ise;
-n=(-1)+ (-1)+...+ (-1) (ntane)
= [n| (-1)
=n.l.

n=0 ise; n=0.1=n.1. Boylece (Z,*) halka grubudur ve 1 bir {iretectir.
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5.1.2 Dihedral Gruplar

Asagidaki sekilde koseleri 1,2, ve 3 ile numaralandirilmig eskenar liggene goz atalim.

1
2 /\ 3
Simdi bu iicgenin kdselerinin yerlerinin degisimine yol agacak olasi doniisiimlerini diigiinelim.
Ornegin, bu liggen saat yoniiniin tersine merkezinden 120° dondiiriiliirse,

3
1/\2

Uggenin en tepe noktas1 (1) ile bu noktanin karsisindaki kenarin orta noktasini birlestiren

dogrudan yansimasi ise;
1
3 /\ 2

Biitiin bu doniisiimlerin kiimesine eskenar tliggenin simetrileri kiimesi denir. Bu tip, ii¢ tane
rotasyonlart igeren, {i¢ tane de asagidaki L;, L, ve Ls dogrularinda yansimalari i¢eren alt1 tane

simetri vardir.
/\< L;

Sekil 5.1

L;

Sekil 5.2 her bir doniisiimden sonra koselerin pozisyonlarini gostermektedir.
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Simetri Doniisiimiin Sonucu

1 1
ro: saatin tersi yonde 0 ° dondiirme _— >
2 3 2 3
1 3
r;: saatin tersi yonde 120 ° dondiirme —
2 3 1 2
1 2
r,: saatin tersi yonde 240 ° dondiirme —_—>
2 3 3 1
1 1
m,: L, de yansima EE—
2 3 3 2
1 3
my: L, de yansima _— >
2 3 2 1
1 2
m;: L3 de yansima e
2 3 1 3

Sekil 5.2

T={ry, 11, 15, m;, mp, ms} kiimesini ve * islemini diisiinelim ve a*b=ab ‘nin anlami ‘a
dontisiimiinden sonra b donilislimiinii uygula’ olsun.Bu nedenle, r;*m; ‘in anlami ‘licgeni saat
yOniiniin tersine 120° gevir ve sonucu L, tizerinde yansit’. Sekil 5.3 bu iki doniisiimiin sonucunu

gostermektedir.

2 3 I ] 2 2 t

[
Sekil 5.3

Ortaya ¢ikan sonug¢ tek bir m, doniisiimiine esittir ve rym;=m, yazilabilir. * islemi degisme
ozelligine sahip degildir zira m;r;=mjs “tiir.

T kiimesinin * iglemi altindaki Cayley tablosu Tablo 5.2’de gosterilmistir
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¥ |rg |rg |rp |my |m | mg
g |To I n my mp | my
n | n I Ty my msj m;
r, | To I ms m; my
my | my m; |mp |Tp V] I
my | m; | m m; |1 Ty I
m; ms [mp; |m; |1 I To
Tablo 5.2

Agiktir ki *, T {izerinde bir ikili islemdir ve (T,*) ‘in degisme 6zelligine sahip olmayan bir grup
oldugunu gosterebiliriz. Etkisiz eleman 1o ‘dir ve her bir elemanin tersi vardir. Ote yandan her
dontisiim bir fonksiyon olarak diisiiniiliirse * igleminin birlesme 6zelligine sahip oldugu kolayca
gosterilebilir.

(T,*) grubu genellikle D3 seklinde ifade edilir ve eskenar {iggenin simetri gruplar1 veya 3.
dereceden dihedral grup seklinde isimlendirilir.

Benzer simetri gruplar tiim diizgiin ¢okgenler i¢in de gecerlidir. n. dereceden dihedral grup n
kenarli diizgiin cokgenin simetri grubudur. 2n tane eleman1 vardir ve D,, seklinde gosterilir.

5.2 Permutasyon Gruplari
Tamim: S bos olmayan bir kiime olsun. S’ in bir permutasyonu S’ ten S’ e bir bijeksiyondur.

Belli bir bijeksiyonu tanimlamak igin kullanilan yol genellikle S’ in tiim elemanlarinin
eslesmelerinin etkilerini gostermektir. Ornegin, S={1,2,3,4} ise su sekilde bir p; bijeksiyonu
tanimlayabiliriz.

pi(1)=2 pi1(2)=4 pi1(3)=3 pi(4)=1.

pi1’i gostermenin daha uygun yolu, ilk satir1 S ‘in elemanlarindan ve ikinci satir1 bunlara karsilik
gelen goriintiilerinden olusan bir dizi kullanmaktir. p; bijeksiyonu i¢in sunu yazabiliriz:

_‘ 1 2 3 4
PZlp p@ 23 pi4

1 2 3 4
12 4 3 1

flk satirda listelenen S’ in elemanlarinin siras1 énemli degildir. Onemli olan her bir elemanin
altindakinin uygun bijeksiyondaki goriintiisiiniin olmasidir.Yani p;’ i su seklide de yazabiliriz:

21 4 3

PPy 21 3

Simdi de A={1,2,3} kiimesini diisiinelim ve S; A’ nin tiim permutasyonlarinin kiimesi olsun. (S;
notasyonunu kullanmamizin sebebi kiimenin 3 elemanli oldugunu belirtmektir.) S;’{in agagidaki
gibi 6 elemanli py, po, ..., P oldugunu tahmin etmek zor degildir.
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|12 03 12 03 12 03
PPy 3 PR, g P,

|12 03 1203 12 03
Pl g Py P, g

S; lizerinde tanimlanabilecek dogal bir ikili islem vardir ki bu fonksiyonlarin birlesmesidir. Bu
nedenle, pip; (pi, pj€S3) pi ve p; bijeksiyonlarinin bileskesi anlamina gelir.

Islem acikca goriildiigii gibi bir ikili iglemdir zira S tizerindeki bijeksiyonlarin bileskesi yine S
tizerinde bir bijeksiyondur. Ornegin psps ‘i diisiinelim. Dizi bigiminde sdyle yazabiliriz:

1 2 3 ‘123

PP o 13 21

p3ps bijeksiyonunu temsil eden diziyi bulabilmek i¢in bijeksiyonun A’ nin her bir elemani
iizerindeki etkisini bulmamiz gerekir. Ornegin 1 elemanini alalim. ps dizisinde 1—3 ‘tiir. ps dizisi
bize 3—1 verir. Bu nedenle, psps bijeksiyonu altinda 1’ in goriintiisii 1° dir. Bunu su sekilde
gosterebiliriz:

123 |1 23
p3p5112 32 1
1203
11 2 9

Bu islemi A’ nin diger elemanlar ile de tekrarlarsak;

1 2 3 1 2 3
PPsTa 32 1
1203

1 3 2

Bu dizi ps’ii temsil eden dizidir, o halde psps=p4 yazabiliriz. (S3,*) i¢cin Cayley tablosu; tablo5.3
deki gibidir.

* Pt P2 Ps ps Ps Pe
Pt |P1 P2 P3 P4 P5  Ps
P2 [pP2 P3 P1 P5s Pe D4
P3 |P3 P11 P2 Pe P4 Ps
P4 |P4 Ps Ps Pt P3 P2
bs |Ps P4 DPs P2 P1 P3
P6 [Ps Ps P4 P3 P2 Pi1
Tablo 5.3
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(S3,*) yapisinin degisme 6zelligine sahip olmayan bir grup oldugunu kolayca dogrulayabiliriz.
Birlesme 6zelligi ise fonksiyonlarin bileskesinin birlesme 6zelliginden gelir.

Eger S={1,2,...,n}ise bu durumda [S|=n ve permutasyonlar kiimesi S, n(n-1)(n-2)...1=n!
elemanlhidir. Bu nedenle S’ ten S’ e bijeksiyon tanimlarken S’ in ilk elemani, S’in herhangi bir
elemaniyla; ikinci elemant S’in diger n-1 elemaninda biriyle vs. eslestirilebilir. Bu da bize
toplamda n! olasi bijeksiyon verir. Herhangi bir pozitif n tamsayis1 i¢in * bijeksiyonlarin
bileskesini ifade etmek {iizere, (S,,*) n. dereceden simetrik grup seklinde adlandirilan bir
gruptur.

5.3 Morfizm ve Grup Kodlari

5.3.1 Isomorfizm (Isomorphism)

Daha onceki konularda {i¢ 6nemli grup ailesi (halka gruplari, dihedral gruplar ve permutasyon
gruplari) 6rneklerini incelemistik. 3 elemanli bir kiimenin D5 dihedral grubu ve S; permutasyon
grubu i¢in Cayley tablosu, tablo 5.4’deki gibidir.

*lro ™ rn m m m; *|pr P2 Ps P4+ Ps De
Io Io I rp m  m m3 Pr |Pt P2 P3 P4 P5s D¢
I I I To m; m3 m P2 |P2 P3 Pt Ps DPs P4
1) Iy Io rr m3 m m3 p3 |P3 Pt P2 Ps Ps4  Ps
m | m mz m; I I I P4 |P4 Ps Ps P1 P3 P2
my | my m;y mz I Iy 9] Ps |Ps P4 Ps P2 P1  P3
ms | my m; I I To Pe |Pe P5s P4 D3 P2 D1

Tablo 5.4

Tablo 5.4’deki tablolar1 karsilastirirsak ilging bir sekilde her iki tablonun isimlendirmeler disinda
ayn1 oldugunu goriiriiz. Ilk tabloda 1, ‘nin oldugu yerlerde ikinci tabloda p3; ms ‘iin oldugu
yerlerde pe vardir vs. py, p2, ..., pe doniisiimleri yerine sirastyla ry, 1y, 15, m;, mp, ms kullanirsak
iki tablo aym olur. Iki sonlu grup bu sekilde iliskilendirilmis ise ‘izomorfik’ olarak
adlandirilirlar.

Izomorfik olmak gruplarin ayni olmas1 demek degildir. Ornegimizde iki kiime elemanlar1 nasil
etiketlendirilirse etiketlendirilsin farklidir ve ikili islemleri ayn1 degildir. Ote yandan, izomorfik
gruplar arasinda ¢ok yakin bir iligki vardir dyle ki elemanlar1 ayn1 olmasa da yapilar1 aynidir ve
bir sekilde bu iligkiyi matematiksel olarak tanimlamamiz gerekir.

Cayley tablolarinin isimlendirilme disinda ayni olmasit demek, D3’ iin elemanlari ve S; ‘“lin
elemanlar1 arasinda bire-bir eslesme olmasi demektir. Bu bire-bir eslesme grup yapisini
muhafaza etme Ozelligine sahip bir bijective fonksiyondur. Bu tip bir fonksiyona izomorfizm
denir. Daha ciddi bir ifadeyle: (G,*) ve (G’,0) seklinde verilmis iki grup varsa bir izomorfizm
bijective bir f.G—G’ fonksiyonudur oyle ki; g;* g, ‘nin gorilintiisi G’ ‘niin elemanidir ve o
isleminin g; ve g, ‘nin goriintiilerine uygulanmasi isleminin sonucudur. Sekil 5.3’ te bu
diisiinceler 6zetlenmistir.
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v

g1, & R f(g1), f(g2)

G ‘de G de
birlesim birlesim
f(gl)° f(g2
. f : (g l (g )} Ay
81" 82 f(g, *g,)
Sekil 5.4

Tanimm: (G,*) grubundan (G’,0) grubuna bir izomorfizm bir bijective f:G—G’ fonksiyonudur ve
tim gy, g €G igin

flgi*g)=f(g1) o flgp) ‘dir.

Eger boyle bir fonksiyon varsa (G,*) grubu (G’,0) grubu ile izomorfiktir deriz ve (G,*)=(G’,0)
seklinde yazariz.

D; ‘ten S3’ e bir izomorfizm f: ro—pi, r1—p2, 2—p3, M;—ps, My—ps, M3—ps seklinde tanimlanir.

Daha genellestirip n elemanli bir kiimenin tiim permutasyonlarinin grubu n. derece bir dihedral
ile izomorfik midir diye sorarsak cevap hayirdir. Ciink{i, n>3 i¢in bu gruplarin order esit
degildir. O halde, D,—S, seklinde bir bijeksiyon mevcut degildir. n derece bir dihedral i¢in
|Dn[=2n iken |Sy[=n! ‘dir.

Ornek 5.2: (R, +) ve (R',x) gruplarini diisiinelim. £ R—R" ve fix)=2* fonksiyonunun (R,+)’ dan
(R",x)’ ye bir izomorfizm tanimladigini gosteriniz.

Coziim: iki seyi gostermemiz gerekir:
a. f in bijeksiyon oldugunu,
b. x,yeR ise fix+y)=f(x).f{y) oldugunu.

f ‘in bijeksiyon oldugunu dogrulamanin en kolay yolu y=£(x) ‘in grafigini ¢izmektir. Bu grafik
sekil 5.4 ‘te gosterilmistir.

Ty X

v

Sekil 5.5

y- ekseninin pozitif kismindaki tiim yatay dogrular grafigi tam olarak bir yerde kesigine gore f
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bir bijeksiyondur.Ayrica,
fxcty)=2*"
=2%27
=fx)AY)
O halde f in (R,+) ‘dan (R",x)’ ya bir izomorfizm oldugunu gostermis olduk.

Iki grubun izomorfik olup olmadigini belirlemek i¢in bir¢ok deneme yanilma yapmak gerekir ve
bu da ozellikle gruplarin orderlar1 biiyilkse ¢ok zaman alir. Bu zaman izomorfizmin bilinen
ozellikleri kullanilarak azaltilabilir. Bu 6zelliklerin bir kism1 asagidaki teoremde listelenmistir.

Teorem 5.3: Eger £:G1—G; (G1,*) ve (G»,0) gruplar arasinda bir morfizm ise;
(1) e, (G1,*) “da bir etkisiz eleman ise f{e) (G,0) ‘da bir etkisiz elemandir.

(2) (Gy, *), sadece ve sadece (Gj,0) degisme Ozelligine sahip bir grupsa degisme 6zelligine
sahiptir.

(3)a (G, *)’ da a’ nn tersi ise fla™), fla)’ nn (Go, 0) ‘da tersidir. Yani, fla”)=[f{a)]™".
(4) £ ': G,—G; ters fonksiyonu (G,,0)’dan (G,,*)’ ya bir izomorfizm tanimlar.

(5) (G1,*) sadece ve sadece (G,,0) halka ise halkadir.

(6) Eger ae@G; ise |a]=|f(a)|.

Bu ozelliklerin izomorfik gruplara uygulanabilecegini ve bu 0Ozelliklerden birinin olmamasi
durumunda sorulan iki grubun izomorfik olamayacagini kanitlamak ¢ok zor degildir. Bu nedenle,
iki grubun izomorfik olmadigim1 géstermek i¢in bir grup i¢in gegerli digeri i¢in gegersiz olan bir
ozellik bulmak gerekir. Ote yandan iki grubun izomorfik oldugunu gostermek igin ortak
ozelliklere sahip olduklarini géstermek yeterli degildir.

Izomorfizm Prensibi

iki grubun izomorfik oldugunu gdstermek igin birinden digerine bir izomorfizm bulunmalidir;
iki grubun izomorfik olmadigini gostermek i¢in bir grubun sahip oldugu digerinin sahip olmadigi
bir grup 6zelligi bulunmalidir.

Ornek 5.3: D3 ve (Z/6, +4) gruplar1 izomorfik midir?

Coziim: Teorem 5.2° deki 2. maddeyi uygularsak bu iki grubun izomorfik olmadigini
sOyleyebiliriz. Ciinkii (Z/6, +¢) degisme 6zelligine sahipken D5 degildir.

5.3.2 Morfizmler

(G,*) ve (G’,0) gruplarinin izomorfik olmasi i¢in bijective ve ayrica grubun yapisini devam
ettiren bir fG—G’ fonksiyonu tanimlayabilmemiz gerekir. Bijective kosulunu kaldirirsak
‘morfizm’ olarak adlandirdigimiz daha genel bir yapi-koruyan fonksiyon tanimlariz. Morfizmler
sadece grup ciftleri arasinda degil ayn1 zamanda herhangi iki cebrik yapi arasinda da
tanimlanabilir.
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Tamm: (A,*) ve (B,0) seklinde iki cebrik yap1 verilmisse, (A,*)’ dan (B,0)’ ya bir morfizm
f:A—B fonksiyonudur dyle ki tiim a; a;€A ig¢in;

Slar*a)= fla) o flas)

Bir morfizm surjective olmak zorunda degildir o halde B ‘de, A’ daki herhangi bir elemanin
gorlintiisiic olmayan elemanlar olabilir. Eger surjective ise bu morfizm epimorfizm olarak
adlandirilir. Benzer sekilde bir morfizm injective olmak zorunda degildir o halde B ‘de, A’ daki
birden fazla elemanin goriintiisii olan elemanlar olabilir. Injective bir morfizme monomorfizm
denir. Bir izomorfizm hem surjective hem de injective olan bir morfizmdir.

(A,*) ve (B,o) cebrik yapilar1 arasindaki morfizmler ile ilgili dnemli olan, * islemi altinda A’nin
bir¢ok 6zelliginin, o islemi altinda goriintii kiimesi f{A) ‘da korunmasidir.

Teorem 5.4: (A,*) ve (B, o) cebrik yapilar ve f:A—B bir morfizm olsun.
(a) (A,*) bir yari-grup ise (f{A),0) da yari-grup tur.

(b) (A,*) bir monoid ise (f{A),0) da monoid dir.

(c) (A,*) bir grup ise (f{A),0) da grup tur.

Teorem 5.5: (A,*) ve (B, o) cebrik yapilar ve f;A—B, (A,*)’ dan (B,0)’ ya bir morfizm olsun.
Bu durumda,

(1) e, (A,*) ‘da bir etkisiz eleman ise f{e), (f{A),0) ‘da bir etkisiz elemandir.

(2) (A,*) degisme ozelligine sahipse (f{A),0) da degisme 6zelligine sahiptir.

(3)a (A,*)’ da a’ nin tersi ise fla™"), fla)’ nin (fA), 0) “da tersidir. Yani, fla’)=[fla)]".
(4) (A,*) bir halka grubu ise (f{A),0) da dyledir.

(f(A),0) yapist (A,*)’ 1n morfik goriintiisii olarak adlandirilir. Eger morfizm surjective ise
(f(A),0), yukaridakilerde (B,o) ile yer degistirilebilir.

Ornek 5.4: (Z,+) grubunu diisiinelim. fZ—Z, fix)=2x seklinde tanimlanmis olsun. f ‘in
(Z,+)’dan (Z,+)’ya bir morfizm oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: Burada tim x,yeZ i¢in fix+y)=f(x)+fy) oldugunu gostermeliyiz.
fixty) =2(xty)
= 2x+2y
=)AY).

Boylece f in bir morfizm oldugunu kanitlamis olduk. Fonksiyon injectivedir fakat surjective
degildir. Goriintii kiimesi c¢ift tamsayilar kiimesi (sifir dahil) IE ‘dir ve teorem 5.4(c) ‘nin
sonucunu dogrulayabiliriz. IE kiimesi toplama islemi altinda bir gruptur.

5.3.3 Grup Kodlan

Modern teknolojinin birgok uygulamasi bir  noktadan digerine veri iletimini igerir. Bu iki
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nokta, bir bilgisayarin hafizasinin bir yerinden baska yerine oldugu gibi kismen yakin mesafede
de olabilir, uydu haberlesmelerindeki gibi binlerce kilometre uzakta da olabilir. Her iki durumda
da sistemin gerekli 6zellikleri aynidir. Verinin iletildigi bir iletisim kanali vardir ve kanalin bir
ucundan alinan veri gonderilen veri ile aynidir.

Amaglarimiz dogrultusunda konuyla ilgili tiim veriyi her biri 0 veya 1 olan basamaklardan
olusan stringler ({0,1} alfabesinden olusan kelimeler) seklinde diisiinebiliriz. Bu tip kelimelere
ikili kelimeler (binary words) ve bunlarin basamaklarina bit denir.

Ote yandan, her ne kadar iletim sistemimizin tamamen giivenli olmasini istesek de zaman zaman
bazi hatalarin olmasi, dis kaynaklardan giiriiltii gelmesi ka¢inilmazdir. Bunlar iletimde hataya
sebep olur ve gonderilen kelimenin alinan kelime ile ayni olmamasina sebep olur. Bu nedenle,
alman kelimenin hatali oldugunu anlayabilmek ve miimkiinse gonderilen asil kelimeyi
belirlemek cok Onemlidir. Asil kelime belirlenemese bile en azindan hatanin tespit edilmesi
verinin tekrar istenmesine olanak saglar.

fletim hatalar1 konusunda su varsayimlar1 yapmamiz yararl olur:

(a) Iletilen verinin bir veya daha fazla bitinde 1’in 0’ a veya 0’ 1n 1’ e ddniismesi seklinde
olusurlar

(b) 1’ in 0’ a doniigiimii ile 0’ 1n 1 ‘e donilistimii ihtimali aynidir.
(c) Ayr bitlerde olusan hatalar birbirinden bagimsiz olusur.
(d) Iletilen kelimeyi olusturan bitlerin her birinde hata olma oran1 aynidir.

(e) n<m i¢in n tane hatanin olma olasiligi m tane hatanin olma olasiligindan daha fazladir o
halde, yanlis iletilen bir kelime i¢in hata sayisinin bir olma ihtimali en yiiksektir.

Simdi hata bulma ve diizeltmenin gerekli 6zelliklerini agiklamak i¢in birkag 6rnege bakalim.

Bir iletim kanalindan iletilen verilerin, uzunlugu 3 olan ikili kelimeler kiimesinin tiim elemanlar1
oldugunu diistinelim. Bu kiimeyi B? ile gosteririz ve B3:{OOO,001,010,011,100,101,110,111}.
010 kelimesinin iletildigini ve 3. basamakta hata oldugunu, boylece 011 kelimesinin alindigini
diisiinelim. Bu hatay1 tespit edebilmenin imkani yoktur zira 011 de bu kiimenin elemanidir ve
alma ihtimali oldugumuz kelimelerden biridir. Eger hatay1 tespit edemezsek bunu diizeltme
imkanimiz da yoktur. Bu 6rnek hatayi tespit edebilmek i¢in gerekli bir 6zelligi vurgulamaktadir:
yanlis iletilen kelime, almay1 bekledigimiz kelimeler kiimesine dahil olmamalidir.

Yukaridaki ornekteki kelimeler biribirine ¢ok yakindir. Herhangi bir hata kiimenin bagka bir
elemanina doniisiir. Bunun yerine iletilen kelimelerin {111,100,001,010} kiimesinin elemanlar1
oldugunu diigiinelim. Bu durumda 010 kelimesinin 3. basamaginda hata meydana gelirse, 011
kelimesi alinacaktir ve bu kelime almay1 bekledigimiz bir kelime degildir. Ote yandan, hata
meydana geldigini bilsek de hatanin nerede oldugunu bulamayiz. Tek hatanin olma ihtimalinin
en yiikksek oldugunu kabul edersek iletilen kelime biiyiik ihtimalle 111, 001 veya 010 ‘dur.
Ancak unutmamak gerekir ki; c¢ift hata tespit edilemez zira bir kelimenin herhangi iki
basamaginda meydana gelecek hata kiimenin bagka bir elemanina doniisiir.

{111,100,001,010} kiimesinin elemanlar1 hala birbirine ¢ok yakindir. Sadece {000,111}
kiimesinin elemanlarini ilettigimizi diistinelim. Bu durumda bir veya iki basamaktaki hatalar
tespit edilebilir ve tek bir hata olmussa diizeltilebilir. Ornegin, 011 kelimesini almissak ona en
yakin 111 kelimesini almamiz gerektigini  anlanz. Ote yandan cift hatalar
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diizeltilemeyecektir. Eger 000 kelimesinde ¢ift hata meydana gelir ve 011 alinirsa, tek hata
meydana geldigini varsayip esas gonderilenin 111 oldugunu zannedebiliriz. Bu kelime kiimesi
icin iki tane hatayi tespit edebilir, fakat diizeltemeyiz.

Bu 6rnekler hata tespitinin hata diizeltmekten daha kolay oldugunu gosterir. Ote yandan, ikisi de
olasi iletilecek kelimeler kiimesindeki kelimelerin birbirinden farkliligina baglhdir.

Tanmm: x ve y, n uzunlugunda ikili kelimeler olsun. x ve y arasindaki uzakhk (Hamming
uzakh@) d(x,y) seklinde gosterilir ve x ve y ‘nin farklilagtigi basamak sayisina esittir.

Ornegin, x=001101 ve y=111110 ise iki kelime birinci, ikinci, besinci ve altinci bitlerde
farklilagir. Bu nedenle d(x,y)=4 ‘tiir.

n uzunlugundaki x,y ve z i¢in asagidaki uzaklik 6zelliklerini gostermek ¢ok zor degildir.

(a) d(x,y) >0

(b) d(x,y)=0 sadece ve sadece x=y ise

(c) d(x,y)= d(y,x)
(d) d(x,2) < d(x,y)+ d(y,2)

(X kiimesi iizerinde bu 6zelliklere sahip herhangi bir d:X x X—R" U{0} fonksiyonuna metrik
ad1 verilir. Bu nedenle uzaklik B" kiimesi tizerinde bir metriktir.)

Basaril1 bir hata tespiti ve diizeltimi icin olasi iletilecek kelimeler kiimesindeki farkli kelimeler
arasindaki uzakligin olabildigince ¢ok olmas1 makbuldiir.

Pratikte hatalarin tespiti ve diizeltimi, kelimeleri iletimden Once kodlayarak gercgeklestirilir.
Genellikle bu kelimenin sonuna bir veya daha fazla bit ekleyerek yapilir. Bunlara kontrol
basamagi (check digits) denir ve alinan kelimenin bir kisminin veya tamaminin dogrulugunu
kontrol etmek i¢in kullanilirlar. Boylece iletilen herhangi »n uzunlugunda bir ikili kelime
gonderilecek bilgiyi tasiyan bilgi biti denilen m basamak ile hata tespiti ve diizeltilmesine
yarayan r=n-m kontrol basamagindan olusur. B", n uzunlugundaki tiim ikili kelimelerin kiimesini
temsil ediyor dersek, kodlama mekanizmasim1 E: B™—B" seklinde bir fonksiyon olarak
gorebiliriz. Boyle bir fonksiyona kodlama(encoding) fonksiyonu, bu fonksiyonun goriinti
kiimesinin elemanlarina da codewords denir. Her codeword B™ i¢inde tek bir kelimeye karsilik
gelmek zorunda oldugundan bir kodlama fonksiyonu injective olmalidir. Her bir kodlama
fonksiyonu i¢in E(x)=y olmak lizere bir codeword ‘i (yeB" ) xeB™ a eslestiren bir D: B"—»B"™
U {‘hata’} decoding fonksiyonu vardir. m<n oldugundan, codeword’ ler kiimesi B" in oz alt
kiimesidir, o halde D’ nin tanim kiimesinin codeword olmayan elemanlari da vardir. Eger bu
kategoriye diisen bir w’ kelimesi alinmigsa, D(w’)=D(w) 0yle ki w, w’ codeword’ iine en yakin
yani en az sayida bitte farklilasan codeword’ tiir. Buna ‘en yakin komsu kodlamas1’ denir. Eger
en yakin komsu tek degilse D(w’)="hata’ diyebiliriz.

Bir E: B"—B" kodlama fonksiyonu ve bir D: B">B™ U {‘hata’} decoding fonksiyonu i¢eren bir
coding/kodlama prosediiriine (m,n) blok kodu denir.

En basit kodlama fonksiyonu codeword’ teki 1’ lerin sayisini ¢ift say1 yapacak sekilde secilen bir
biti kelimenin sonuna ekler. Boyle bir koda ¢ift parite kontrol kodu (even parity check code)
denir. Kodlama fonksiyonu E: B"—B™"! seklindedir ve drnegin eger m=4 ise E(0011)=00110 ve
E(1000)=10001. Cift parite kontrol kodu i¢in tek kontrol basamagi kullanilirsa, bir hata
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tespit edilebilir ¢iinkii bu durumda tek sayida bir vardir. Ote yandan, hatalar diizeltilemez ¢iinkii
hatanin nerede oldugunu sdylemek miimkiin degildir.

Icinde k’ nin herhangi bir kombinasyonu veya daha az hata tespit edilebilecek bir kod, k-hata
tespiti (k-error detecting); icinde k’ nin herhangi bir kombinasyonu veya daha az hata
diizeltilebilecek bir kod, k-hata diizeltimi (k-error correcting) olarak adlandirilir. Cift parite
kontrol kodu 1-hata tespiti ve 0-hata diizeltimidir.

Hatalarin tespit edilebilmesi ve diizeltilebilmesinin codewordler arasindaki uzakliga bagh
oldugunu goérmiistiik. Kontrol basamaklari igeren kodlar i¢in her bir codeword ¢ifti arasindaki
uzaklik ayni olmak zorunda degildir o halde, kodun hata bulma ve diizeltme kapasitesini
belirleyen faktor codeword ciftleri arasindaki uzakligin minimumudur. Bir kodun minimum
uzakhg ayr1 codeword ciftleri arasindaki tiim uzakliklarin minimumu olarak tanimlanir.

Teorem 5.6: Bir kod sadece ve sadece minimum uzakligi en az k+1 ise k-hata tespitidir.

Ispat: Bir codeword’ te herhangi sayidaki hata, codeword baska bir codeword’ e déniismemis
ise tespit edilebilir. Eger codeword’ ler arasindaki minimum uzaklik k+1 ise k+1° den daha az
hata yeni bir codeword’ e yol agmaz ve tespit edilir. Bundan dolay1 k veya daha az hata tespit
edilebilir ve bdylece kod k-hata tespitidir.

Teorem 5.7: Bir kod sadece ve sadece minimum uzaklig1 en az 2k+1 ise k-hata diizeltimidir.
Ornek 5.5: Asagidaki gibi tanimlanan E:B*—B° kodlama fonksiyonunu diisiinelim.
E(00)=001000 E(01)=010100
E(10)=100010 E(11)=110001.
Bu kodun kag tane hat tespiti ve diizeltimi yapabilecegini bulunuz.

Coziim: Codeword c¢iftleri arasindaki uzakliklar agagidaki gibidir.

d(001000, 010100)=3 d(001000, 100010)=3
d(001000, 110001)=4 d(010100, 100010)=4
d(010100, 110001)=3 d(100010, 110001)=3

Minimum uzaklik ti¢tiir o halde, kod k+1=3 olmak iizere 2-hata tespitidir.
2k+1= oldugundan kod 1-hata diizeltimidir.

Gruplarin kodlama teorisindeki 6nemini vurgulamak igin n bit kelimeler kiimesi B" {izerinde bir
ikili islem tanimlamamiz gerekir.

Tamm: x ve y n uzunlugunda codeword’ ler dyle ki, x’ in i. basamag1 x; ve y ‘nin i. basamagi y;
olsun. x ve y ‘nin toplamm x® y seklinde gosterilir ve +, toplam mod 2 olmak iizere, i. basamagi
X; +; y;i olan n bit kelimedir. Bu nedenle iki codeword’ {in toplami gereken bitlere toplam mod 2
islemi uygulanmasi ile elde edilir. Ornegin,

1011001 ® 1000111 =0011110 wve

111001 ® 110011 =001010.
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Tanmim: x kelimesinin agirligi(weight) w(x) ile gosterilir ve igerdigi birlerin sayisidir.

Ornegin, w(101101)=4 ve w(011110111)=7.

Iki n bit ikili kelime x ve y arasindaki mesafe sdyle bulunur:

d(x,y)=w(x®y).

Codeword ‘ler kiimesi @ islemi altinda bir grup olan koda grup kodu denir. B" kiimesinin bu
islem altinda bir grup oldugunu gostermek ¢ok kolaydir. Ote yandan, bu c¢ok yararli bir
codeword kiimesi degildir ¢iinkii, daha 6nce de bahsettigimiz gibi kelimeler birbirine ¢ok
yakindir. Hata bulma ve diizeltme kapasitesinin minimum uzaklik ile ilgili oldugunu
gostermistik. Herhangi bir kod i¢in minimum uzakligi bulmak tiim olasi codeword ciftleri
arasindaki uzakliklar1 bulmay1 igerir ve codeword’ lerin sayist ¢cok biiylikse bu ¢ok zahmetli bir
istir. Ote yandan, bir grup kodu i¢in minimum uzakligm tiim sifir-olmayan codeword’ lerin
minimum agirligia esit oldugunu gosterebiliriz.

Teorem 5.8: Bir grup kodunun minimum uzakligi, tiim sifir-olmayan codeword’ lerin minimum
agirligina esittir.

5.4 Alstirmalar

1-

2-

(G,*) order1 n olan sonlu bir grup olsun. Tiim geG elemanlar1 igin g"=e olacak sekilde
bir m<n tamsayist oldugunu gosteriniz.

Toplam mod 7 ile birlikte Z/7={[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7]} ‘nin [2] {ireteci ile bir
halka grubu oldugunu gosteriniz.

+,4; toplama islemi ile birlikte mod 4 ve xs; carpma islemi ile birlikte mod 5 olmak {izere
(Z/4,+4) ve (Z/5-{0} ,xs) gruplarinin izomorfik oldugunu gosteriniz.

Bir kodlama fonksiyonu E: B> 5B’ su sekilde tanimlanmistir:
E(00)=00000 E(01)=01111

E(10)=10101 E(11)=11010

Bunun bir grup kodu oldugunu gosteriniz. Kodun minimum uzakligini1 ve buna dayanarak kodun
maksimum hata bulma ve diizeltme sayilarin1 bulunuz.
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6 Kombinatorik Teori

6.1 Kombinatorik ve temel sayma kurallari

Tanim: Matematigin "sayma" temeline dayanan dali. Kombinatorik nesnelerin diizeninin
incelenmesidir. Kombinatorigin en 6nemli alani, belirli 6zellige sahip nesnelerin sayilmasidir.
(misal: n elemanlt bir kiimeden m elemanli bir baska kiimeye yazilabilecek {istiine
fonksiyonlarin adedi)

Uygulamalar:

Algoritmalarin ¢alisma zamanlarinin analizi(Karmagiklik)

Sans Oyunlari

Istegi karsilamak igin yeterli IP adresi var m1?

7 karakterli kag adet sifre olabilir?

Ornek: 3 harfi takip eden 3 rakam bulunan alt1 karakterli ka¢ adet ruhsat plakasi olabilir?
Coziim: 29.29.29.10.10.10 = 24.389.000 adet.

Carpma Kural:

Temel carpma kurali, iki alt isten meydana gelen bir yordami yapmak i¢in yollarin sayist, ilk isi
yapmak i¢in gereken yol sayisi ile birinci bittikten sonra ikinci isi yapmak gereken yol sayisinin
carpimudir.

Ei, Eo,...... ,E: olmak tizere r adet olay oldugu varsayilsin. Her bir E;(i=1,n) nin olabilmesi i¢in
n; yol var ise, onceki olay olduktan sonraki olay dncekine bagimli degil ise, dizideki olaylarin
olabilmesi i¢in toplam (n;)(ny)........ (n;) adet alternatif yol vardir.

Orn. m elemanli A kiimesinden n elemanli B kiimesine kag adet birebir fonksiyon vardir?
Eger m> n ise hi¢ fonksiyon yoktur.

Diger durumda; A ‘daki ilk eleman: diisiinelim: B’deki n adet elemana olast doniigiim vardir.
Simdi ikinci elemani diisiinelim: B’de doniistiiriilebilecek kalan n-1 eleman vardir. Devam
edilirse;

n.(n-1).(n-2)...... (n-m+1) adet bulunur. Eger n=m ise, n! Kadar A’dan B’ye birebir fonksiyon
vardir.

Toplama Kurali:

Temel toplama kurali, iki alt isten meydana gelen bir yordami yapmak i¢in yollarin sayisi, eger
isler eszamanli olmuyor ise, her bir isi yapmak i¢in gerekli yollarin toplamidir.

Ei, Eo,...... ,E: olmak tizere r adet olay oldugu varsayilsin. Her bir E;(i=1,n) nin olabilmesi i¢in
n; yol var ise, eger olaylar es zamanli olarak olmuyor ise, dizideki olaylarin olabilmesi i¢in
toplam (n;+no+........ +n,) adet alternatif yol vardir.
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Ornek: Bir turist grubunda, 8 Avusturyali, 5 Brezilyali ve 6 Kanadali turist vardir.

Carpma kural1 geregi;

Avusturyali ve Brezilyali ¢ift sayis1 8x5=40 farkl seklide segilebilir.

Avusturyali ve Kanadali ¢ift sayis1 8x6=48 farkli seklide segilebilir.

Kanadal1 ve Brezilyali ¢ift sayis1 6x5=30 farkli seklide segilebilir.

Toplama kural1 geregi: gruptan farkli milletten ¢ift segcme sayis1 40+48+30= 118 dir.

Farkli milletten 3 turist se¢me alternatifi 8x5x6 olurken, tipik bir temsilci 8+5+6 farkli seklide
secilebilir.

6.2 Permutasyonlar

n farkli nesnenin X derlemesini diisiinelim. X’in r permutasyonu, X’ten alinan r adet elemanin
bir satirda diizenlemesidir. Elbette r en fazla n dir. n farkli nesnenin r permutasyonu P(n,r) ile
gosterilir. Herhangi r permutasyon, r olayin dncekilere bagimli olmaksizin olugsma sayisidir. Bu
nedenle, X’ten herhangi keyfi bir nesne n farkl sekilde segilebilir ve ikinci keyfi nesne (n-1)
sekilde secilebilecegi ve devam edilip tiim r nesne segilecegi i¢in, ¢arpma kurali geregi, P(n,r)=
n(n-1)(n-2).......... (n-r+1) olarak verilebilir. n=r ise P(n,r)=n! dir.

Tahsis problemi ve Permutasyonlar.

Taniml sirada diizenlenmis n farkli yer ve her bir yere birden fazla eleman koyulamayacak
sekilde r farkli nesneyi bu yerlere yerlestirecek sekilde diizenleyelim. Boyle bir diizenlemenin
toplam sayisi, carpma kurali geregi P(n,r) permutasyonu ile hesaplanir.

n elemanl X kiimesinin n permutasyonu X’in Permutasyonu olarak adlandirilir ve P(n,n) =n.(n-
)(n-2)....... 3.2.1 olarak n! (faktoriyel) notasyonu ile gosterilir. Genel sekli,

p(n,r) =n!/(n-r)! ile hesaplanir. (0!=1) dir

Ornek: Eger X={1,2,3,4,5,6,7} ve =3 ise; X’in 3’lii permutasyonu P(7,3)= 7!/(7-3)!= 5.6.7=
210 “dur.

Dairesel ve Halka Permutasyon.

Eger nesneler dairesel olarak tekrarlayan bir dizilis seklinde diizenlenirse, Bu durumda
permutasyon n elemanli dizi i¢in, (n-1)! , eger bir halka seklinde olursa (n-1)!/2 dir.

Ornek; Mavi(M), Yesil(Y), Kirmizi(K), Pembe(P), ve Beyaz(B) renkli taslarin dizilislerini ele
alirsak,

a. Bu taslarin yatay olarak farkli dizilme say1s1 5! ile hesaplanir.

b. Eger dairesel olarak dizilislerini ele alirsak, Bir renk sabit birakilip digerleri dizilirse 4!
Kadar farkli dizilig olur.(MYKPB ve MKYBP farkli)

c. Bu taglar bir halka seklinde dizilirse, her dizilis iki kere tekrar etmis olur ve bu durumda,
41/2 adet dizilis elde edilir.(MYKPB ve MBPKY ayni)

Genellestirilmis Permutasyon

Eger n nesnenin diizeni olan X, k farkli bos olmayan ve her biri n; adet ayni elemanh i
(1i=1,2,.....k) adet grup iceriyorsa X’in genellestirilmis permutasyonu
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P(n;n,ny,.. ,ng)= (n!)/(n;!)(ny!).....(ng!) dir.

Ornek: 9 harfin bulundugu CONSENSUS kelimesi 6 gruba béliiniir. Bir grupta 3 S, ikincide 2 N
digerleri ise birer adet farkli harf bulundurur. Bununla elde edilecek farkli dizilisler
genellestirilmis permutasyon ile,

(ON/3NHRNH(IN(1N)(11)(11) =30.240 adet bulunur.

6.3 Kombinasyonlar

n farkli nesnenin koleksiyonu X olarak verilsin. X’ten r farkli nesnenin herhangi bir koleksiyonu
X’in r kombinasyonu olarak adlandirilir. Diger bir deyimle, Eger X bir kiime ise, X’in r elemanl
herhangi bir alt kiimesi, X’in bir r-kombinasyonudur. r-kombinasyonda, r-permutasyonun tersine
secilen r elemanin sirasit dnemli degildir. n elemanli bir kiimenin r-kombinasyonu C(n,r) ile
gosterilir. Burada, r alt kiimenin kardinalitesidir. n elemanli kiimede P(n,2) iki elemanin sirali
ciftlerinin sayisi, C(n,2) ise sirasiz ¢iftlerinin sayisidir. Dogal olarak C(n,0)=C(n,n)=1 dir.

C(n,r) ve P(n,r) arasinda asagidaki bagint1 vardir.

C(n,r) .(r!) =P(n,r)

(n!) ) ) -
C(n,r) =——— seklinde ifade edilir.
r! !

(n—r)
Tahsis problemi ve Kombinasyonlar.

Kombinasyonlari, tahsis problemine ¢6ziim olarak farkli ac¢idan yorumlamak miimkiindiir.
Tanimli sirada diizenlenmis n farkli yer ve her bir yere birden fazla eleman koyulamayacak
sekilde r aym1 nesneyi bu yerlere yerlestirecek sekilde diizenleyelim. Bu r nesnenin toplam
diizeninin sayisi t olsun. Eger biitiin nesneler farkli olsalardi, boyle bir diizenlemenin sayist (r!)
kadar olacakti. Bu durumda,toplam diizenleme sayis1 (t)(r!) kadardir. Fakat nesneler farkli
oldugu durumda toplam diizenleme P(n,r) dir. Boylece t=P(n,r)/(r!) = C(n,r) bulunur.

Ornek: Pul defterinde pul koymak igin bes yer kalmis ise elimizde bulunan sekiz adet pulu kag
farkl sekilde yerlestirebiliriz.

Coziim: C(8,5)= 8!/5!(8-5)! = 8!/(5!3!) = 56.
Pascal Formuiilii:

C(n,r)= C(n-1,r) + C(n-1,r-1) dir.
Genellestirilmis Kombinasyon

k farkli gruba ait olan n nesnenin diizeni ele alinirsa; 1. Gruba ait olan n; benzer nesnenin n
konuma koyulmasi C(n,n;) sekilde,sonraki gruptaki n, nesne C(n-n;, ny) sekilde yerlestirilebilir.
Devam edilerek ¢carpma kuralina gére toplam sayi;

C(n;ny,ny,.. ,ng) =C(n,n;) C(n-n;,ny).C(n-n;-n2,03)...0nveenne... C(n-n;-np--......... -ng_1,ng) olarak
bulunur.

Teorem: n;+ny+.. +nx<n olmak iizere P(n;n,ny,.. ,nx) = C(n;ny,ny,.. ,ng) =(n!)/( n;)!(ny)!.. (ny)! dir.
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Ozellik:C(n;r)=C(n;n-r)=C(n;r,n-r)

Ornek:

P(15,3,5,7,)=(151)/(31)(5!)(7!) =P(15,8)/(31)(5")=P(15;3,5)/(7!)

C(15:3,5,7)=C(15,3)C(12,5)C(7,7)=C(15,3)C(12,5)=C(15:3,5) /(7!)

!
Sonugta: C(15;3,5,7)= (1—5) = P(15;3,5,7) bulunur.

@BHESH(TY

Teorem: (multinomial th.) (x;+xp+......... +xi)" nin ag¢iliminda xi(i=1,2,,....,n) n; ( burada

ng=n ) kere bulunur ve terimlerin katsayis1 C(n;ny,ny,...,ny) ile hesaplanir.

Ornek: (a+bt+c+d)" “in agiliminda a’b*c®d*"iin katsayis1 (15!)/(31)(2!)(6!)(4!) diir.

Ornek: Binom Teoremi; Multinomial teoremi k=2 oldugunda Binom teoremi adin1 alir ve
asagidaki sekilde ifade edilir.

(x +y)" =2C(n,n-r) x""y" ile hesaplanr.

Bir kiimenin Bolmelenmesi:

n elemanli Bir kiimenin, her birsi n; (i=1,2,....,k) elemanli p; alt kiimeye bélmelenmesi problemi
icin bélmeleme sayist;

(n)

ile hesaplanir

(PO (P DD (P D D™

Ornek: 43 adet 6grenciyi, 7 farkl1 yatakhaneye, ilk iki gruba 5 6gr. Sonraki ii¢ gruba 6 ve 6.ya 7,
yedinciye ise 8 6grenci kag seklide yerlestirilebilir?

Cozu

(43!)

2D (HEN.BN6EN6N (6D (THED

N farkli elemanli kiimenin r elemaninin Permutasyon ve kombinezonlar1 4 farkli durumu igin
tekrarlamali ve tekrarsiz olarak anlatilanlar asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

Tablo Farkli permutasyon ve Kombinezon Modeli

Se¢me Modeli
n elemanh X Kiimesinden r elemanin se¢iminin
miktari

Tahsis Modeli
n farkli konumlu X kiimesinin konumlarma r
nesnenin bir koleksiyonunun tahsisinin miktari

P(n,r) Secilen elemanlar farkli ve siralar1 6nemli Nesneler farkli ve bir konum birden fazla nesne
alamaz.
C(n,r) Secilen elemanlar farkli ve siralar1 6nemli degil | Nesneler aymi olabilir ve bir konum birden
fazla nesne alamaz.
n' Secilen elemanlar farkl olmayabilir | Nesneler farkli ve bir konum birden fazla nesne
(tekrarlanabilir) ve siralar1 6nemli alabilir.
C(r+n-1,n-1 | Segilen elemanlar farkli olmayabilir | Nesneler ayn1 ve bir konum birden fazla nesne

(tekrarlanabilir)ve siralar1 6nemli degil

alabilir.
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Giivercin yuvasi(Pigeonhole) prensibi

Basit ve acik bir prensip olan gilivercin yuvasi prensibi, kombinatorik teoride oldukca g¢ok
kullanilir. Giivercin yuvasi problemine en fazla bilgisayar bilimlerinde karsilasilir. Ornegin, olast
anahtar sayis1 dizideki indis sayisim1 gectigi igin ¢arpismalar Ozet fonksiyonlarinda
kacinilmazdir. Bu ¢arpismalardan kaginabilen akilli bir 6zet fonksiyonu yoktur. Bu prensip ayni
zamanda en az bir dosyay1 kisaltirken diger bir dosyay1 uzatan kayipsiz sikistirma algoritmasini
saglar.

10 fakiilte elemaninin yerlesecegi 9 oda oldugu durum da yerlesim, 19 fakiilte elemaninin oldugu
durumdaki oda paylasimi vs. gibi durumlardaki ¢oziimler giivercin yuvasi prensibi ile bulunur.

Prensip basit olarak, Dirichlet glivercin yuvasi prensibi olarak bilinir ve eger n+1 giivercin n
adet yuvaya yerlestirilecek olursa en az bir yuvada birden fazla giivercin olacaktir. Tersi eger n
giivercin n+1 yuvaya koyulacak olursa en az bir yuva bos kalacaktir.

Prensibin daha genel hali ise, eger k.n+1 veya daha fazla giivercin, n yuvaya koyulacak olursa,
en az bir yuvada k dan fazla giivercin olacaktir.

Ornek: Bir kampiiste 18 adet oturma salonu bulunmaktadir. Ogrenci dekani, bir salondaki
bilgisayar kullanimini anlamak i¢in anket yapmak amaciyla sececegi salondan 5 kisilik 6grenci
komitesi olusturmak ister ve salonlara duyurular asar. En az kag kisi bu ankete cevap vermelidir
ki, dekan bir salon secip komite olusturabilsin.

Coziim: Genel glivercin yuvasi prensibi geregi, k=4 olur ve k.n+1 =4.18 +1=73

Tamim: Eger, m ve n pozitif tamsayilar ise, m/n’in tabani, m/n’e esit veya ki¢ik en buyiik
tamsayidir ve m/n’in tavani, m/n’e esit veya biiyilik olan en kii¢iik tamsayidir. (Ornek. 38/9’un
tabani 4 tavani ise 5 ‘dir.)

Teorem: a) Eger m giivercin n yuvaya yerlestirilirse, en az bir yuvadaki giivercin sayisi k’dan
fazla olacaktir, burada k=taban [(m-1)/n]dir.

b) Eger, m=p;+po+....... +pn - nt1 (her bir p; bir pozitif tamsay1) giivercin, n adet yuvaya tahsis
edilirse, ilk yuvada en az p; adet giivercin veya ikinci de en az p, adet giivercin ..... veya n’inci
de p, adet giivercin bulunur.

Ispat:

a) k’dan.(n).(k) < (m-1) < m dir. Eger giivercin sayis1 tam olarak k.n ise, her bir yuvaya k
adet giivercin koymak miimkiindiir. Fakat giivercin sayisi k.n ‘den biiyiik olan m’e esit
isen az bir yuvada k’dan fazla sakin olacaktir.

b) Burada, k= taban[(p;+p2+....... +pn)/n]-1 dir. Boylece, (k+1), n tamsayinin en az birisine
esit veya biiyiiktiir.

Ornek: Bir ¢antada,tam olarak 6 kirmiz1,5 beyaz ve 7 mavi bilya bulunmaktadir.Segilen bilyalar
icinden ya en az 3 kirmizi veya en az 4 beyaz veya en az 5 mavi bilya olmasi i¢in ka¢ bilya
se¢ilmelidir.

Coziim: 1.yol 6nceki teoreme gore, burada n=3, p1 = 3, p2=4 ve p3=5 dir. Boylece, m=(3+4+5)-
3+1 =10’dur.

2. yol: kirmizi, beyaz ve mavi bilyalar sirasiyla x,y,z olsunlar. Bunun igin x en az 3
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veya y en az 4 veya z en az 5 olmahdir.Eger, x en fazla 2, y en fazla 3 ve z en fazla 4 olursa
x+y+z = 9 olur ve bu durum gergeklesmez. Oyleyse en az 10 adet bilya secilmelidir.

6.4 Alistirmalar
1. Asagida verilen permutasyon degerlerine karsilik gelen n pozitif tamsayisini hesaplaym.
a) P(n,3=24.P(n,2)  b) 10. P(n,2)=P(3n-1,2) +40

2. P(n,r+1)=(n-r).P(n,r) nin dogrulugiiunu ispatlaymiz. Bunu kullanrak P(n,9)=15.P(n,8)'1
saglayan n degerini hesaplayn.

3. Universitenin matematik bolimiinde 4 kadm, 9 erkek eleman bulunmaktadir. Bir
gorevlendirme komitesi 2 kadin ve 3 erkek personeli ka¢ farkli seklide gorevlendirebilir.
hesaplaym.

4. Eger C(n,r)=C(r,1).C(n,r-1) ise n'i, r cinsinden ¢oziin.

5. 6 arkadas, sinemaya gitmek i¢in toplam 216.1 TI. paralarinin oldugunu hesapladilar. Bunlarin
bir veya daha fazlasinin en az 36.1 TI. parasinin oldugunu gosterin.
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7 Kafes Yapilari ve Boole Cebri

Boliim 3’°te anlatilan sira bagintisini hatirlayalim. A kiimesinde bir R bagintsi verilmis olsun. R
bagintist;

a:Yansima (Tiim a € A i¢in, sadece ve sadece a R a ise yansiyandir(reflexive)).

b. Ters Simetrik :(Tiim a,b € A i¢in sadece ve sadece a R b ve b R a, a=b anlamina geliyorsa ters
simetriktir)

¢. Gegiglilik : (Tiim a,b,c €A i¢in sadece ve sadece a R b ve b R c, a R ¢ anlamina geliyorsa
gecislidir(transitive)).

Ozelliklerine sahip olsun. Bu ozelligi tasiyan kiimelere kismi sirali kiimeler(Partially Ordered
Set, POSET) denir.

Ornek: Kiimelerde alt kiime( <) bagintisi ,
Dogal sayilarda boliinebilirlik; a/b = ak=b , a,k,b € N ; 2/5
Siralama i¢in < sembolii kullanilir. a <b ; a, b’nin 6nilinde gelir anlamindadir.

Kismi sirlama denmesinin nedeni kiime iginde birbiriyle karsilastirllamayan elemanlar
olabilecegi nedeniyledir.

Topyekiin sira: (Dogrusal sira) : Kiimenin her hangi iki elemani arasinda siralama yapilabilirse
topyekiin sira bagintist vardir. (Dogal sayilarda biiyiikliik, kiigiikliik bagintis1 )

Sozliik sirast : S ve T topyekiin sirali kiimeler ise SXT (kartezyen ¢arpim) kiimesinde sozlik
sirasi:

a,a’e S;b,b’e T olmak iizere;
(ab)<(a.,b’) = a<a’ yada a=a’, b<b’ diir.

Ornek: A= (1,2,3,4,6,8,12) kiimesinde boliinebilirlik bagintisiyla kismi bir siralama yapilirsa,
bagint1 matrisi asgidak isekilde olacaktir(Tablo 6.1;

1 2 3 4 6 8 12
1 1 1.1 1 1 1 1
210 1 0 1 1 1 1
310 01 0 1 0 1
410 0 0 1 0 1 1
6|10 0 0 0 1 0 1
810 0 0 0 O 1 O
1210 0 0 0 0 O 1

Tablo 6.1

Halef-Selef(Predecessor-Successor, ilk dndegelen- ilk izleyen) Bagintisi:

b, a’nin halefi ise a<c<b olamaz. Yani a ile b arasinda siralanabilen bir ¢ eleman: bulmak
miimkiin degildir, yani a << b’dir.

Bu durumda kismi sirali kiime i¢in yeni bir graf tanimi(hasse diyagrami) yapilarak ¢izilir.

Hasse Diyagrami: a<<b seklindeki ciftleri birlestiren ve en onde gelenin en alta konuldugu
graftir.

Ornek: Sekil 6.1
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N,/ %

Sekil 6.1
Diizgiin Sayilama(Consistent Enumeration) :Bu bir fonksiyondur A
f*S — N ; dyleki a<b = fla) <f(b) b(/(
Parantez i¢indeki sayilar1 vererek diizgiin sayilama yapilabilir. \
Burada,; en Dbiylk(maximal) eleman (a) bir tane d(ly , ?
(kendinden sonra gelen yok) Sekil 6.2
en kiiclik(minimal) eleman (d,e) iki tane(Kendinden 6nce gelen yok)
Infimum, Supremum 247 Alesinrdar

2vel
S bir POSET , A < S alt POSET

Va e A m’<a olacak seklide m” mevcutise m” A’nin
bir alt sinirdir.

Vae A a<m"olacak seklide m" mevcutise m” A’nin bir
st siniridir.

En kii¢iik
tist sinir 12

Eger A’nm bir iist smir1, A’nin diger biitiin {ist simirlarindan Sekil 6.3
onde geliyorsa buna A’nin supremumu denir. En kiictlik st 36
sinir(Least Upper Bound) = Supremum : sup(A) ile

gosterilir. / /
Eger A’nin bir alt sinir1, A’nin diger biitiin alt sinirlarini ilk \ \
izleyen ise buna A’nin infimumu denir.En Biiyik Alt /
Sinir(Greatest Lower Bound = Infimum : inf(A)

En Biiytik ortak Boélen (inf) , En kiigiik ortak kat(sup) bu
tanimlara uyar.(Sekil 6.4) Sekil 6.4

7.1 Kafes Yapilan ve Ozellikleri(Lattice Structures)

L {izerinde karsilasma(meet) ve birlesme(join) ad1 altinda ik ikili islem tanimlana bos olmayan
kiime;

Karsilasma “A” ; birlesme “v” birbirinin dtiali. Ancak islemler asagidaki aksiyomlar
saglamalidir.

L, : Degisme :aAb = baa ;avb=bva
L, : Birlesme :(anb) Ac = an(bac) ; (avb) vc =av (bvc)
L;: Yutma :an(avb) =a ;av (anb)=a
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Bu aksiyomlar birbirinin diialidir. Buna gore diger tanimlanacak 6zelliklerinde bir diiali vardir.
1: Sabit Kuvetlilik(idempotence)
ana =a
ana =an[av (anb)]
=an(avc)=a
Teorem6.1 L bir kafes yapisi olsun : anb =a < avb =b’dir.
b=bv (baa)
b=bva
a= an (avb)
a= aA b bulunur.
Teorem6.2 : L’de an b= a (avb =b) seklinde tanimlanan baginti bir sira bagintisdir.
ana=a Yansima

anb=ave baa=b = a=b ( Antisimetri)
anb=a,brc=b = anc=a gegcis,

Kafes bir kismi sirali kiimedir denilebilir. Her POSET bir kafesmidir? Bu soruyu cevaplamak
i¢in asagidaki teoremin ispat1 verilebilir.

Teorem 6.3. P (kismi sirali kiime) her eleman c¢ifti i¢in (a,b) bir infimum ve bir supremum var
olan bir kismi siral1 kiime ise, P bir kafes yapisidir. Bu durumda;

an b= Inf(a,b)

av b = Sup(a,b) olarak tanimlanir

Ispat: Inf. ve sup. ifadelerinin kafes aksiyomlarinin saglayip saglamadiklarina bakalim..

inf(a,b) = inf(b,a) ; {anb=baa}

inf(inf(a,b),c) = inf(a, inf(b,c)) ; { (an b)ac =an(bac) }

inf(a,sup(a,b)) = a yazabiliriz. ; { an(avb)=a }

Bu aksiyomlar1 sup. i¢in de gergekleyebiliriz. Boylece bu aksiyomlar tanimlandigina gore P
kismi sirali kiimesi bir kafestir

Alt Kafes: : M < L (kafes) , M bir alt kiilme. M’nin alt kafes olabilmesi i¢in M’nin A, v
islemlerine kapali olmasi gerekir.

izomorf Kafesler : (Ayn1 bicimde olan yapilar) L ve L’ kafesler olmak iizere;
f.L—> L’ | fevrilebilir bir fonksiyon.

flanb) = fla) Af(b) ise f fonksiyonu bir izomorfizmdir. Karsilastirma islemi de L ve L’ nde bir
izomorf kafes tanimlar. Diialite buradada gecerlidir.

Smirli Kafesler(Bounded Lattices) : Bir kafeste bir alt simmir varsa bunu o simgesi ile
gosterecegiz. Bir Uist sinir varsa bunu I ile gosterecegiz.

VxelL,o0<x;

vxelL , x < 1 seklinde smirlar1  tanimlanabiliyorsa buna sinirli kafes denir.
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Kafeste eleman sayisi sonlu ise sinirlar vardir. Eger o ve [ mevcutsa, Va igin;
aviI=l; avo=a

anl=a; a A0 =0

Teorem: Sonlu kafes sinirlidir.

AVAIVAS . va,=1dir.

AIAAADS e A, = o dir. \

Ornek: U sonlu bir kiime P(u) ‘U’nun alt kiimeler kiimesi
olsun.

{a} {b}
c :Sira bagintisi(igine alma) \ ‘ /

M :Kesigsme karsilama
Sekil 6.5
U : Birlesme bagntilari olsun.
U= {a,b,c} dersek hasse diyagrami Sekil 6.5’deki gibi olur.
Islemleri Dagilma Ozelligi Gosteren Kafesler(Distribiitif Lattice) :
Va,b,ceL , i¢in a A(bvc) = (a Ab)v (a Ac) ve;
a v (bac) = (a vb) A (a vc) yazilabiliyorsa boyle kafeslere distribiitif

kafesler denir. 3 6

Ornek : 36’nm bolenleri 12,6 ve 97u alalim.

12 A(6v9) = (12 A6)v (12 A9) /\ /\

12 A18=6v 3 /
6=>6 Biitiin elemanlar i¢in bu yapilabilir.

Kars1 Ornek : Distribiitif olmayan Kafes :Sekil 6.7 (a)
avy (b/\c) —a Sekil 6.6

(avb)Aa(ave)=

TAc=I / \ / \
Sekil 6.6 (b)

av(bac)=a \(/ \‘/

(avb)a(bve)=1
(b)
Sekil 6.7

Teorem: Sekil 6.7 de verilen 06rnek kafesten
birini alt kafes olarak i¢ine alan hicbir kafes distribiitif degildir.

Tammm: Elemanlar1 timlenen sonlu kafesler(alt sinir o, {ist sinir I) x ‘a’nin tiimleyeni dir .
Ohalde; a v x =1 ve aAnx = o demektir.

Bir kafeste her elemanin tiimleyeni olmayabilir. Baz1 elemanlarin tiimleyeni tek olmayabilir.
Kafeste iist ve alt sinir muhakak tektir.

Sekil 6.6(a) i¢in : cvb=I;cAb=0

avb=1I;anb=o0(c,aveb’ nin tiimleyeni)
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7.2 Boole Cebrinin Ozellikleri

Sayisal bilgisayarlar ve sayisal elektronik devereler ikili say1 sistemini kullanarak islem yaparlar.
Ikili sistemde kullanilan sayilar ise 1 ve 0’dan ibarettir. Boole cebri {0,1} kiimesini kullanarak
islemler ve kurallar tanimlar. Boole cebrinde , en ¢ok kullanilan ii¢ islem eslenik, mantiksal

toplama ve mantiksal carpma ‘dir. Eslenik isleminde 1=0; 0 =I olur.

Bir boole cebri sinirli, dagilma 6zellikli, her 6§enin bir tiimleyeni olan bir kafes yapidir.
v i¢in + lojik (mantiksal toplama, OR) kullanilir. asagidaki degerleri alir
1+1=1;1+0=1;0+1=1;0+0=0

; A i¢in e lojik (mantiksal ¢garpma, AND) kullanilir. asagidaki degerleri alir
lel=1;1e0=0; 0el=0; 060 =0

7.3 Boole Cebrinin Fonksiyonlari

.B = {0,1} verilsin. Eger x degiskeni sadece B’den degerler alirsa x’e mantiksal degisken adi
verilir. {X1,X2,....c.... Xn | Xi € B, 1 <i<n} olmak iizere, B”’den B’ye tanimlanan bir fonksiyona n.
Dereceden mantiksal fonksiyon denir. Mantiksal fonksiyonun alacagi degerler cogunlukla
tablolar seklinde gosterilir. Ornegin, x=1 ve y=0 iken F(x.y) nin degeri 1’dir. Diger degerler
Tablo 6.2°de gosterilmistir.

X |y |Fxy)

1 1 0

1 0 1

0 1 1

0 0 0
Tablo 6.1
Mantiksal fonksiyonlar, degiskenler ve mantiksal islemlerden olusan ifadeler kullanilarak
gosterilebilir. Mantiksal ifadeler, x;,xs,......... Xy degiskenleriyle rekiirsif olarak asagidaki sekilde
ifade edilebilir
0,1,X1,X2,0vennee ,Xpn, ‘ler mantiksal ifadelerdir;

eger E; ve E, mantiksal ifadeler ise , E , (E1E») ve (E1+E>) de mantiksal ifadelerdir.

n degiskenli F ve G mantiksal ifadeleri ancak ve ancak F(by,b,,.......... ,bn) = G(by,bs,.......... ,bn) ise
esdegerdir. (by,by,.......... ,bn € B) Ayn1 fonksiyonu temsil eden iki farkli mantiksal ifade esdeger

olarak adlandirilir. Ornegin xy, xy+0 ve xy.1 esdegerdir. F mantiksal fonksiyonunun eslenigi F

fonksiyonudur. Burada, F(Xl,Xz, ......... Xn) =F(X[,5,555555,%,)dir. F ve G, n. Dereceden

mantiksal fonksiyonlar olsun. Mantiksal toplam (F+G) ve mantiksal ¢arpim(F.G) asagidaki
sekilde tanimlanir.

(F+G)( X1,X2,00eenne. Xn)= F. ( X1,X25eeenenee. Xn) G (X1,X2,00eeene Xn),

(F.G)( X1,X250eneee. Xn) = F. F(X1,X2,0uu.... Xn) G (X1,X2,0eeenene ,Xn)

derecesi iki olan mantiksal fonksiyon , B = {0,1} den eleman ¢iftlerinin olusturdugu 4 elemanl
kiimeden B ‘ye bir fonksiyondur. Buradan 2.dereceden 16 adet mantiksal fonksiyon
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tanimlanabilir.

Tablo 6.2°de F],Fz,

Fi6 nin degerleri goriilmektedir.

. . n
Tanim: Derecesi n olan mantiksal fonksiyon sayis1 2°

Boole Cebrinin Ozellikleri

X |X |F\|F | F3 | Fy|Fs | Fg | Fqp|Fg | Fo | Fio|Fi1|Fio|Fi3|Fiy |[Fis|Fie

1111|141 1 {1 (1 |1 ]0 |0 |O |O |O |O 0 (0

101 |1 |1 {1 {0 (O (O |O |1 |1 1 1 0 |0 0 (0

O(1 (1 (1 (0 ]O0 |1 |1 {0 (O |1 |1 0 |0 1 1 0 |0

0(0(1 (O (1 |0 |1 {0 |1 (O (1 |O 1 0 1 0 1 0
Tablo 6.2

adettir. 1 :4;2:16;3:256...)

Boole cebrinin birgok 6zelligi vardir. Bunlarin 6nemlilieri tablo 6.3’de gdsterilmisitir.

Ozellik Aciklama

T=x Cift eslenik kurali

Xtx=x Sabit kuvvetlilik(Idempotence) kurali
X. X=X

40 = x Eslik elemani kural

x. 1=x

xtl=1 Baskinlik kurali

x.0=0

x+ty = y+x Degisme kurali

Xy=p.x

X+ D= ()

xX.(v.z)=(xy)z

Birlesme kurali

xtyz= (xty)(x+z)
x(y+z)=xy+xz

Dagilma kurali

@ - x +; De Morgan Kurali

(x+) = xy

x4x=1 Tlimleyen eleman(complement)
x.x=0

Tablo 6.3

Kurallarin ispat1 dogruluk tablolar1 yapilarak gerceklenebilir. Ayrica bu kurallar VEYA (OR +)
ve VE(AND .) islemleriylede yazilabilir.

Diialite kurali : Bir boole ifadesinin diiali mantiksal ¢arpim ile toplamlarin, ve 1 ile O ‘larin yer

degistirmesiyle elde edilir.
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Ornek: x(y+0) ‘m diiali x+(y.1) ve x .1+(; .z) in dijali (x +O)(; z) dir.

Mantiksal Fonksiyonlarin Gosterilmesi

Degiskenlerinin almis olduklar1 degerlere karsilik olarak elde dedilecek olan mantiksal
fonksiyonun gosterilmesi onemlidir. Bir mantiksal fonksiyon ii¢ mantiksal operator olan + . ve
~ ile gosterilebilir. Bu boliimde 6nce mantiksal fonksiyonlarin gosterilmesi daha sonra da
mantiksal fonksiyonlarin en kiigiikk degisken kiigmesi ile gosterilmesi( indirgenmesi )
aciklanacaktir. Bu gosterilimler mantiksal devre tasariminda 6nemlidir.

Carpimlar toplami

)1( }1] T g g Tablo 6.4’de gosterilen F(X,y,z) ve G(X,y,z) fonksiyonlarinin bulunmasi
111lolo |1 F fonksiyonunun degeri x=z=1 ve y =0 iken 1 degerini almaktadir. Diger giris
1{0[1|1]0| degerlerinde O olmaktadir.Boyle bir ifade x, y ve z mantiksal carpimi1 olan
110101010 |« 73 7 ile temsil edilebilir.

O[1[1]0]0 B B B

0[1]0]0|1| G’ninbulunmasi ise, x=y= z=1 veya x=y=z =1 durumunda 1 degerini alir
0]0|1/0]0 | digerlerinde O olur. Bu durumda ¢arpimlar toplami olarak

010101010 ] G(x,y,z)=x.y.z+x.y.z elde edilir.

Tablo 6.4

Tanim: (Minterm) : Mantiksal xp,xo,......... Xn degiskenlerinin bir mintermi yys......... Vn

carptmidir. Burada y; = x; veya y= x; dir. Bir minterm degiskenlerin almis olduklar1 deger
sonucunda 1 degerini alir. Diger bir deyisle yys......... » mintermi ancak ve ancak herbir y;’ nin

degeri 1 ise 1 sonucunu verir. Bir mantiksal fonksiyon ise mintermlerin toplami seklinde ifade
edilebilir.

Ornek F(x,y,,z) = (x+y) z fonksiyonunu ¢arpimlar toplami seklinde ifade ediniz.

Coziim. Ik adim F fonksiyonunun degerinin bulunmasidir. Bunun i¢in Tablo 6.5 olusturulur.

X|Y |2 XY 2 | (xty) = : - :
F fonksiyonunun mantiksal esdegeri, fonksiyonun degerinin 1
1(1[1|1 1|0 |0 - C e ; )
TTiTolt mE oldugu durumlardaki degiskenlerin ¢arpimlar1 1 olacak sekilde
carpimlar toplami seklinde asagidaki ifade edilir.
1(0j1|1 |0 |0
1(0]0]1 1|1 - T LTz
=xy.ztx.y.z+x.y.
o1 1T To o F(x)y,z)=xy.z+tx.y.z+x.y.z
0[1]0]1 1|1
0[0[1]0 1|0 |0
0/0/0]0 |1 ]0 Tablo 6.5
Tanim : maxterm : Mantiksal xi,x,,......... X, degiskenlerinin bir maxtermi y; +y,+........ +.Vn

toplamidir. Burada y; = xj veya yi= x; dir. Bir maxterm degiskenlerin almis olduklar1 deger
sonucunda 0 degerini alir. Diger bir deyisle y; +y,+........ +.yn maxtermi ancak ve ancak herbir y;’
nin degeri 0 ise 0 sonucunu verir. Bir mantiksal fonksiyon ise maxtermlerin ¢arpimi seklinde
ifade edilebilir.

7.4 Boole ifadelerinin Minimize Edilmesi

Mantiksal fonksiyonlar ile tasaralanan  mantik devrelerinde kullanilan elemanlarin
&5 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



sayisiin en kiigiikklenmesi ve ayni zamanda esdeger mantiksal fonksiyonu saglamasi tasarimda
onemli bir mithendislik problemidir. Bu nedenle mantiksal fonksiyonlarin esdegeri olan ve en az
mantiksal devre elemani ile gergeklenebilen fonksiyonun bulunmasi gereklidir. Carpimlar
toplami olarak ifade edilen asagidaki fonksiyonun esdegerini hesaplayalim.

F(x,y,,z) = x.y.z+x. ; Z

=+ y)(x2)
=1.(xz) =xz

Buradan ilk mantiksal ifade iki ¢garpma ve bir toplama elemani ile gergeklenebilirken indirgenen
ifade tek carpma elemani ile ger¢eklenebilmektedir.

Ifadelerin indirgenmesi igin iki adet yontem kullanilir. Bunlar Karnaugh haritalar1 ve Quine-
McCluskey Yontemidir. Bu bolimde o6nce mantiksal ifadelerin indirgenme yontemlerinin
esaslar1 anlatilacaktir.

Karnaugh Haritas1 Yontemi
Bu yontemde mintermlere esdeger olan en kisa ifade hesaplanir. Yontem iki, ii¢, dort, vs.

degiskenli ifadeler icin farkli harita olusturulmasini gerektirir. Tablo 6.6(a)’da iki degiskenli
mantiksal ifadenin karnaugh haritas1 goriilmektedir.

Ornek olarak F(x,y) = x. y +x.y nin haritast tablo 6.6(b) de , x. y +x.y+x y ninki ise 6.6(c) ‘de

goriilmektedir.(b) nin esdegeri yine kendisi (c)’ninki ise x + y olarak elde edilir

Y |y Y |y Y |y
XX gy x 1 X 1
i lxy] [E [ ~ [
Tablo 6.6(a) (b) ()

Tablo 6.7(a)’da ii¢ degiskenli mantiksal ifadenin karnaugh haritas1 gériilmektedir.

Ornek olarak F(x,y,z) = xy z+x y Z+ xy z +x y z+x y z <nin haritasi tablo 6.7(b) de , xyz +
xyz +xyz + x y Z+ xy z +x y z +x y z ninki ise 6.7(c) ‘de goriilmektedir.(b) nin esdegeri

y +x z, (¢)’ninki ise x+ y + z olarak elde edilir.

yz |z yE yz Yz\Vzlyz|yz Yz\Yz lyz|yz
X |xyz |xyz XV z Xz x 1 1 x (1]t 1
x| xyz|xyz | xyzlxvz] [x 1 ! x|l L
Tablo 6.7(a) (b) (c)

4 ve daha fazla degiskenli mantiksal ifadelerin indirgenmesi benzer sekilde karnaugh haritasinin
genisletilmesiyle yapilabilir. Ana kural, mintermlerde toplama giren eslenik terimlerin haritada
daire icerisine alinmasi ve grupta degismeyen terimin sonugta yer almasidir.

Karnaugh haritas1 pratik bir yontem olmasina karsilik dortten fazla degiskenli
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ifadelerde haritanin boyutu ¢ok biiyiiyeceginden tablo olusturmak zorlasir. Bu nedenle Quine-
McCluskey yontemi bdyle ifadelerin idirgenmesinde kullanilabilir.Yontemde mintermler en
fazla 1 i¢eren bir dizilerine gore sirlanarak bu terimlerden indirgenme yapilir.

Ornek olarak : F(x,y,z) = x.y.z + X yZ +xy2 +X YZ +X ¥ Z ifadesinin indirgenmesini ele
alalim. Bunun i¢in Tablo 6.8 teskil edilir. Tablo 6.8.’de adim 1 ve 2’den indirgenen terimlerin
toplam1 fonksiyonun indirgenmis degeridir. 1. Adimda birbiriyle indirgenen terim numaralari
gosterilmistir. 2. adimda ise 1. adimdaki sonuglardan birbiriyle indirgenen terimler gosterilmistir.
Indirgenemeyen ter1mler 1. adimda 5. terim 2. adimda ise ilk terimdir. Yani ifadenin indirgenmis

sekli F(x.y.z) = ZHX Y dir.

1. Adim 2. Adim
Terim | Bit Terim | Dizi Terim | Dizi
dizisi

1 xpz 111 [(1,2) xz 1-1 |(123.4) z ~1

2 3, 101 |3 yzo o

3oapz O @A 3, 0

4 %y, 01 |GAH T, 0

S yyz 000 @) Lo 00

Tablo 6.8
7.5 Ahstirmalar
. B={12,....78) sckil 68de gosterildizi gibi 1»\ /«2
siralidir. B’nin alt kiimesi olan C={4,5,6} yi ele alalim. 3/
a. C’nin iist sinir kiimesini bul 4/ \
b.C’nin alt sinir kiimesini bul \6/
c. sup(C) ve inf(C) varmidir ? \/
e

2. ' Sonlu uzunluklu sonsuz kafes i¢in bir O6rnek ?ekll 6.8
verin.
3. Sekil 6.9°deki kafeste ;
1 :bes elemanl1 biitlin alt kafesleri bulun T

ii: bu kafes dagilma 6zelligi gosterirmi(distributive)?
4. F(x,y,z) = xy +xz+yz fonksiyonunun degerinin
ancakve ancak x,y, ve z degiskenlerinin en az iki

tanesinin degerinin 1 olmast durumunda 1 olacagini Sekil 6.9
gosterin.

F(x,y,z)= (x+y) (x +z ) fonksiyonunu toplamlar ¢arpimi seklinde ifade ediniz.

5. F(x)y) = (x+y) ve G(X,y)— x y+x fonks1y0n1ar1n1n ayni oldugunu gosterlnlz
F(x,y,z,t)=xyzt + Xyzt + xyzt + xyzt + xyzt + xyzt +x yzt +Xyzt ifadesini
Karnaugh haritas1 yontemi ile minimize ediniz.
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8 Graf Teorisi

8.1 Graflar ve Tanimlar

Graf teorisinin uygulamalar1t modern hayatin karmasik ve genis kapsamli bircok probleminin
¢Oziimii i¢in kullanilmaktadir. Bu uygulamalar; ekonomi, yonetim bilimi, satis pazarlama, bilgi
iletimi, tasima planlamasi gibi alanlar1 kapsamaktadir. Graf teorisi problemleri tanimlama ve
yapisal olarak iliskileri belirlemekte de faydalidir.

Bir grafin ne oldugunu agiklamadan once belki de ne olmadigin1 séylemek daha iyi olabilir. Bu
boliimde kullanilan graf bir fonksiyonun grafigi degildir. O halde graf nedir? Basit¢e bir graf
diigiim olarak adlandirilan noktalar ve her biri bu noktalar1 veya sadece noktanin kendisini
birlestiren ve ayrt olarak adlandirilan ¢izgiler toplulugudur. Ornek olarak sehitleri
diigtim(vertice) ve onlar1 baglayan yollar1 ayrit(edge) olarak gosteren yol haritalar1 verilebilir.

Bir grafi tanimlamak igin 6ncelikle diigimlerin ve ayritlarin kiimesini tanimlamak gerekir. Daha
sonra hangi ayritlarin hangi diigimleri baglandig: belirtilmelidir. Bir ayrit her iki ucunda da bir
diiglim olacak sekilde tanimlandigindan graftaki tiim ayritlarin u¢ noktalarimi bir diglim ile
iliskilendirmek gerekir. Bu nedenle, her bir e ayrit’1 i¢in {v;, v} kiimesi tanimlariz. Bunun
anlami e ayrit’inin v; ve v; diigiimlerini bagladigidir. v; = v, olabilir. {v;, v,}kiimesi d(e) ile
gosterilir ve diiglimler kiimesinin bir alt kiimesidir.

Tanim: Bir yonsiiz (undirected) graf G sunlardan olusur: G(V,E)
(1) bos olmayan sonlu bir V diigtimler kiimesi
(i1) sonlu bir E ayritlar kiimesi ve

(11)  bir 6:E—P(V) fonksiyonu dyle ki her bir e ayrit1 i¢in d(e) V ‘nin bir veya iki elemanl
bir alt kiimesidir.

€1

4 V3
Sekil 7.1

Sekil 7.1 * deki G grafina bakalim. A¢iktir ki, G grafinin diigiim kiimesi {v;, v, v3, va} ve ayrit
kiimesi {ei, e, €3, €4, €5}. 3:E—P(V) fonksiyonu s0yle tanimlanmaktadir:

o:er{vi}
o: e2{v1,va}
8: e3{vi,va}
O: e4{v2,v3}
d

D es{Va,v3}
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Bu basitge, e;’ in v; diiglimiinii kendisine, e, nin v; ve v, diiglimlerini vs. bagladigin1 gosterir.

Yukarida goriildiigli gibi bir ayrit bir diigiimii yine kendisine baglayabilecegi (loop) gibi, bir
diigiim higbir ayrit ile baglanmamais olabilir (v4” te oldugu gibi). Ayrica iki diigiim birden fazla
ayrit ile de (multiple ayrit) baglanmis olabilir.

Dikkat edilmesi gereken bir nokta bir graf ile onu temsil eden diyagram ayni degildir. Daha 6nce
de sOyledigimiz gibi bir graf bir fonksiyon ile birlikte iki kiimeden olusur. Sekil 7.1 kendi basina
bir graf degildir sadece bir grafin gosterimidir. Verilen bir graf birbirinden ¢ok farkli goriinen ki
graf ile gosterilebilir. Ornegin sekil 7.2 “deki iki diyagram c¢ok farkli goriinmelerine ragmen ayni
G grafin1 temsil ederler. Sekil 7.2(a) ‘daki graf 7 diigiimlii ¢ember (Wheel) graf olarak
adlandirilir ve W5 seklinde gosterilir. Tim n pozitif tamsayilar1 i¢in n diiglimlii ve n ayrith bir
W, ¢ember grafi vardir.

\4!

V3 Ve

V4 Vs \%i

Sekil 7.2 (a) Sekil 7.2 (b)

Eger bir graf bir diiglimii yine kendisine baglayan (¢evrim i¢ermeyen) bir ayrit ve ayni iki
diiglimii birden fazla baglayan ayritlara sahip degilse basit (simple) graftir. Eger grafta her bir
ayrita bir gergel say1 atanmis ise graf bir ag dir veya agirlikli graftir,

Bir yonlii graf (veya digraf) G=(V,E), burada V sonlu diigiimii kiimesi ve E ‘de sonlu yaylar
kiimesidir. Oyle ki, E’deki her bir e yay1 v ve w siral1 diigiimlerini birlestirir. e=(v,w) demek, e,
v’den w’ye bir yaydir veya e v’den ¢ikar w’ye girer demektir. Karma(mixed) G=(V,E) grafta
ise, E’nin en az bir elemani kenar ve e’nin en az bir eleman1 yaydir.

Iki parcal1 grafta, diigiimler kiimesi, iki ayr1 kiimeye parcalanabilir, dyle ki V,’deki bir diigiim ve
V,’ deki bir diigiim arasindaki her bir ayrit G=(V,V;E) ile gosterilir. Eger n diigiimlii bir basit
graf’ta her bir diiglim cifti arasinda bir ayrit var ise buna tam graf denir ve K, ile gosterilir. Bir
komple iki pargali graf tamamen |V|| ve |V;| ile belirtilir. n ve m diigimlii komple iki parcgali graf
Ky m ile gosterilir ve [Vi|=n ve |[V,J=m ‘dir. Sekil 7.3 iki tane iki pargali graf 6rnegidir. Her iki
sekilde de V; ‘in diigiimleri i¢i dolu noktalar ile, V, ‘nin digiimleri ise i¢i bos noktalar ile
gosterilmistir. (b)’ deki graf komple iki pargali Ks 3 grafidir.

O O

Sekil 7.3 (a) Sekil 7.3 (b)
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Tamm: (i) v ve w diiglim ¢iftini baglayan bir e ayrit’ 1 varsa bu iki diiglim komsudur (adjacent).
Bu durumda hem v hem de w e’ ye deger deriz ve ayrica e de v ve w ‘ya deger deriz.

(ii) ey, ey, ... e, ayritlar1 en az bir ortak diiglime sahipse komsudur.

(iii) Bir v diiglimiiniin derecesi (degree) o(v), v diiglimiine bagli olan ayritlarin sayisidir. (Aksi
belirtilmedigi siirece v’ yi kendisine baglayan ayrit v’nin derecesini iki arttirir.) Tiim diiglimleri
ayni r derecesine sahip grafa r dereceli diizenli (regular) graf veya r-derece denir.

(iv) Bir bos graf (null) veya tamamen bagli olmayan (totally disconnected) graf ayrit kiimesi
bos olan graftir.

(v) Bir tam (complete) graf ayr1 diigiim ¢iftlerinin tiimii bir ayrit ile bagl olan basit graftir ve n
diiglim sayis1 olmak tizere K, seklinde gosterilir.

(vi) Diiglim kiimesi, tiim ayritlarin V; ‘in bir diigiimiinii V,’ nin bir diiglimiine bagladig1 {V,,
V,} seklinde bir bélmelemeye sahip olan grafa iki parcali (biparite) graf denir.

(vii) Bir komple iki pargali (complete bipartite) graf V; ‘in tim diigiimlerini V;’ nin tim
diiglimlerine tek bir ayrit ile baglayan iki parcali graftir.

Ornek 7.1: G, V diigiim setinin {V;, V,} bdlmelemesine sahip oldugu bir iki parcali graf olsun.
Dikkat edilirse G basit graf olmak zorunda degildir. Gereken tek sey her bir ayrit V; ‘in bir
diiglimii ile V;’ nin bir diiglimiinii baglamalidir. v;eV, ve v,€V, dersek, bunlar1 baglayan birden
fazla ayrit olabilir veya hi¢ ayrit olmayabilir. Agikca goriiliiyor ki, G’de ¢evrim yoktur.

G grafinin farkl goziiken diyagramlar ile gosterilebilecegini belirtmistik. Bir grafi gostermenin
bagka bir yolu da ileride tanimlayacagimiz komsuluk matrisi (adjacency matrix) yardimiyla olur.

Tamm: Eger, V’ c V(diigiim kiimesi), E’ < E(Ayrit kiimesi) ve dg:(e)=0g(e) ise, bir G* =(V’,E’)
grafi G =(V,E) grafinin alt grafidir(subgraph) ve G’ < G seklinde gosterilir.

G’ grafinin tiim e ayritlar i¢in dg:(€)=0g(e) durumu G’ alt grafinin ayritlarinin G de oldugu gibi
ayn1 diiglimleri baglamasi gerektigi anlamina gelir. Eger G nin diyagramindan bazi diigiimleri
veya ayritlar silerek G’ nin diyagramini elde edebiliyorsak G’, G ‘nin alt grafidir. Tabii ki, bir
diigiimii siliyorsak ona cakisik olan tiim ayritlart da silmeliyiz.

Ornek: Konnisberg Kopriisii problemi

Euler 1736 yilinda yazdigi makale ile graf teorisinin dogmasina sebep olmustur. Bu makale
asagida tanimlanan Konnigsberg Bridge Problemlemini ¢6zebilen bir teoriyi igeriyordu. Pregel
nehri Konigsberg kasabasinin iginden akmaktadir. Nehrin ortasinda sekil 7.4 (a) daki gibi nehrin
kiyilarina ve birbirine kopriiler ile bagli iki ada bulunmaktadir. Konigsberg kasabasinin
vatandaslar1 i¢in problem kiyilarin veya adalarin birinden baslayip tiim kopriilerden sadece bir
kez gecerek basladigimiz yere yiirtiyebilir miyiz?

Euler oncelikle sekil 7.4 (b) ¢ deki gibi Konigsberg cografyasinin gerekli 6zelliklerini bir graf ile

gosterdi. Her bir nehir kiyist ve adalar bir diigiim ile kopriiler de ayritlar ile temsil edildi. Graf
teorisi terimleri ile problem su hale geldi: grafin tiim ayritlarini igeren kapali bir yol var midir?
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Pregel
hri

Sekil 7.4 (a) Sekil 7.4 (b)
Komsuluk ve Cakisim Matrisleri

Tanmm: G digim kiimesi {vy, v2,..,va} olan bir graf olsun. G ‘nin komsuluk matrisi; ajj, v; ve v;
‘yi baglayan ayr1 ayritlarin sayisi olmak tizere n x n A=A(G) matrisidir.

Komsuluk matrisi v; ve v; ‘yi(diigiim) baglayan ayritlarin sayisi, v; ve v; ‘yi baglayan ayritlarin
sayistyla ayni oldugundan simetrik olmalidir. v; diiglimiiniin derecesi komsuluk matrisinden
kolayca belirlenebilir. vi de bir loop yoksa bu diigiimiin derecesi matrisin 1. siitunundaki
degerlerin toplamidir. Her bir loop dereceyi iki kere etkilediginden i. siitundaki degerleri
toplarken aj; diyagonal elemanin iki kat1 alinir.

Ornek 7.2: Asagidaki A komsuluk matrisi sekil 7.1 ‘de gosterilen grafa aittir.

S = = =
S b O =
S O o=
e )

V={vy, v, v3, v4} ile A’ nin satirlar1 ve siitunlar diigiimleri temsil eder.

Grafin iki 6zelligi matrise bakilarak hemen goriilebilir. Oncelikle, diyagonale bakildiginda bir
tek ¢evrim(loop) vardir- v, ¢ den kendisine. Ikincisi, son satir veya siitundaki 0’ lar v4 ‘iin bir
tecrit edilmis diigiim yani baska higbir diiglime bagli olmayan (kendisi dahil) bir digim
oldugunu gosterir.

Diigiimlerin dereceleri matristen kolayca hesaplanabilir:

o(vy) =2.1+1+1=4

o(vy) = 1+2=3
o(v3) = 1+2=3
o(vq) = 0.

n ayrith bir yonlii grafin komsuluk matrisi de nxn lik bir matristir A=(a;;). Eger i. diigiimden
den j. diigiime bir yay var ise a;=1 diger durumda ise 0 dir.(Sekil 7.5)
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1 010
1 010
01 00
01 00

Sekil 7. 5: Yonli Graf ve Komguluk Matrisi

Graf ve yonlii graflarda diger Onemli bir matris ise
cakisim matrisidir. Komsuluk matrisinin tersine ¢akigim matrisinde ¢oklu ayrit ve paralel yaylar
gosterilebilir. V={1,2,,...,n} ve E={ej,es,....,em} olmak iizere G=(V,E) grafi verilsin. G grafinin
cakisim matrisi, nxm boyutlu olan ve her bir satirin bir diigiime ve her bir kolonun bir ayrita
karsilik geldigi bir B=(bi) matrisidir, dyle ki eger e, i ve j. diglimler arasindaki bir ayrit ise k.
kolonun elemanlarindan by=b;~=1, digerleri sifirdir. Cevrim olan ayritin kolonunda sadece bir
tek 1 vardir. Eger grafta ¢cevrim yok ise diiglimlerin derecelerinin toplami ayrit sayisinin iki
katina esittir. Cilinkii bu 6zellikteki ayritlar iki diiglimii birbirine baglarlar.(Sekil 7.6.)

. e e, e e e e
1

vw 1. 1.1 0 0 0
\'%} €
v, 0 1 0 1 1 1
vv 0 0 1 1 1 0
€
N ’ v, 00 0 0 0 1
€s
v Vs Sekil 7.6 Cakisim matrisi

Teorem 7.1: Eger G, ¢evrim igermeyen ve m ayritli bir ¢oklu
graf ise, G’nin biitiin diiglimlerinin derecelerinin toplam1 2m’dir.

Bir yonlii grafin(¢evrim icermeyen) ¢akisim matrisi, eger e i den j’ye bir yay ise, k. kolondaki
bik=-1 ve by=1 diger elemanlar sifirdir.

Graflarda Baghhk(Connectedness)

Baz1 graflar tek bir parg¢a halinde iken digerleri gesitli pargalardan olusuyor olabilir. Bu fikri
daha belirgin hale getirmek i¢in yollar1 kullanabiliriz. Eger bir graf ¢esitli sehirleri baglayan yol
agin1 temsil ediyorsa aklimiza su soru gelebilir: her yoldan bir kere gecerek ve her sehre sadece
bir kez ugrayarak ayni sehirden baslayip ayni sehirde biten bir yolculuk yapilabilir mi?

Tanmm: (i) G grafinda n uzunlugunda ayrit dizisi; i =1, 2, ... n-1 i¢in ¢ ve ej;; komsu olmak
lizere e, €,...¢, ayritlariin dizisidir. Ayrit dizisi, d(e;)={vi.1, vi} olmak tizere vo,vi,va,...Vn.1,Vn
diigiim dizisini belirler. vp’a ilk diglim, v, ‘e son diigiim denir.

(ii) Bir yol (path) tiim ayritlar1 birbirinden ayr1 (distinct) olan ayrit dizisidir. Buna ek olarak
eger tiim diigiimler de birbirinden ayr1 ise bu yol basit (simple) yoldur.

Diger bir tanim(Yol): Bir grafta, v; ve v, digimii arasindaki bir yol, diiglimlerin
V1,€1,V2,€2,V3,€3,...,6,V; seklindeki ayritlarin sonlu bir dizisidir. Burada, e, vi.; ve vk diigiimleri
arasindaki ayrittir.

(iii) vo=v, ise aynit dizisi kapalidir(closed). En az bir ayrit igeren basit kapali bir yol devre
(circuit) olarak adlandirilir.

Bir ayrit dizisi grafin diyagraminda kalemi  kagidin iizerinden kaldirmadan c¢izebilecegimiz
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herhangi sonlu ayrit dizisidir. Ayrtlar tekrar edilebilir veya c¢evrimler tekrarlanabilir. Ayrit
dizileri ¢ok genel olduklarindan kullanima uygun degillerdir ve bu yiizden yollar tanimlanmistir.
Bir yolda ayn1 ayrittan birden fazla gegmeye izin verilmez. Buna ek olarak eger ayn1 digimi
birden fazla ziyaret etmiyorsak bu yol basit yoldur. Ayrit dizisi veya yol, bir yerden baslayip
ayni yerde bitiyorsa kapalidir.

Herhangi bir graf dogal olarak bilesen (component) adi verilen belli sayida bagl alt graflara
boliinebilir. Bilesenler maksimal bagl alt graflar olarak tanimlanabilirler. Bunun anlami G;, G
‘nin bagl bir alt grafi ise ve kendisi G ‘nin baska herhangi bir bagl alt grafinin alt grafi degilse,
G ‘nin bilesenidir. Bu ikinci durum maksimal terimi ile anlatmak istedigimiz seydir yani X, G;<X
olacak sekilde bir bagli alt grafsa = G; boylece G ’in G; ‘den daha biiylik baglh bir alt grafi
yoktur

G sekil 7.1 ‘de gosterilen graf olsun. Bu grafin komsuluk matrisi:

. Dir.

O = =
S b O -
S O N -
e R e R e)

A’ nin (1,j). eleman v; ve v; diiglimlerini baglayan ayritlarin sayisidir. Bunu bu iki diigimi
baglayan 1 uzunlugunda ayrit dizilerinin sayisi seklinde diisiinebiliriz. Bu durumda, komsuluk
matrisinin karesi:

A2

3
5 .
1 .dir.
0

oS o o O

3 3
3 1
3 1s

0 0
A% de (i,j). eleman v; ve v; ‘yi baglayan 2 uzunlugunda ayrt dizilerinin sayisini1 temsil eder.

Ornegin, (2,2). eleman 5’ tir ve vy ‘yi kendisine baglayan 2 uzunlugunda 5 tane ayrit dizisi
vardir: e, €; €4, €4; €5, €5, €4, €5; 5, 4.

Bunun nigin bdyle oldugunu gérmek zor degildir. A* nin (ij). eleman1 A’ min i. satir ile j.
stitununun ¢arpilmasi ile elde edilir.

n
A= Zal.k a,g. .
k=1

Toplamdaki r. terim ajay, vi ve v; ‘yi baglayan ayritlarin sayisi ile v, ve v;j ‘yi baglayan ayritlarin
sayisinin ¢arpimudir. Bir bagka ifade ile v; ve v; ‘yi v, araciligi ile baglayan 2 uzunlugundaki ayrit
dizilerinin sayisidir. Tiim k degerleri i¢in ortaya ¢ikanlarin toplanmasi v; ve v; ‘yi baglayan 2
uzunlugunda ayrit dizilerinin sayisini verir.

Benzer sekilde A’ ‘te (ij). eleman v; ve vj ‘yi baglayan 3 uzunlugundaki ayrit dizilerinin
sayisidir. Bu graf i¢in

93 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



9 9 9 0
; 5 13 0
A’= )
9 13 5 0
0 o 0
Teorem 7.2: G, diiglim kiimesi {vy,vy, ..., v4} ve komsuluk matrisi A olan bir graf olsun. A" ¢ in

(1,j). elemani v; ve v; ¢ yi baglayan n uzunlugunda ayrit dizilerinin sayisidir.
Yonlii Graflarda yol

Bir yonlii grafta v diigiimiinden w diiglimiine olan yonlii bir yol, diigiimlerin ve yaylarin
V1,a1,V2,22,V3,33,... ,V,a, Ve seklindeki sonlu bir dizisidir. Burada, ilk diigiim v ve son digim w
ve aj, viden vi;. diiglime olan yaydir. Eger v’den w’ye bir yonlii yol var ise, v, w’ye baglidir ve
w, v’den baghdir. Bir diigiimden kendine olan bir yonlii yol, bir kapali yonlii yoldur. Eger
diigiimlerin ¢ifti birbirine bagli ise bu diiglimlere kuvvetli bagh ¢ift denir. Bir grafta her bir
diigiim cifti kuvvetli bagli ise bu graf kuvvetli baghdir. Aksi halde zayif bagh graftir.

Eger {v,w} kuvvetli bagl ¢ift ise, vRw ile, V diiglim kiimesini iki ayrik alt kiime siifina ayiran
bir esdegerlik bagintis1 tanimlanir. Bu alt kiimelerin her birine yonlii grafin bir kuvvetli parcasi
denir.

Teorem 7.3 : Eger A bir yonlii grafin komsuluk matrisi ise, A’nin k. kuvvetinin(k>1) (i,))
elemant, i den j’ye olan k- yonlii yolun sayisin1 verir.

Graflarin Baghhk Testi
Tamm: Bir grafta eger birbirinden ayr1 diiglimlerini baglayan bir yol varsa baglidir(connected).

Verilen bir grafin bagli olup olmadiginin sorulmasi dogaldir. Elbette grafin semasindan bagl
olup olmadiginin goriilmesi kolaydir. Ancak biiyilik graflarda bu yontem makul degildir. Grafin
bilgisayara girilmesi durumunda, baglilik testi i¢in bir algoritma gereklidir. Boyle bir algoritma,
grafin diiglimlerinin yeniden etiketlendigi ilk derinlik arama(dept-first search) teknigidir.

G grafinin diigiimleri vy,va,....,v, olsun.

Keyfi bir nokta se¢ ve onu 1 olarak etiketle.

1’e komsu etiketsiz bir diiglim se¢ ve onu 2 olarak etiketle.
{1,2} yi kullanilan ayrit olarak isaretle ve tekrar kullanma.

Benzer sekilde v; digiimiini k ile etiketle. Bu diiglime komsu olan ve etiketsiz olan biitiin
diglimleri ara ve birisini segerek (k+1) olarak etiketle.
{k,k+1} 1 kullanilmis kenar olarak isaretle. Simdi k’nin biitiin komsu diiglimleri etiketlenmis
olabilir.

Eger dyle ise, (k-1). diigiime git ve onun etiketsiz komsu diiglimlerini ara. Eger boyle bir diigiim
var ise onu (k+1) olarak etiketle ve {k-1,k+1} kenar1 kullanilmis kenar olarak isaretle.

Isleme biitiin diigiimler isaretleninceye kadar

devam et veya en az bir etiketlenmemis 3 ﬁ

diigiim ile 1. diigime don. J

Ornek: Sekil 7.7°de 8 digimli # #

{a,b,c,d,e,f,g,h} olan grafta, b segilerek 1 @

olarak etiketlemis ve {1,2} kullanilmis ayrit # 9 @

olarak isaretlenerek devam edilmis ve diger _ 0

digtimler etiketlenmistir. Sekil 7.7

flk durumda graf baghdir ve tam olarak (n- 1) kullamilmig ayrit vardir. Periyodik olmayan
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bir graf n diiglim igerir ve bu (n-1) ayrita grafin ilk derinlik arama uzaklik agaci(first-depth
search spanning tree) denir. Eger DFS teknigi ile tiim n adet diigiim etiketlenmemis ise graf bagl
degildir sonucuna variriz. Bu algoritmanin en kotli durumda karmagsikligi, eger m ayrit var ise en
fazla 2m arastirma yapilacak ve n adet etiketlenecek diigim olacaktir. Boylece karmagsiklik en
kot durumda n+2m olacaktir. m’nin en biiyiik degeri n(n-1)/2 oldugundan(biitiin diigiim ¢iftleri
arasinda bir ayrit oldugu durum) en kétii durumda karmagiklik O(n?) olacaktur.

8.2 Yollar ve Devreler
Euler Yollar: (Eulerian Paths)

Tamm: G grafindaki bir Euler Yolu, G’ nin tiim ayritlarin1 kenar olarak bir kere i¢eren kapali bir
yoldur. Kapali bir Euler yolu bir Euler devresidir. Bir graf i¢cinde en az bir Euler Yolu
barindirtyorsa bu graf Euler grafidir.

Euler devresi fikri meshur Konigsberg Kopriisii Probleminden ortaya ¢ikmistir. Pregel nehri
Konigsberg kasabasinin iginden akmaktadir. Nehrin ortasinda sekil 7.4 (a) daki gibi nehrin
kiyillarina ve birbirine kopriiler ile bagl iki ada bulunmaktadir. Konigsberg kasabasinin
vatandaslari i¢in problem, kiyilarin veya adalarin birinden baslayip tiim kopriilerden sadece bir
kez gegerek basladigimiz yere yliriiyebilir miyiz?

Euler, oncelikle sekil 7.4 (b) ¢ deki gibi Konigsberg cografyasinin gerekli 6zelliklerini bir graf ile
gosterdi. Her bir nehir kiyis1 ve adalar bir diigiim ile kopriiler de ayritlar ile temsil edildi. Graf
teorisi terimleri ile problem su hale geldi: grafin tiim ayritlarini igeren kapali bir yol var midir?

Bir yolda higbir ayrit dan birden fazla gegilemeyeceginden Euler yolu tiim ayritlar1 sadece bir
kez igerir fakat diiglimlerden birden fazla gecilebilir.

Bagli bir G grafinda Euler yolu olup olmadigini belirlemek i¢in gereken durumu tanimlamak ¢ok
kolaydir: biitiin diiglimlerin derecesi ¢ift olmalidir.Bunu goérmek icin G bagl ve Euler yoluna
sahip olsun. G bagli oldugundan Euler yolunun diigiim dizisi biitiin diigimleri igerir. Yol ne
zaman bir diiglimden gecse bu derecesine iki katki yapar. Tiim ayritlar yolda bir kere
bulundugundan her diiglim ¢ift dereceye sahip olmalidir.

Konigsberg’dekiler aradiklar1 yolu bulamamakta haklidirlar zira boyle bir yol yoktur. Problemi
temsil eden sekil 7.4 (b)’ deki graf baghdir fakat gerekli kosulu saglamaz. Aslinda tim
diglimlerin derecesi tektir. Asagidaki teorem bu soruyu sabitler.

Teorem 7.4: Cevrim igermeyen bagl bir G grafi sadece ve sadece tiim digiimleri ¢ift dereceli
ise Euler grafidir.

Ornek: Sekil’deki grafta tiim diigiimlerin dereceleri ¢ift oldugu icin
bu bir Euler grafidir.

Bir grafta Euler devresi bulmak igin kolay bir yol Fleury’in
algoritmasi1 olarak bilinir. Bu yontemde, herhangi bir diiglimden
baslanir ve gecilen bir ayrit silinir. Ayn1 zamanda, yardim etseniz
bile bir koprii asla gecilmez. Eger gecilen ayritlar silinerek
baslanilan noktaya ulasilabiliyor ise, devre Euler devresidir ve graf Euler dir.

Teorem 7.5: Bagh ve cevrim igermeyen Euler olmayan bir G grafinda ancak ve ancak tam
olarak iki tek dereceli diigim var ise bir  Euler yolu vardir.
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Ispat: Eger G, u’dan v’ye bir Euler yoluna sahip ise, u ve v’nin her ikisi de tek dereceli ve bu
yolda her diigiimden gecip her ayrit bir kez ziyaret edildigi i¢in diger diigiimlerin her biri ¢ift
dereceli olmalidir. Diger taraftan, G nin u ve v olan iki tek dereceli diigiim ile baglandigini
kabul edelim. Bu u ve v diigiimleri ya komsudur veya degildir. ilk durumda ikisi arasinda bir e
ayrit1 olsun. Her bir diigiimii ¢ift dereceli olan G’ grafin1 elde etmek i¢in e’yi silelim.Eger G’
bagli ise u’dan baglayip v’ye kavusan bir Euler yolu elde edilir. Eger G’ iki parga ise, birisi u’y1
iceren G; digeri de v’yi igeren G,’dir. Elbette her ikisi de Euler grafidir. Dolayist ile bir Euler
yolu bulunabilir.

Teorem 7.6: Bir zayif bagl yonlii graf ancak ve ancak her bir diigiimiin giris ve ¢ikis dereceleri
ayni ise bir yonlii Euler devresi igerir.

Kodlama ve de Brujin yonlii graflar:

Euler yol ve devrelerinin, bilgisayar bilimleri, yoneylem arastirmasi, kriptografi ve tasima
problemleri gibi ilging ve yararli uygulamalar1 vardir. Bu boliimde birkag 6rnek verilecektir.

Cinli postact problemi, keyfi bagli bir agin Euler grafina genisletildigi bir optimizasyon
problemidir. Problemde; Bir posta tasiyicisi postaneden c¢ikar, bolgesindeki her bir bloga
postalar1 dagitir ve ofisine geri doner. Eger yolu {izerindeki her bir cadde kosesini bir diigiim ve
iki kose arasindaki yolu bir ayrit olarak alirsak, bu problemin modeli olan bir graf elde ederiz.
Eger graf bir Euler Grafi ise postaci her bir caddeyi bir kere gecmelidir. Eger Euler grafi degil
ise, postaci bazi caddeleri tekrarlayacaktir. Bir optimizasyon problemi bu tekrarlanan caddeleri
toplam gidilen yolu en aza indirecek sekilde konumlandirmaktir.

Diger bir problemde Euler grafinin kodlama teorisindeki uygulamasidir. m harf uzunlugunda ve
n farkli harfi olan bir kelime bir zayif bagli, n digimli, m-1 yayli G grafi olarak
iliskilendirilebilir. Burada, eger kelimenin ilk

harfi ve son harfi farkli ise yonlii bir Euler Q e-a

yolu, ayni ise yoOnlii bir Euler devresinin

olustugu  goriliir. Uygulama  olarak

LETTERED kelimesi ile olusturulan yonli

Euler grafinda m=8 ve n=5"dir. Sekil 7.8’de @ e

gosterilen yonlii grafta,ilk harf L ‘den son harf

D’ye gitmek i¢in 5 diigim ve 8 yaydan Sekil 7.8

gecilmelidir.

A1,A,,... A, gibi n farkll harfli bir kelimde, f(A;), A;’nin kelimdeki frekanst olsun. Buradan n
harfin frekanslarinin toplami m dir. Yonlii grafta, Ai*den A;‘ye olan yay sayisini gosteren m;j, A;
‘nin A;‘nin hemen arkasindan gelme sayisim gostersin. Ornegim MATHEMATICS kelimesinde,
mat=2, mra=0, mry=1 ve boyle devam eder. Buradan M=(mj;;), nxn boyutlu bir matris olarak
tanimlanir. M’de i. Satirin satir toplam1 A; diigiimiiniin ¢ikis D E L R

T
derecesi, j. kolonun kolon toplami A;’nin giris derecesidir.
o . - D 0 0 0 0 0 O
Boylece, n farkli harfli bir kelimeye karsilik olarak n pozitif
A e s E 1 0 0 1 1 3
tamsaymin frekansi ve elemanlar1 pozitif olan nxn’lik bir
matrisimiz  vardir. Ornegin “LETTERED” kelimesinin M =L 0 1 0 0 0 1
frekans kiimesi, {1,3,1,1,2} ve 5x5 lik matris yanda R 0 1 0 0 O 1
gosterilmigtir. T 0 1.0 0 1 2
Euler graflarinin diger bir uygulamast da de Brujin 1 3 0 1 2

graflaridir. Uzunlugu n-1 olan 2™ ikili kelime var. Burada

2" digiimlii bir yonlii graf olusturacagiz. Her bir n-1 uzunlugundaki kelime bir diigiimde olsun.
Her bir v=a,a,...a, seklindeki diiglimden , a,a;3...a,0 ve ayas...a,1 seklinde iki n harfli kelimeyi
temsil edecek sekilde v; ve v, yaylarini ¢iz.  Bodylece, n uzunlugundaki kelimeleri temsil
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eden 2" yayli yonlii graf ¢izilmis olur. Bu graf G(2,n) zayif bagli de Brujin grafidir ve her bir
diiglimiin giris ve ¢ikis derecesi esit oldugundan Euler grafidir. G(2,3) yonlii grafi Sekil 7.9°da
gosterilmistir.

Daha genel olarak, p harfli alfabe i¢cin G(p,n) giris ve cikis derecesi p olan ve p™' diigiim p" yay
iceren bir de Brujin yonlii grafidir. Boylece G(p,n) bir Euler grafidir. Bu yonlii grafta bir Euler
yolu, bir dizide p" yay icerir. Bu kelimelerin ilk

harfleri ile bir dizi olusturmak istenirse, boyle @ 000

bir dizi, aja;...a, dir, burada r=p" dir. Buradan

uzunlugu n olan r farkli kelime a;aj;;...a8jn.1 001

seklindedir, burada alt indiste belirtilen / 100 1
toplama islemi modulo r seklindedir. Ornegin @ 011

p=2, n=3 ise ay a; ile ayn olacaktir. Ornegin, ol0

Sekil 7.9°daki yonlii Euler grafinda, 00’dan 0 10

baslayan devre, 101
000,001,011,111,110,101,010,100 olan sekiz Sekil 7.9

yay dizisini igerir. Bunlarin ilk harfleri ile

olusturulan dizi, 00011101 seklinde ve buradan olusturulacak a;ai+ia;+, seklindeki {i¢ harflik dizi
de ajagag=asaga;=010 olacaktir.

Buradan de Brujin dizisini bigimsel olarak, p ve n iki pozitif tamsayi i¢in tanimlarsak; Eger S, p
harf igeren bir alfabe ise, r (r=p") harfin a,a,...a, dizisine B(p,n) ile gosterilen de Brujin Dizisi
denir. S’den n uzunlugundaki her bir kelime, ajaji...aim1 (i=1,2,,...,r) olarak gerceklenebilir.
Burada alt indisteki toplama iglemi modulo r olarak gerceklenir.

Hamilton Devreleri (Hamiltonian Circuits)

Benzer bir problem de herhangi bir ayritdan birden fazla gegmemek kaydiyla her bir diigiimii
sadece bir kez ziyaret edip basladigimiz yere geri donebilir miyiz? Seklinde sorulabilir. Bu
problem Hamilton tarafindan irdelenmistir ve ismi bu yollar ile birlikte anilmaktadir.

Tammm: Eger bir grafta her bir diigiimden sadece bir kere gecilen bir yol varsa iki diigim
arasindaki yola, Hamilton yolu denir. Bir graftaki Hamilton devresi tim diigiimlerden bir kez
gecen bir devredir. Bir graf iginde bir Hamilton devresi barindiriyorsa Hamilton grafidir. Her bir
diigiimden tam olarak bir kere gecen ve tiim ayrntlarin farkli oldugu bir kapali yol Hamilton
devresidir.Bir graf Hamilton devresi i¢eriyorsa bu bir Hamilton grafidir. Bir yonlii grafta, bir
diigiimden digerine gegen yonlii yol eger her diigiimden bir kere gecerse bu yonlii Hamilton
yoludur. Bir kapal1 yonlii Hamilton yolu bir yonlii Hamilton devresidir.

Ornek 7.3: Sekil 7.10 “da iki tane Hamilton devresi vardir.

4 B

Sekil 7.10 (a) Sekil 7.10 (b)

Euler graflar1 basit bir karaktere sahipken ayni durum Hamilton graflart i¢in dogru degildir.
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Aslinda bir asirdan beri tizerinde g¢alisildigi halde Hamilton graflarinin karakteri hakkinda her
sey bilinmemektedir (Karakter ile bir grafin Hamilton olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
kastedilmistir). Bu graf teorisinin ¢oziilememis biiyiik problemlerinden biridir. Agik bir gerek
kosul grafin bagli olmasidir. Ayrica gesitli yeter kosullar da bilinmektedir.

Bununla birlikte Hamilton grafi i¢in agagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 7.7: Bir n diigimlii(n>3) basit grafta, eger komsu olmayan diigiimlerin her ¢iftinin
derecesi toplami en az n ise bu bir Hamilton grafidir.

Sonu¢: Eger, G n (n>3) diiglimli basit bagh bir graf ise ve tiim v diiglimleri i¢in derecesi
o(v)>n/2 ise G Hamilton’dur.

Dereceler ile ilgili kosul G ‘nin Hamilton olmasi i¢in gerek kosul degildir o halde, bu kosulu
saglamayan bir graf da Hamilton olabilir. Sekil 7.10 (b) ‘ye bakarak bunu gorebiliriz. Grafin 15
diigiimii vardir, her diiglimiin derecesi 3 ‘tiir fakat hala Hamilton grafidir.

Teorem 7.8: Bir n diiglimlii basit grafta, eger komsu olmayan diiglimlerin her ¢iftinin derecesi
toplami1 en az n-1 ise bu graf bir Hamilton yolu igerir.

Sonug: Bir n diigiimlii basit grafta, eger her bir diiglimiin derecesi en az (n-1)/2 ise bu graf bir
Hamilton yolu igerir.

Hamilton devresinin Uygulamasi: Hamilton yolu ve devrelerinin ilging uygulamalar1 vardir.
Buna bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek(Satic1 Seyahat Problemi): Bir iilkedeki sehirler diigiimleri gosterecek, ugak seferi olan
sehirler arasindaki baglantilarda ayritlar olmak iizere bir graf olusturulsun. Bir satic1 her bir sehre
bir kere ugrayip tekrar bagladig1 yere donmek iizere bir yolculuk programi yapmak istiyor. Boyle
herhangi bir tur bir Hamilton devresidir. Boyle bir devrenin var oldugu kabul edilirse, toplam
maliyeti en az olan bir yol bulmak bir optimizasyon problemidir.

Ornek(Planlama) : Bir makine atdlyesinde n adet makine bulunsun. Bir is keyfi bir sirada
olmayacak sekilde bu makineler arasinda yapilacaktir. Her bir makine bir yonlii grafta bir
diiglimii temsil etsin. Her bir diigiimden digerine bir yay ¢iz. Bu yonlii grafta herhangi bir yonli
Hamilton yolunun bulunmasi bir planlamadir. Eger, bir isin i.makineden j. Makineye giderken
gerekli olan diizenleme zamani c; ise, en az zamana sahip bir planlamay1 bulmak yine bir
optimizasyon problemidir.

8.3 Graflarin izomorfizmi

Asagidaki gibi tanimlanan G ve X graflarmi diislinelim. G° nin digim kimesi {1,2,3,4},
komsuluk matrisi A ve  ‘nin diiglim kiimesi {a,b,c,d}, komsuluk matrisi B olsun.

Asagidaki gibi tanimlanan G ve X graflarmi diisiinelim. G* nin diigim kiimesi {1,2,3,4},
komsuluk matrisi A ve  ‘nin diiglim kiimesi {a,b,c,d}, komsuluk matrisi B olsun.

121 1 030 1
20 0 1 301 1
AT 0 0 3 B 10 2
1130 11 21
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G ve X graflarin1 temsil eden diyagramlar sekil 7.11 ‘da gosterilmistir.

fo

Sekil 7.11 (a) Sekil 7.11 (b)

Biraz dikkatli bakilirsa sekil 7.11° de gosterilen graflarin aynmi oldugu goriilebilir. ¥ grafindaki
a,b,c,d diigimlerini 3,4,2,1 seklinde; ve f; ayritlarini i=1,...,8 i¢in ¢; ile tekrar etiketlersek sekil
7.11 ‘deki iki diyagrama ayni grafin farkli gosterimleri seklinde bakabiliriz. Tabii ki, G ve £
graflar1 birebir ayn1 degildir. Ornegin farkli diigiim kiimelerine sahiptirler. Ote yandan ayni
yapiya sahiptirler. G ve X graflar1 izomorfiktir graflar diyebiliriz.

Y ‘nin digiimlerini yeniden etiketleyerek G ve X ‘nin diigiim kiimeleri arasinda bir bijeksiyon
tanimlamis oluruz.

Tanimm: G ve X iki graf olsun. G ‘den X’ a bir izomorfizm (O, @) bir bijeksiyon ¢iftinden olusur.
O: Vg— Vs ve O: Eg—Es

Oyle ki G’ nin tiim e ayritlari i¢in eger dg(e) = {v, w} ise ox(D(e))={ O(v), O(W)}.

Iki graf, bir graftan digerine bir izomorfizm varsa izomorfiktir denir ve G T seklinde gdsteririz.

dg(e) = {v, w} ise Ox(®(e))={ O(v), O(w)} olmasi sartinin anlami iki grafin ayritlar1 ve
diigtimleri arasindaki uyusmanin dogru sekilde saglandigindan emin olmak igindir.

Basit bir G grafi i¢in G* dan X ‘ya bir izomorfizm tanimlamak i¢in sadece uygun O: Vg—Vy
diiglim bijeksiyonunu belirlemek gerekir. Bunun nedeni herhangi diigiim ¢iftini birlestiren en az
bir tane ayrit vardir o halde, bir kez © tamimlandiginda gerekli 6zellikleri saglayan sadece bir
tane @: Eg—Ey fonksiyonu vardir.

izomorfik graflarin aym yapiya sahip olmalar1 gerektiginden birine ait graf teorisine dahil
herhangi bir 6zellik digerinde de bulunmalidir. Bu 6zelliklerin bir kismi asagidaki teoremde
siralanmastir.

Teorem 7.8: (O, ®) G’ dan X ‘ya bir izomorfizm olsun. Bu durumda;
(i) G ve X ayni1 sayida diigiime sahiptir;

(ii) G ve X ayni1 sayida ayrit’ e sahiptir;

(iii) G ve X ayni sayida bilesene sahiptir;

(iv) birbirine karsilik gelen diiglimler ayni1 dereceye sahiptir;
(v) G basitse, X da dyledir;

(vi) G Euler grafi ise X da Eulerdir.

(vii) G Hamilton grafi ise X da Hamiltondur.
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Izomorfizm Prensibi

Iki grafin izomorfik oldugunu gostermek icin birinden digerine bir izomorfizm bulunmalidir; iki
grafin izomorfik olmadigimni gostermek i¢in ise bir grafin sahip oldugu ama digerinin sahip
olmadig1 bir graf teorisine dahil bir 6zellik bulunmalidir.

8.4 Diigiim Boyama, Agaclar ve Diizlemsel Graflar

Eger bir grafta, iki komsu diiglim ayni renkte olmayacak sekilde, her bir dii§iime bir renk
verilirse graf boyalidir denir. Eger boyle bir boyama en ¢ok k renk kullanilarak miimkiin olursa,
graf k-renklidir. Boyle k-renkli bir G grafinda en kiiciik k degeri G nin kromatik sayisidir.

Bir grafta ancak ve ancak hi¢ ayrit yok ise kromatik sayisi birdir. n diiglimli bir tam grafin
kromatik sayisi n, iki pargali grafin kromatik sayisi ise 2 dir. Bir agacin kromatik sayis1 2 dir. p
digiimli bir devre ancak ve ancak, p ¢ift ise 2-renkli, benzer sekilde eger bir G grafi tek
devre(devredeki ayrit sayist tek) iceriyorsa, G grafi 2-renkli degildir. Eger bir grafta hic¢ tek
devre yoksa graf, 2-renklidir.

Graflarda diigiim boyama icin degisik algoritmalar gelistirilmistir. Iki 6rnek algoritma asagida
verilmistir.

Graf Boyama i¢in a¢gozlIii bir algoritma
1. Bir diigiimii al ve kullanilmayan bir rengi ver

2Komsu olan diigiimlere farkli komsu
olmayanlara miimkiin oldugunca ayni1 renk ver.

3. Islemleri biitiin diigiimler i¢in tekrarla.

Sekil 7.12°de gosterilen graf icin boyama 6rnegi
verilmistir. Ilk 1 nolu diigiimden baslayip
kirmiz1 renk, ona komsu olmayan 3 ve 4 nolu
diigtimler yine kirmizi, birbirine komsu olmayan
2 ve 4 nolu diigiimlere ise mavi renk verildi.
Boylece sadece iki renk kullanilmis olur.

Kirmiz1
Sekil 7.12

Diger bir algoritma: Yukaridaki basit algoritmaya biraz sezgisel yaklasim -ekleyerek
geligtirelim.

1. Diigiimleri(vy,va,...,vy) derecelerine gore azalan sirada sirala 6(vi)> o(v2)>...> 6(vy)

2. Renk 1’1 v;’e ve listede v;’e komsu olmayan sonraki diiglime(eger var ise) ver

3. Renk 2’yi listede boyanmayan ve renk 2 ile boyanmis diiglimlere komsu olmayan
diigtimlere ver.

4. Eger boyanmayan diigiim kalmis ise, renk 2 yi ver.

5. Bu isleme biitlin diiglimler boyanincaya kadar devam et.

Graf boyama fikri birgok planlama probleminin ¢éziimiinde faydalidir.
Ornek: Bir iiniversitede final sinavlarmin ¢akismayacak sekilde planlamasinin yapilmast:

Coziim: Bu planlama problemi, diigiimler dersleri ve diiglimler arasindaki ayritlar eger derslerde
ortak 6grenci var ise onu temsil eden bir graf modeli olusturulur. Final sinavi i¢in her zaman
dilimi farkl bir renk ile gosterilir. Sinav planlamasi olusturulan grafin boyanmasi problemine
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doniisiir. Ornegin, 7 adet planlanacak smav olsun. Dersler 1-7 arasinda numaralandirilmis olsun.
l1ve2,1ve3,1ved,2ve3,2ved,2veS5 2ve7,3ved,3ve6,3veT7,4ve5, 4veb,5veb,
5 ve 7, 6 ve 7 nolu dersler ortak 0grenci bulundursunlar. Sekil 7.13’de gosterilen grafta,
planlama problemi diigiim boyama problemine doniismiis olur.

Bu grafin kromatik sayis1 4 oldugundan sinavlar i¢in 4 zaman dilimi gereklidir. Graftaki renkler,
lve 6 kirmizi, 2 Mavi ,3 ve 5 Yesil, 4 ve 7 kahverengi olarak boyanir. Bu zaman dilimlerindeki
siavlar asagidaki tabloda gosterilmistir.

Zaman Dilimi | Dersler
I 1,6
11 2
I 3,5
v 4,7
Agaclar Sekil 7.13

Tamm: i¢inde devre (circuit) igermeyen bagl graflara agac (tree) denir.

Tanimdan da agik¢a goriildiigii gibi bir agacta loop veya ¢oklu ayrit yoktur. Herhangi bir loop
kendi bagina bir devredir ve e; ve ¢; ayn1 diiglim ciftinin bagliyorsa e;, €; dizisi de bir devredir.
Bazi agac¢ ornekleri Sekli 7.14°de gosterilmistir..

n=1 O

n=2 O—O

n=3 O—O—O

n=4 O @) O (O veya

n=5 O O O O O veya —

Sekil 7.14. Diigiim sayisina gore farkli agaclar.
Teorem 7.9.: n diiglimlii bir G grafinda asagidakiler esdegerdir.

i. G bir agactir.
ii.  G’de her diiglim ¢ifti arasinda, sadece bir yol vardir.
iii. G baghdir ve G’deki her bir ayrit bir kopriidiir.(kdprii silinince graf bagli olmaktan ¢ikar)
iv. G baghdir ve (n-1) ayrit1 vardir.
v. G gevrimsizdir ve (n-1) ayrit1 vardir.
vi. G ¢evrimsizdir ve, G’de komsu olmayan iki keyfi diiglim bir ayrit ile birlestirildigi zaman

sonuctaki genisleyen G' grafi tek bir tur igerir.
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Vii.

G baghdir, ve eger G’de herhangi komsu olmayan iki keyfi diiglim bir aynt ile
birlestirilirse, elde edilen yeni grafin tek bir ¢evrimi vardir.

Genel olarak, agaclar ile ilgili algoritmalar ti¢ tiirliidir.

e Verilen bir agacta arama ve etiketleme algoritmalari
e Farkl tiirlerde agag¢ olusturmak i¢in algoritmalar.

e Ozel bir tiirdeki agaclar1 saymak igin algoritmalar.

Agaclar ile ilgili Tamimlar ve ozellikleri

Bir agag, ¢cevrim igermeyen bir bagl yonsiiz graftir.

Bir yonsiiz graf ancak ve ancak, herhangi iki diigiimii arasinda tek bir basit yol var ise bir
agactir.

Bir koklii agag, bir agactan bir diigiimiin kok olarak belirlenmesi ve herbir ayrit kokten
yonlendirilerek elde edilen bir yonlii graftir.

Bir koklii T agacinda, (u,v) bir yonlii ayrit olsun,

v'u, v’nin ebeveyni ve v’de u’nun ¢ocugudur,

v’ ayn1 ebeveyne sahip ¢ocuklara kardes denir;

v' bir v diiglimiiniin kok haricindeki atalari, kokten v’ye kadar olan yol {izerindeki
diigtimlerdir,

v diigiimiiniin torunlar1 v’yi ata olarak goren diigtimlerdir;

bir yaprak, hi¢ ¢ocugu olmayan bir diigiimdiir,

¢ocugu olan diiglimlere i¢ diiglimler denir;

torunlartyla, birlikte bir v diigiimii ve bu torunlara komsu biitiin ayritlar bir alt graf
olusturur.

AN NN

Her i¢ diigiimii < m ¢ocuga sahip olan bir koklii agaca m-iliskili aga¢ denir, eger m=2 ise ikili
agactir.

Bir koklii agacta, bir v diiglimiiniin seviyesi, kokten v’ye olan tek yolun uzunlugudur.
Bir koklii agacin yiiksekligi, diiglimlerin seviylerinin en biiytiglidiir.

Yiiksekligi h olan bir koklii m-iliskili agag, eger biitlin yapraklar 4 veya A-1 seviyesinde ise
dengeli agactir.

Bir sirali koklii agagta, herbir i¢ diiglimiin ¢ocuklar1 siralidir. Eger bir diigiimiin iki ¢ocugu
varsa, ilk ¢ocuga sol alt agag, ve sag ¢cocuga sag alt agag denir.

Agaglar; doymus hidrokarbonlari, Kuruluslari, Dosya kataloglarini, parallel igslem i¢in ag i¢
baglantilarini modellemek i¢in kullanilabilir.

Agaclarin Ozellikleri
* n diiglimli bir agacin tam olarak n-1 ayrit1 vardir.
» jadeti¢ diiglimii olan bir tam m iliskili aga¢ta n=m.i +1 diiglim bulunur.
» Bir tam m-iliskili;
Q n digimlii agacin, i = (n—1)/m i¢ diiglimii ve [/ = [(m—1)n + 1]/m yapragi vardir.
Q ii¢ diigimli agacin n =m-i+ 1 digiimii ve / = (m—1)i + 1 yaprag1 vardir.
a [yaprakli agacin, n = (m-I—1)/(m—1) diglimii ve i = (/[-1)/(m—1) i¢ diiglimii vardir.
»  Yiksekligi h olan m-iligkili  bir agacta en ¢ok m" yaprak vardir.
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» Eger yiiksekligi h olan bir m-ilisikili agacin 1 yaprag: var ise, h > logy, [ dir. Eger m-
iligikili aga¢ tam ve dengeli ise, & = logy, [ “dir.

Agaclarin Uygulamalar

o Tkili Arama Agaci: Bir sirali kokli ikili agagta herbir diigiime; sol alt agacindaki
diiglimlerdeki anahtarlardan biiylik ve sag alt agacindaki diiglimlerde bulunan anahtarlardan
kiiciik bir anahtar atanir.(7kili Arama Agaci Algoritmas:.)

o Karar Agaci: Herbir i¢ diigiimiin bir karara karsilik geldigi bir kokli agacta, kararin herbir
olas1 sonucu i¢in bu diigiimlerde bir alt aga¢ bulunur.(Ornek, Sahte jetonlarin bulunmasi)

e Onek Kodlari: Farkli uzunluktaki bit dizilerini kodlamaya dayali kodlar, bir harf igin bit
dizisinin digerbir harfin 6n ekinde olmamasi 6zelligi ile harfleri kodlamakta kullanilir.

Huffman Kodlama Algoritmasi

Bir ikili agaci verilen wi< wo< ...< wy, agirliklar ile asagidaki sekilde yinelemeli olarak
olustur:

1. En kiigiik iki agirliginda koklii alt agaghi sekilde bir aga¢ olustur. Onlarin
birlestirilmis agirliklari, diger dallarin olusturulmasi i¢in agirliklarin kullanilabilecegi
bu alt agacin kokiiniin agirligi olur.

2. Biitiin agirliklar birlestirilene kadar adim 1°1 tekrarla.

3. Herbir i¢ diigiimiin 2 dali 0 ve 1 olarak etiketlenir. Herbir harf, ikili agactan elde
edildigi sekilde etiketlerin yolunu alir.

Ornek: Agacin olusturulmasi

Ik 6nce karakterlerin frekanslar1 (kullanim sikliklar1) hesaplanmalidir.
Ornegin, elimizdeki veri "BAACC" olsun,

B: 1

A:2

C:2

En kiiciik iki frekans toplanir ve frekans tablosu yeniden diizenlenir,

Tek bir aga¢ olusturulana kadar siirekli en kiiciik frekanslar toplanir,

B:1, A:2,C:2 B:1+A:2 C:2 C:2+ BA:3
NN N C:2BA:3 CBA:5
NN N
2 3

B A © / \

1 2& /3\ 2
E I
Sekil 7.15. .Huffman kodlama algoritmasi1 6rnegi

Agaclarin graf teorisinde Onemli olmasinin bir nedeni tiim baglh graflarin bir agag
icermesindendir. Buna spanning tree denir ve biitiin diigiimleri baglar.
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Tanmm: G, diigiim kiimesi V olan bir bagl graf olsun. G ‘deki bir spanning tree yine aga¢ olan
bir alt graftir ve diigiim kiimesi V ‘dir.

Teorem 7.10: Biitiin bagl graflar bir spanning tree igerir.

Ispat: G bagli bir graf olmak iizere ; G bir devre i¢ermiyorsa G’ nin kendisi bir spanning tree
oldugundan kanitlanacak bir sey yoktur.

G, bir devre igeriyor diyelim. Devreden bir ayrit ¢ikarirsak elimizde hala bagl bir graf kalir.
Eger yeni graf bir devre igeriyorsa devreden tekrar bir ayrit ¢ikaririz. Bu islemi sonug grafi T bir
devre igermeyinceye kadar devam ettiririz. Higbir diigiimi kaldirmadigimiza gére T, G ile ayni
diigiim kiimesine sahip olacaktir ve yukaridaki islemin her agamasinda bagl bir graf elde ederiz.
Bu nedenle, T ‘nin kendisi baglidir; G i¢in bir spanning tree’ dir.

Diizlem Graflar

Tanim: Diiglimleri diizlemde noktalar ve ayritlar1 sadece grafin diigiimlerinde kesisen dogrular
veya yaylar olan grafa diizlem grafi denir.

Bir graf, eger bir diizlem grafiyla izomorfik ise 6rnegin diizlemde hicbir ayrit’t kesismeden bir
diyagram ile temsil edilebiliyorsa diizlemsel (planar) graftir.

Euler’ in Formiilii

G bagl diizlemsel bir graf olsun. Diizlemde ¢izilen G ‘nin diyagrami ‘yiiz’ (face) adini
verdigimiz bolgelere ayirir.

Bagl diizlemsel bir grafin diigiimlerinin, ayritlarinin ve yiizlerinin sayis1 arasinda bir iligki
kurmak i¢in basit bir formiil vardir. Asagidaki tablo bu formiilii gérmek i¢in faydali olabilir.

Graf Diigiim Sayist Ayrit Sayisi Yiiz Sayis
Sekil 7.2 (a) 7 7 2
Sekil 7.3 (a) 9 14 7
Sekil 7.4 (b) 4 7 5
Sekil 7.11 (b) 4 9 7

Herhangi aga¢ n n-1 1

Biitiin bu graflar baghdir ve diizlemseldir ve [F|, |[E|, |V| sirasiyla yiizlerin, ayritlarin ve
diigtimlerin sayis1 olmak iizere

[F|=[E| - [V]+2

iligkisini saglarlar. Bu iliski tiim bagl diizlemsel graflar i¢in saglanir ve Euler’ in formiilii olarak
bilinir.

Teorem 7.11: G, |V| diiglimlii, [E| ayrith ve diizlemi |F| yiize veya bolgeye ayiran herhangi bir
bagl diizlemsel graf olsun. Bu durumda, |F|=|E| -|V| + 2 olur.

Ispat: G’ nin ayrit sayisia tiimevarim ydntemi uygulayarak ispat yapilabilir. [E|=0 ise [V|=1 (G
baglidir o halde iki veya daha fazla diiglim olamaz) ve tek bir yiiz vardir yani |[F|=1. Bu nedenle
bu durum i¢in teorem dogrudur.

Simdi, teoremin n ayritdan az graflar i¢in de saglandigini diisiinelim. G, n ayrith bagh diizlemsel
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graf olsun; yani |[E|=n. G bir aga¢ ise |V|=n+1 (teorem 7.10) ve |F|=1 o halde, teorem bu durumda
da saglanir. Eger G bir aga¢ degilse G‘deki herhangi bir devreyi se¢ ve bir ayrit’ini sil. Sonugtaki
graf G’ baghdir, diizlemseldir, n-1 aynt’ i, |V| diigiimii, ve |F|-1 yiizii vardir. Tiimevarimsal
hipoteze dayanarak Euler’ in formiilii G’ i¢in saglanir.

IFl-1=(|E]-1)-[V|+2 o halde,
[Fl=[E[- [V] +2.

Teorem 7.12: n diigiimlii(n >3) basit diizlemsel bagli bir grafta, en fazla (3n-6) ayrit vardir.

Ispat : Eger n=3 ise ayrit sayis1 en fazla 3’tiir. n 3’e esit veya daha biiyiik olsun. Diizlemsel grafi
Fi,F,,...,F, olarak ¢izelim. F; ile tanimlanan yiiziin ayrit sayisi r; olsun. Her bir 1 i¢in r; en az li¢
olur. Boylece 3p< (r; +r; +....+ 1) dir. Simdi, sinirlardaki ayritlar1 sayarsak her bir ayrit engok
iki kere sayilir. Boylece esitsizligin sag tarafi en fazla 2m olur. Burada m garaftaki ayrnt
sayisidir. Boylece, 3p en ¢ok 2m dir. Fakat teorem 7.11°den p(|F|)= 2-n(|V|) +m(|E|) dir. Bu
teorem bazi meshur graflarin diizlemsel olmadigini géstermek icin kullanilir.

Kuratowski ‘nin Teoremi

Tammm: Eger bir graf, diger bir grafin ayritlarina derecesi 2 olan diiglimler ekleyerek veya
cikararak elde edilebiliyorsa bu iki graf homomorfiktir (izomorfik kopyasidir).

Ornek 7.4: Sekil 7.16 “da gosterilen graflarin hepsi homomorfiktir. (a)’ daki graftan (b)’ dekini
elde etmek i¢in 2 diigiim sileriz ve (b)’ dekinden (c)’ deki grafi elde etmek i¢in bir diiglim sileriz
ve iki diigiim ekleriz. (d)’ den (e)’ yi elde etmek icin bir diigiim ekleriz. (e) ve ()’ deki graflar
izomorfiktir- herhangi bir diigiimiin eklenmesine veya ¢ikarilmasina gerek yoktur.

(a) (b) (c)
(d) () ; M
Sekil 7.16

Teorem 7.13: Bir diizlemsel grafin kromatik sayis1 dordii gegemez.

Alistirmalar
1- Diigiim kiimesi {1,2,3,4,5} ve ayrit kiimesi E={{1,2},{1,3},{1,5},{2,3},{3.4},{3,5},
{4,5}} olan grafi ¢iziniz. Bu grafin komsuluk matrisini bulunuz.
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2- T ve X graflarinin diigiim kiimeleri ve komsuluk matrisleri sirasiyla soyledir: V= {vy,
V2, V3,V4, Vs} ve Vs = {Vi, V2, V4, Vs

ve
I' ve X graflarini ¢iziniz ve bu iki graf arasinda nasil bir iliski vardir agiklayiniz.
3- a) Hamilton grafi olan fakat Euler grafi olmayan dort diiglimlii bagli bir graf ¢iziniz.
b) Ne Hamilton ne de Euler grafi olmayan dort vertexli baglh bir graf ¢iziniz.

4- Asagidaki 3 sekilden herhangi ikisinin izomorfik olmadigini ve hangi iki tanesinin
homomorfik oldugunu gosteriniz.

® '/I I I ®
(b) ()

(a)
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9 Yineleme (Recurrence) Bagintilari

ap,a1,32,a3,... seklindeki sekanslar1 ele aldigimizda, a;, belirli kombinasyonel problemlerde r
girigine bagli olan ¢6zlimdiir. Baz1 durumlarda a,, sekansin Onceki elemanlarina bagli olarak
ifade edilebilir. Ornegin, 4,7,10,13,16,.... Seklindeki, dizide, ag=4 ve ortak fark 3 ‘tiir. Dolays1
ile, siranin r. terimi a, kendinden Onceki (r-1) terime bagl olarak a= a,;+3 seklinde ifade
edilebilir. Bu sekilde ifade edilen bagintilara yineleme(recurrence) bagintilar1 denir. ap=4 ise
baslangi¢ kosuludur. Baslangic kosulu esas alinarak herhangi bir terim ardisik olarak
hesaplanabilir. Diger bir yol ise yineleme bagintisini ¢ézerek r. terimin bulunmasidir. Bu 6rnekte
a,=4+3r olarak bulunur. Diger terimler bu ¢6ziimden hesaplanabilir.

Yineleme bagintilari, fark(difference ) ve diferansiyel denklemleri

Gergel sayilardan olusan bir {a,} dizisinde, ilk fark, d{a,}, as-a,.1, ikinci fark d*{a,} ise, d{a,}-
d{a,.i} dir bu ise a,-2a,.;+a, dir Daha genel olarak, k. fark d*{a,} , d'{a,}-d“'{a,,} dir. Bir
fark denklemi a, ve onun farklarini iceren denklemdir. Ornek, 3d2(an) +2d(a,)+7a,, ikinci
dereceden homojen bir fark denklemidir. Herbir ai(i=0,1,2,...,n-1) a,‘in terimleriyle ifade
edilebilir ¢linkii a, 1=a,-d(a,) , ap,=an.1-d(an.;) .... Oldugundan herbir yineleme bagintis1 bir fark
denklemi olarak ifade edilebilir.

Ornek olarak, 3d2(an) +2d(a,)+7a, fark denklemi, 12a,=8a, ;-3a,, seklindeki yineleme bagintisi
olarak ifade edilebilir. Boylece bazi yazarlar fark denklemleri ve yineleme bagintilarini
degistirerek kullanirlar. Yineleme bagmtilarinin ¢oéziimiinde, fark denklemlerinin ¢6zlim
yontemleri kullanilir. Bu yontemler ise, diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6zliim yontemlerine
benzerdir. Gergekte, fark(Difererans) denklemleri diferansiyel denklemlerin sayisal ortamdaki
ifade edilmesi seklindedir. Bu noktada kisaca diferansiyel denklemleri hatirlamakta fayda vardir.

Diferansiyel denklemler, bilinmeyen y = y(x) fonksiyonunun tiirevlerini iceren bir esitliktir.
Bu esitlikte tiirevlerle beraber y = y(x) fonksiyonunun kendisi x in bilinen fonksiyonlar1 ve
sabitler de bulunabilir. Tirevler denildiginde I. mertebeden, II. mertebeden,.... tiirevler
kastediliyorlar. Denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin mertebesine diferansiyel
denklemin mertebesi denir. Ornegin,

y'=sinx, y' - y=0, xy' + x2y = 3 denklemleri I. mertebeden,

y'+4y=0,y"+ 3y + S5y = 0 denklemleri ise II. mertebeden denklemlerdir.

Not: Yukaridaki denklemlerde y, y', y" fonksiyonlar1 x degiskeninin fonksiyonlaridir.

Genellikle, denklem yaziliminda y, y', y", . . . altindaki x degiskeni yazilmiyor.

Ornegin, y'(x) - y(x) = 0 yerine kisaca y' - y = 0 yazilir.

Diferansiyel denklemlerin fark denklemleriyle olan iliskisini ag¢iklamak i¢in ise, Hesap
bilimlerinden bildiginiz gibi, y’ siirekli bir y(x) fonksiyonunun tiirevidir. x ayrik oldugu zaman
y’(x)= y(x+1)-y(x)’dir. Bu, d{y} fark operatorii ile aynidir. Bu ifade, tiirev ile benzer olan “fark
sekanslarini” olusturur

Daha yiiksek mertebeden tiirevler oldugu gibi daha yiiksek mertebeden fark sekanslari vardir.
y'(x) = y'(x+1)-y'(x) tiirevi, y(x+2)-2y(x+1)+y(x)‘e genisletilebilir..

Ornek: y’-y=0 diferansiyel denklemini fark denklemi olarak ifade edersek;
Yy’ (X)= y(x+1)-y(x) ve y=y(x) dir. Sonugcta;

y(x+1)-y(x)-y(x)=0

y(x+1)- 2y(x)=0 (benzer sekilde a,;=2a, dir.)
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Ornek: n farkli elemani bir satira dizme yollarinin sayisini (a,) hesaplamak igin gerekli ifadeyi
yineleme bagintis1 olarak bulun.

Coziim: Segilen bir elemani ilk konuma yerlestirmek i¢in n adet yol vardir. Bir elemani ilk
konuma yerlestirdikten sonra, kalan n-lelemani yerlestirme sekli a,; dir. Boylece yineleme
bagintisi a,=na,_; olarak ifade edilir. (burada baslangi¢ kosulu a;=1"dir.)

Yineleme bagintilar1 diferansiyel denklemlerde oldugu gibi homejen ve homojen olmayan olarak
iki grupta toplanir. Burada dogrusal ve sabit katsayili yineleme bagintilarinin ¢éziimii tizerinde
durulacaktir.

Tamm: Eger ci(i=1,2,.....,r) sabitler ise, a,= cjay.;+cran, +.....+ca, H(n) ye r. dereceden sabit
katsayili dogrusal yineleme bagintis1 denir. Eger f(n)=0 ise yineleme bagintis1 homojen, degil ise
homojen olmayan yineleme bagintisi denir. Eger g(n) , a,=g(n) (n=0,1,2,....) seklinde olan bir
fonksiyon ise, g(n) yineleme bagintisinin bir ¢éziimidiir.

Homojen Yineleme Bagintilarinin Coziimii

Teorem :(Siiper pozisyon prensibi): Eger gi(n) (i=1,2,...,k),

an = C1an.1 T Crano + ... + can, + fi(n) seklindeki bir yineleme bagintisinin ¢oziimleri ise;
Aigi(n)+Arg(n)+...+ Axgr(n) seklindeki k ¢éziimiin kombinasyonu;

ap = Clang t Cann + ... + canr T Aifi(n) + Axfh(n) +... Axfi(n) seklindeki bir yineleme
bagmtisinin ¢oziimiidiir. Burada, A;(i=1,2,...k) gercel sayilardir. Herhangi bir homojen yineleme
bagintisinin ¢oziimlerinin dogrusal kombinezonu, homojen yineleme bagintisinin yine bir
¢cozimiidiir.

Ispat: h(n)= A g;(n) + Aygy(n) +... Aggi(n) olsun.

gi(n), a, = c1an.; + Crann + ... + cian+ fi(n) ‘in ¢6ziimi oldugu igin;

gi(n)= cgi(n-1) + cogi(n-2) +... c,gi(n-r) + fi(n) yazilabilir.

Bu nedenle; h(n)= c;h(n-1) + c;h(n-2) +... c/h(n-r) + Afi(n) + Axfr(n)+...+ + Axfi(n) iddiamizi
ispatlar.

Sabit katsayili homojen dogrusal yineleme bagintilarini ¢ozmek igin basit yontem vardir. Bu

yontem;

r bir sabit olmak lizere, a,=x" ;a, = ¢1a,.; + Cra,0 + ... + ¢y, ‘nin bir ¢éziimii kabul edilir ve

kabul edilen ¢6ziim bagintida yerine koyulursa;

X" =X + eox™2 L.+ e x™. elde edilir.

Bu denklemi r'™ ‘ye boler ve sag tarafi sola gegirirsek;

X" - cx - X" - ... - ¢iX — ¢ = 0 bulunur ve derecesi r olan ve genelde r adet kokii olan bu

polinoma yineleme bagintisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin kokii birden fazla

veya karmagik sayi olabilir.

Eger xi(i=1,2,...,r) karakteristik denklemin r adet kokii ise, a,=(x;)" homojen yineleme

bagmtisinin bir ¢oziimiidiir ve Onceki Onermede oldugu gibi bdyle c¢oziimlerin dogrusal

kombinezonuda bagintinin bir ¢éziimiidiir.

Ornek olarak, a,=5a,.; -6a,. bagmtisinin karakteristik denklemi x2-5x+6=0 dir ve kokleri x;=2 ve

x,=3 diir. Boylece;

A= A(2)" +B(3)" A ve B’sabitlerinin herhangi bir se¢imi i¢in yineleme bagmtisinin bir

¢Ozlimiidiir. Diger bir deyisle, herbir r kok, x; (i=1,2,..,r) gercel ve farkli ise, herbir genel ¢6ziim

bu (x;)" ¢6ziimlerinin dogrusal bir kombinasyonudur.

Teorem: r. dereceden bir dogrusal homojen yineleme bagintisinin karakteristik denkleminin r

kokii x; (i=1,2,..,r) gergel ve farkli ise, herbir  genel ¢6ziim bu (x;)" ¢6ziimlerinin dogrusal bir
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kombinasyonudur. Bununla birlikte, yineleme bagintisinin r ardisgik baslangic degeri
ay,ak+1,...-,ak+r-1 Diliniyorsa, bu r adet baslangi¢c degerin ¢Oziime uygulanmasiyla r keyfi sabit
hesaplanir ve bu ¢oziim tektir.

Ornek: a,-9a,,=0 bagintisini, ap=6, a;=12 i¢in ¢oziin.

Coziim: Karakteristik denklem x2-9= 0 dir ve denklemin kokleri x;=3 ve x,=-3 diir. Buradan
bagintinin genel ¢6ziimii; A ve B keyfi sabitler olmak iizere;

a;= A(3)" +B(-3)"

Simdi verilen baslangi¢ kosullarina bakarak A ve B sabitlerini bulalim.

A+B=6; ay=6 i¢in ve;

3A-3B=12; a;=12 igin

Bu iki denklemin ¢6ziimiinden, A=5 ve B=1 bulunur. Buradan genel ¢6ziim,

a,=5(3)" +(-3)"

Eger karakteristik denklemin kokleri tekrarlanan ¢oklu kdk ise bu durumda asagidaki ornegi
inceleyelim,

Ornek :

ap = 4a,.1-4a,, yineleme bagintisinin karakteristik denklemi, (x-2)2=0 dir ve denklemin kokleri
x1=2 ve X,=2 dir. Bu durumda A(2)" bir ¢6ziimdiir. Diger ¢oziim ise elbette Bn(2)" seklinde ve
genel ¢ozliim ise, A(2)" + Bn(2)" seklinde olacaktir. Yine benzer sekilde baslangi¢ kosullarinin
¢Ozlime uygulanmasiyla A ve B sabitlerinin degeri hesaplanir.

Teorem: (a) Bir yineleme bagintisinin karakteristik denklemin bir ¢arpani (t kok ve s de katlilik
olmak tizere) (x-t)°, olsun. Buradan,

u= (" (A;+An+Asn*+... +An"") yineleme bagmtisinin bir ¢dziimidiir. Burada, Ai(G=1,2,,...,s)
keyfi sabitlerdir. Bu ¢6ziim, bagintinin r’ye gore temel ¢oziimiidiir.

(b) Yineleme bagintisinin kokleri t, (k=1,2,...,q, burada sy, ty’nin katliligidir) ve u, bagintinin t
kokiine gore temel ¢Oziimii olsun. Buradan, yineleme bagintisinin her ¢oziimii, bu q temel
¢Ozlimiin toplamidir.

Ornek: Karakteristik denklemi (x-2)’(x+3)(x-4)* seklinde olan bir yineleme bagintisinin genel
¢Ozlimiini bulun.

Coziim : Denklemin kokleri 2,2,2,-3.4 ve 4 “diir. Tekrarlanan kok 2 i¢in temel ¢6zliim ;
u= 2"(A+Asn+Asn?), kok -3 icin temel ¢oziim, u;= A4(-3)" ve tekralanan kok 4 icin temel
¢6ziim u3= 4"(As+ Agn) dir. Boylece genel ¢6ziim u; + u, + u3 seklindedir.

Homojen Olmayan Yineleme Bagintilari.

Bu boliimde, a, = h, +f(n) tipindeki dogrusal yineleme bagmtilarinin ¢6ziimii {izerinde
durulacaktir. Burada, h,= cjap1t+cans +....+can, ,ve f(n) n’in bir fonksiyonudur. Verilen
homojen olmayan bagintinin homojen pargast a,=h, dir. Eger verilen bagintinin homojen
parcasinin bir ¢oziimii a,=u, ve homojen olmayan bagmtinin bir ¢oziimil, a,=v, ise siiper
pozisyon prensibi geregi, a,=u, + v, de ayni homojen olmayan bagintinin bir ¢6ziimiidiir. Eger,
u, ‘in r keyfi sabiti var ise , u, + v,’in de r keyfi sabiti vardir. Eger homojen olmayan bagmtinin r
ardisik baglangic kosulu biliniyor ise, bu baslangi¢ kosullari, tek bir ¢ézliim veren r degiskenli r
denklem tanimlamak i¢in kullanilir. Diger bir deyimle, eger homojen olmayan yinelemeli
bagintinin homojen kisminin bir genel ¢6ziimii u, ise ve eger v, de homojen olmayan bagintinin
bir kismi ¢oziimii ise, u, + v, ayn1 homojen olmayan bagintinin bir genel ¢oziimiidiir.

109 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Ornek: a,=5a,.1-6a,.,+6(4)" bagintisinin genel ¢éziimiin bulun.

Coziim: Bagmtinin homojen kisminin karakteristik denklemi x*-5x+6=(x-2)(x-3) diir. Buradan
x1=2 ,X,=3 bulunur. Dolayis1 ile homojen par¢anin ¢oziimii;

u,= A(2)" +B(3)" dir.

Kismi ¢6ziim i¢in ise;

f(n)= (4)" oldugundan vn=A.f(n)= A.4" bir ¢dziim kabul edilsin ve bu ¢oziim bagintida yerine
koyulursa;

A" =5.A4)"" -6.A(4)"? +6(4)"

Buradan A=48 ve v,=48(4)" bulunur. Sonugta; a,=u, + v, =A(2)" +B(3)" +48(4)" bulunur. A ve B
keyfi sabitleri, ardigik baslangi¢ kosullari kullanilarak bulunur.

Homojen yineleme bagintisinin ¢dziimiiniin tersine, homojen olmayan bagintilarin kismi ¢oziimii
i¢cin genel bir yontem yoktur. Bununla birlikte iki 6zel durumda:

i.  Eger f(n)= c(q)" ise(burada c bilinen bir sabit) ve eger q karakteristik denklemin kokii
degil ise, A(q)" kismi ¢6ziim olarak segilir. Burada A, homojen olmayan esitlikte a,
yerine A(q)" koyularak hesaplanabilecek bir sabittir. Eger q karakteristik denklemin k
katli bir kokii ise, bu durumda A(n)*(q)" kismi ¢éziim olarak segilir

ii.  Eger, f(n)= c(n)k ise ve eger karakteristik denklemin kokii 1 degil ise, kismi ¢6ziim icin
Ag+tAmn +Aon’+. . +AmE seklinde derecesi k olan n‘e bagli bir polinom secilir. Eger 1,
karakteristik denklemin t kath kokii, ise, kismi ¢oziim i¢in Aen' + An'"
+A,n"™ %+, +Am"™ seklindeki polinom segilir.

Ornek: Homojen olmayan bir yineleme bagintisimin karakteristik denklemi, (x-1)*(x-2)((x-3)*=0
dir. Asagidaki f(n) degerlerine gore kismi ¢éziimleri bulun.

(a) f(n)=4n’ +5n

(b) f(n)=4"

(c) f(n)=3"

Coziim: Karakteristik denklemin kokleri, iki kath kok 1, bir katli kok 2 ve iki kath kok 3 diir.
Homojen par¢anin genel ¢6zliimii u, ve v, de kismi ¢oziimler olmak iizere;
upy=c; + co.n + ¢3.2" +¢4.3" + ¢5.n.3" dir.

(a) v, = An’ +Bn’ + Cn* + Dn’
(b) vo=A.4"
(¢) vo = A’ 3"

Yineleme Bagintilarinin iterasyon ile ¢oziimii

Yineleme bagintilari iterasyon yontem ile de ¢oziilebilir. Bu ¢6zliim sekli igin;

Ornek: ap=k.a, 1+f(n) seklindeki bir bagintinin ¢6ziimiinii ele alalim.

Coziim: Once agiklandigi gibi, u, homojen parcanin ¢dziimii, v, ise kismi ¢6ziim olmak iizere
a,=u, + v, dir.

Durum(1): k=1, ¢ keyfi bir sabit olmak iizere,u,=c dir , bdylece, a,=c + v, dir. Burada v,’in
ozelligi f(n)’e bagl ve u, de bir sabittir. Bununla birlikte;

Ap=an-1 +f(n)
an.1=anotf(n-1)

a=a;+(2)
a;=ao+f(1) dir. Bu n adet esitlik toplanirsa;
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ap=apt f(1) + f(2) +...+ f(n) elde edilir.Boylece,
f(1) + f(2) +...+ f(n)=a,-a9p =c+vy-a elde edilir.
Durum(2): k, 1’e esit degil ise, u,=c k"’ dir. daha once anlatildig1 gibi v,, f(n) ve u, ‘e baghdir.

Ornek: a,= k.a,.;+bn seklindeki yineleme bagintisinin ¢dziimiinii iterasyon ile bulun.
a,= k.a,.;+tbn

k/ ay.1= k.aptb(n-1) (esitlik k ile ¢arpilir)

k?/apo= k.anob(n-2) (esitlik k? ile carpilir)

k"?/a,= k.a;+b(n-(n-2)) (esitlik k™% ile carpilir)
k"!/a;= k.agtb(n-(n-1)) (esitlik K™/ ile carpilir)Bu esitlikler toplanirsa;
an,  =ap.k"+bn+kb(n-1) + k’b(n-2)+...+ k" 'b(n-(n-1))
= ap.k" +b[n(1+k +k*+.. +k"")- k(1+2k +3k*+...+(n-1)k"?)] dir.(2. seri 1.nin tiirevi)
n n—1 n
_ ao.k%[n(k -1 K nk (k—l)erl—k
k-1 (k-1
ap= 1, k=2 ve b=1 i¢in ¢dziim a,= 3.2" -2-n dir.
Not: Ayni1 problemi dnceki yontem ile ¢oziiniiz

)] dir.

9.1 Alistirmalar:

1. n elemanli bir kiimenin tim alt kiimlerinin sayisin1 bulmak ic¢in gerekli yineleme
bagintisini tanimlayin.

Bir satirdaki n farkli elemanin dizilisinin sayisini1 veren yineleme bagintisini tanimlayin.
Bir bankanin yillik faiz oraninin %r oldugunu kabul edelim.Egen a, , n yil sonraki para
miktar1 ise, a, i¢in basit ve bilesik faize gore yineleme bagintisini1 bulun.

f(n)= 2f(n-1) yineleme bagintisin1 f(0)=1 i¢in ¢oziin.

f(n)=3f(n-1) + 4f(n-2) yineleme bagitisin1 f(0)=1 {(1)=2 i¢in ¢oziin.

F(n) = 4f(n-1) +5(3)" yineleme bagintisin1 f(0)= 1 i¢in ¢6ziin.

F(n)=4f(n-1) -4f(n-2) +n yineleme bagintisini f(0)=1 ve f(1)=2 i¢in ¢oziin

et S

NS w e
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10 Algoritmalar ve Sonlu Durumlu Makinalar
10.1Algoritmalar ve Karmasikhik

Ayrik matematikte karsilasilan birgok problem sinifi mevcuttur. Ornegin verilen tamsay1 grubu
igindeki en biiyiik olaninin bulunmasi, verilen bir kiimenin biitiin alt kiimelerinin listelenmesi,
verilen bir tamsay1 kiimesinin artan sirada siraya dizilmesi, verilen bir ag’da iki kenar arasindaki
en kisa yol’un bulunmasi gibi. Boyle problemler ile karsilasildiginda, ilk olarak problemin
matematiksel yapisini igeren bir modelinin bulunmasi gerekir. Bdyle modellerde,
permutasyonlar, bagintilar, graflar, agaclar ve sonlu durumlu makinalar gibi ayrik yapilar sik¢a
kullanilirlar.

Uygun matematiksel modelin kurulmasi ¢ozlimiin ilk adimidir. Modeli kullanarak ¢6ziimii
gerceklestiren bir yontem gerekli olacaktir. Cevabi bulmak i¢in sirali adimlari takip eden bir
yordam olacaktir. Boyle sirali islem adimlarina Algoritma denir.

Tamim: Algoritma; bir hesaplamayr gerceklestirmek veya bir problemi ¢ozmek igin kesin
islemlerin sonlu bir kiimesine algoritma denir

Algoritma kelimesi Arap matematikgisi olan ve 9. yiizyillda yasamis olan Al-Khowarizmi ‘nin
isminden tiiretilmistir.

Ormnek: Sonlu sayidaki tamsayilar kiimesinin en biiyiik elemanimin bulunmas i¢in bir algoritma
kurulmaya ¢alisilirsa:

Problemin uygulamas: gesitli olabilir. Ornegin iiniversite dgrencileri arasinda derecesi en yiiksek
olanin belirlenmesi, bir spor organizasyonunda en yiiksek dereceli olan sporcunun belirlenmesi
gibi.
Problemin bir¢ok ¢6ziimii olabilir. Bir ¢6ziim asagida verilmistir.

1. Sayilarin ilkini gegici en biiyiik olarak belirle.

2. Bir sonraki say1r ile gecici en biiyiilk tamsayiyr karsilastir. Eger yeni sayr gegici
enbliylikten biiyiik ise yeni say1y1 gegici enbiiyiik olarak belirle.

Eger daha say1 var ise bir dnceki adimi tekrarla.

4. Dizide bagka eleman kalmamis ise dur. Bu noktada en biiyiik say1 gecici enbiiyiik olarak
belirlenmis olan say1 olacaktir.

Algoritma bir bilgisayar dili yardimi ile gosterilebilir. Ancak bunu anlamak ¢ogu zaman zor olur.
Bunun yerine ortak olarak kullanilan pseudokod ile ifade edilir. Bu kod ingilizce olarak ifade
edilen islem adimlarin1 gosterir.

Psudokod temel bilgileri: Bu boliimde psudokod ile ilgili temel bilgiler(Algoritmalart anlatmak
i¢in kullanilan) kisa olarak verilecektir.
Ayiraglar : begin ,end , ; dir.
Begin
Program
End

Bildiriler : procedure, begin, integer,boolean, real, array, string
Islemler
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End.
Procedure’larin arasinda arsiv fonksiyonlarini belirtmeye gerek yok.

Atama: = =
ornek b:=2 , c:=3, a:=b+c gibi
Psodokod asagidaki gibi blok yapisindadir.

begin
real temp;
temp:=a;
a:=b;
b:=temp;
end

Kontrol yapilar :

if p then s; else s,; { eger p onermesi dogru ise s; ‘i degil ise s,’yi yap.}

if a>b then
begin
end
else
begin
end

for j :=1 ton do
begin

end {j nin degerini 1denbaslatarak arttir. j=n oluncays kadar begin end blogunu icra et}

while p do s {p dnermesi dogru oldugu siirece s’i icra et. islem sonunda p’nin degismesi
gerekir}

ornek j:=1;
toplam:=j;
while j <10 do
begin
j=itL
toplam:= toplam+j;
end
do s until p {p Onermesi saglanincaya kadar s islemini yap. s islemi p Onermesine etkili
olmalidir}
ornek :
j=1
toplam:=j;
do
begin
=t
toplam:= toplam+1;
end
until j = 10;

113 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Ornek . Enbiiyiik tam say1y1 bulma algoritmas1

Procedure enbuyuk(a,, a,,,........... , a,: integers)
enbuyuk := a;
fori:==2ton

if enbuyuk < a; then enbuyuk :=a;
{islem sonunda enbuyuk tamsay1 bulunmus olur}

Baska bir algoritma da bu tamsayilar biiylikten kii¢iige dogru azalan sekilde siralayip ilk
elemen1 enbuyuk olarak almak olabilir.

Algoritmalarda asagidaki 6zellikler bulunur ve bu 6zellikleri akildan ¢ikartmamak gereklidir.
Giris: Belirlenen veri kiimesinden algoritma giris degerleri alir.

Cikig: Algoritma herbir giris kiimesinde ¢ikis degerleri iiretir. Bu degerler problemin ¢oziimiidiir.
Actklik : Algoritmanin adimlar agik olarak tanimlanmalidir.

Dogruluk: Algoritma herbir giris kiimesi icn dogru cikis tiretmelidir.

Sonluluk : Algoritma, herbir giris kiimesi i¢in amacglanan ¢ikisi, sonlu islem adimi(biiyiik
olabilir) sonunda iiretmelidir

Verimlilik : Algoritmanin herbir adimi tam ve sonlu bir zaman diilimnde gergeklenmelidir.
Genellik : Yordam formdaki her probleme uygulanabilecek sekilde genel olmalidir.

Enbiiyiik tamsay1y1 bulma algoritmasi bu ac¢idan degerlendirilirse;

Giris : Sonlu sayida tamsay1 kiimesi

Cikis : kiimedeki en biiyilik tamsay1

Acik olarak adimlar tanimlanmistir, ve dogru sonug iiretir.

Algoritma sonlu islem adimi1 kullanir(n ad)

Algoritma herbir adimda bir karsilastirma islemi yapar.(verimlilik)
Algoritma bu tiir kiimelerdeki enbiiylik tamsayiy1 bulacak sekilde geneldir.

Arama Algoritmalar:

Sirali listedeki bir elemanin yerinin bulunmasi ¢ok degisik olarak karsilagilan bir problemdir.
Ornegin sozliikten bir kelime aranmasi gibi problemlere arama problemleri denir.

Genel arama problemi agagidaki sekilde agiklanabilir.: Farkli elemanlar a;, a,,,........... , a, olan
bir listede bir x elemanin yerinin 6grenilmesi veya listede olup olmadiginin 6grenilmesi seklinde
olabilir. Bu arama probleminin ¢6zlimii, x elemanina esit olan a; elemanin yerinin bulunmasidir.
(eger x =a; ise x i. Elemandir.)

Problemin ¢6ziimii i¢in ilk algoritma dogrusal veya ardisil aramadir. Dogrusal arama algoritmast,
x ve a;‘ikarsilagtirarak isleme baglar. Eger x =a; ise aranan eleman 1. elemandir. x # a; ise, X
ile a, karsilastirilir. Eger x =a, ise ¢0ziim a,‘nin konumudur. Eger x # a, ise, x , aj ile
karsilastirilir.Bu islem bir uyusma bulununcaya kadar devam eder.Uyusma olmadik¢a islem
devam eder. Eger bir uyusma bulunamaz ise sonug sifir olarak elde edilir. Dogrusal arama
algoritmasinin pseudokod’u asagida verilmistir.

Procedure dogrusalarama(x: integer, a;, a,,,........... , a, : farkli tamsayilar)
1:=1;
while( i <n and x # a;)
1:=1+1;
if i <n then konum :=1
else konum := 0; {konum, x’e esit olan terimin indisidir.Eger x bulunamamis ise degeri sifirdir}
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Simdi baska bir algoritma diisiinecegiz.

Bu algoritmada verilen veriler artan sekilde siralanmistir. Veriler tamsay1 ise en kiiclikten en
biliylige dogru siralanmis, eger kelime iseler alfabetik olarak sirali sekildedir. Boyle bir veri
kiimesinde bir eleman aranmasi igin kullanilacak algoritma, ikili aramadir. Ikili arama
algoritmasinin mantig1 sirali veri kiimesi ortadan iki kiimeye ayrilarak bulunmasi istenen veri bu
alt kiimelerden hangisinin igerisinde olabilecegine bakilir. Arama islemi alt kiimelerde
tekrarlanarak bulunmasi gerekli olan veri bulunmaya calisilir. Asagidaki 6rnek ikili aramay1
gosterir.

Ornek: 1,2,3,5,6,7,8,10,12,13,15,16,18,19,20,22 siral1 dizisi icerisinde 19 tamsayisi aransin.

Dizide 16 eleman bulundugundan 1,2,3,5,6,7,8,10 12,13,15,16,18,19,20,22 seklinde 8’11 iki
alt kiimeye ayrilir. 19 tamsayisi birinci alt kiimenin enbliyiik elemani ile karsilagtirilir. 10 < 19
oldugundan aranan sayi ikinci alt kiimededir. Bundan sonra ikinci alt kiime 12,13,15,16
18,19,20,22 olmak iizere 4 elemanli iki alt kiimeye ayrilir.

10 < 19 oldugundan aranan tamsayi sag alt kiimede olabilecektir. Bu nedenle sag alt kiime yine
18,19 ve 20,22 olmak iizere iki elemanli iki alt kiimeye ayrilir.

Simdi 19 tamsayisi, son ikili kiimenin en biiylik elemanindan biiyiik olmadig: i¢in arama ilk
kiimenin 13. ve 14. elemanini igeren kiimeyle sinirlanir. Béylece son kiimede 18 ve 19 tamsayili
ve birer elemanl: iki alt kiimeye ayrilir. 18 < 19 oldugundan arama 19 tamsayisindan olusan son
kiimeye sinirlanir. ve kiimenin 14. eleman1 olarak bulunur.

Algoritmanin pseudokod’u asagida verilmistir.

Procedure ikiliarama(x: integer, a;, daa,,........... , a, . artan tamsayilar)
i:=1; {1 ,arama araliginin sol bitis noktasin1 gosterir}
j :==n; {j ,arama araliginin sag bitis noktasini gosterir}

whilei<j do
begin
m := [(i+))/2];
if x > a,, then i:= m+1;
else j :=m;
end
if x = a; then konum :=1
else konum := 0;
{ konum, x’e esit olan terimin indisidir. Veya eger x bulunamamis ise degeri sifirdir}

Algoritmalarin karmasikhgi

Algoritmalarin 6zellikleri igerisinde verimlilik olmasi gerektigi agiklanmisti. Algoritmanin
verimliligi ne demektir? Bunun analizi nasil yapilir? Verimliligin bir 6l¢iitii, algoritmanin belirli
bir giris verisine karsin, problemin ¢oziimii i¢in bilgisayarin harcadigi zamanin oOlgiilmesidir.
Diger bir ol¢ii ise belirli giris verisine karsi bilgisayarin kullandig1 bellek miktaridir. Bdyle
sorular algoritmanin bir hesaplama karmasikliginin gelistirilmesini gerektirir. Problemi ¢ozmek
icin algoritmanin harcadigl zamanin analizi zaman karmagikligi’ni, gerekli bellegin analizi ise
yer(space) karmagikliginin hesabini gerektirir.

Yer karmasikligi probleminin ¢oziimii, algoritmayr gerceklerken kullanilan veri yapilan ile
baglantilidir. Ancak bu konular igerisinde yer  karmagsikligindan  bahsedilmeyecektir.
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Algoritmanin zaman karmasikligr ise, belirli miktardaki giris verisine karsilik, yapilan
karsilastirma, tamsay1 toplama, tamsay1 ¢ikartma, tamsay1 ¢arpma ve bolme islemleri ile diger
basit islemlerin sayisi olarak hesaplanir.

Ornek( Zaman karmasiklig1 icin ) : Bir A dizisinin en kiiciik elemanini bulan algoritmanin zaman
karmagikliginin hesabi:

Procedure enkucuk(A real array,, enkucuk:real)
enkucuk == A[1];
fori:=2ton
begin
if A[i] < enkucuk then enkucuk := A[i] { en kotii durumda n-1 defa icra edilir.}
end
{islem sonunda enkiigiik say1 bulunmus olur}

Bu algortimanin zaman karmasikligi en kotii durumda dizinin biiyiikliigii mertebesindedir. Bu
yordamin islem sayisini hesaplamaya ¢aligalim. Mertebesi n-1dir.

Karsilastirma islemlerinin sayisi : n-1
Atama islemlerinin sayisi: n-1; Algoritmanin karmasikligi(zaman) O(n) dir.

Karmagiklig1 ifade etmek i¢in O(n) notasyonu kullanilir. O mertebe isareti , (n) in sonlu bir
carpanla ¢arpimindan daha kiigiiktiir.

Islemlerin say1s1 < kn { k : sinirl1 sabit ,n : problemin biiyiikliigii olarak tanimlanir}
Ornekler,

En kiiciik say1y1 bulma algoritmasi : n-1  O(n)

Hem en kiiclik hemde en biiyligii bulma : n-1 + n-2 =2n-3  :O(n)

Siralama yapan algoritma(En kiigiikten biiyiige): (n-1) +(n-2) +(n-3) +...= :0(n’)

Algoritma | Zaman Coziilebilen En biiyiik problem Ornek algoritma
Karmagiklig1
1 sn. 1 dk. 1 saat
Al n 1000 6x10* | 3.6x10° | En kiiciigii bulma
A2 nlogn 140 4893 2x10° Siralama(Quicksort)
A3 n’ 31 244 1897 Geleneksel siralama
A4 n’ 10 39 153 Matris Carpimi
A5 2" 9 15 21 Torba doldurma problemi

Burada ilging nokta, mertebe arttik¢a ¢ozebildigimiz problem sayisi ¢cok ¢abuk diiser.
Ornek: ikili Arama algoritmasinin karmasiklik hesabmin yapilmas:

Cozim : Basitlik i¢in a;, a,,........... , a, listesinde n = 2% eleman oldugunu varsayalim.(k > 0)
Burada k =logn olacaktir.Eger kiimedeki elemanlarin sayis1 2’nin kat1 seklinde degil ise, liste
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2! elemanli daha biiyiik bir liste olacaktir(burada . 25 <n< 25! dir. )

Aranan say1 bulununcaya kadar, i ve j sayilar1 birbirine yaklasir. ilk adimda liste 2% e sinirlanir.
ikinci adimda liste 22 ‘ye simirlanir. En sonunda liste 2' = 2 elemanl olarak kalir. Listede tek
eleman kalinca karsilastirma baska eleman olmadigimi gosterir islem biter. ikili arama
algoritmasini icra etmek i¢in toplam 2k+2= 2logn+2 karsilagtirma yapilir Buradan ikili arama
algoritmasinin karmasikligimin en kotii durumda O(logn) oldugu sodylenebilir. Diger bir
karmagiklik analizi ortalama durum analizidir. En kotii durum analizinden daha karmasik olan bu
analiz dogrusal arama algoritmasinin karmasiklik hesabinda kullanilmistir.

10.2Sonlu Durumlu Makinalar ve Turing Makinalan
10.2.1 Sonlu durumlu Makina:
(a) Bir baglangi¢c durumu olan ve Sonlu sayida duruma sahip {Q = qo,q1,.......qn} Olan,
(b) : Giris{G=x1,X2,.......Xn}, V& Cikis{C=2z,,2,,......,Z1n}, olmak iizere sonlu Alfabe(A) vardir.
(c) : Bu parametreler ile bir gecis fonksiyonu tanimlanir: { QxG — CxQ }

Z(t+1) ¢ikis1 temelde x(t)’ye baghdir Q(t)’ye , o andaki durum veya makinalarin basindan gecen
olaylar(History) denir.

X
1 —p M —» Z —w t=t, t, t=t,, t
X, —» —» z, } \ \ >
X, ) > z
"Sekil 9.1

10.2.2 Akseptor(Sonlu) : Bir sonlu akseptor asagidakilerden olusur.

(a) Baslangi¢c durumu qo, Son durumlar alt kiimesi olmak iizere bir (sonlu) durum kiimesi:
(b) : Bir A alfabesi(sonlu)

(c):g:QxA — Q fonksiyonu

Ornek:
Ornek:
gle Qo qi
0 |q |a Q={qoq};A{0,1}
1 qi | 9o
0 1 0

Cikista bir isaret yok. q;’1 son durum alsak, tek sayida 1 vererek bunu yine q;’e getirmek
miimkiin. Bu akseptor tek sayida bir bulunan bir katar1 kabul eder.( 101011100011 kabul etmez,
6 ad .1 var)

Sekil 9.2

Sonug : Sonlu akseptor verilen bir katarin verilen bir gramere uygun olup olmadigin1 kontrol
eder. Uygunluk son duruma erisip erismeme  ile anlasiliyor.
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Ornek : A{0,1} , Q{ q0,q1,q2} , G2 : dipsiz kuyu giren ¢ikamaz}

% ®

ov1

Sekil 9.3

Bu akseptor bos katar, 01,0101, 0101001 gibi katarlar1 kabul eder. Tiirk¢edeki bazi heceler sesli
sessiz harflarden olusur. Bunlar diizenlenebilir.

Omek : a0;at01 ;yat 101, dort 1011 gibi
Ornek : ANKARA’da KAR varmi? Akseptorii

Sekil 9.4.

AVNVR
e : ° A Q R KAR buldugu zaman son
durumuna gelecektir. Buna
Karakter uyusturma {string
NvK vR
\

matching} denilir. Uzun bir
metnin igerisinde belirli bir harf
dizisi varmi onu ariyoruz.

AVNVK

KAR Degilde baska bir sey aranirsa, mesela, ayn1 katar tekrarlantyor, dyleki tekrardan sonra en
bsa degil de daha ileri bir duruma gecilecek. Ornek KARAKAYA, Alt katarlar tekrarlaniyorsa
akseptori ¢cizmek bir hayli zordur.

10.2.3 Sonlu

Doniistiiriiciiler(Transduser) <a 3>
Bir Q kiimesi (bast qp) a 0
Bir A alfabesi
g QxA— QxA

Bu makinalar yeni bir katar1 alir, bundan
yeni bir katar {iretir
gai—>qa ;qi€Q;a €A Sekil 9.5.

(9i,aj,qx.a1) dortliisti g fonksiyonunu tanimlar ( q; : durum , a; , alfabe, qx : donraki durum ay: ¢ikis)

Ornek : A= {a,b,c,d} alfabesi iizerinde asagidaki doniisiim islemi yapilacaktir. Arka arkaya 2 d
goriiliinceye kadar a ve b karakterleri ayni1 sekilde kopyalanacak, c’ler a’ya ; d’ler b’ye
dontstiiriilecektir. Arka arkaya gelen 2 d’den ikincisi a’ya doniistiiriilecek. Daha sonra gelen
karakterlerin yerine ¢ koyulacaktir.
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Boylece doniistiiriictiniin -~ durum
gecis diyagrami yukaridaki gibi
olacaktir. Bunlarda bellek yoktur.
Eger bellek eklenirse Turing
makinalar elde edilir.

Sekil 9.6

10.2.4 Turing Makinalar :

Bu makinalarda serit seklinde bellek vardir. Herbir bellek goziinde alfabenin sembollerinden biri
olacaktir. Yine,

Bir Q kiimesi (bas1 qo)

Bir A alfabesi (b bosluk dahil)

g : QxA— QxA {R,L} kiimesi bu seridi okuyup kafanin sagami, yoksa solam1 hareket ettigini
belirtiyor.

(9i,3j,qK.a1, Y) ile tanimlanir

gi : Makinanin durumu

a; : kafanin seritten okudugu sembol

qk : Makinanin yeni durumu

a; : Kafanin serite yazdig1 yeni karakter

Y : R veya L olarak saga yada sola dogru kafanin hareketi(bir goz hareket edecek). Boyle bir

bellek 6zelligi olan ilkel makine turing makinasi olarak bilinir. Turing makinast programi belirli
bir islemi yapan 5’lilerden olusur

Omek: m,n tamsayilar1 birli sistemde serit iizerinde temsil edilmistir. Sifir1 belirtmek igin m
tamsayist m+1 adet 1 ile temsil edilmistir

Birli sistemde 1 ve 4’1’1 temsil etmek i¢in agsagidaki gosterilim kullanilir.

bt bt | [ ]

Yazacagimiz program m ile n’i toplayacaktir

b It Lt pijt f vt it pB] [ |

Burada kafanin konumunun nerede oldugu 6nemlidir. Kafa en soldaki 1’in tizerindedir

=

d s gk S

W= = OO
—_— O = O =

B WN = =0
(o i e alile pll T T
ARTICCR

Bunu yukaridaki programla toplayabiliriz.

b |1 1 b I (I |I 1 I |
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Turing makinalari ile baska islemler de yapilabilir.

Ornek : A = {0,1} ,basta ve sonda bosluk bulunsun.

b

0

1 1 00 I p

Bu say1y1 tek yada cift pariteli yapmak icin gerekli karakteri en sagina ilave eden program.

b

0

1 1 00 I p

1’leri sayip tek ise sona 1 koyar, ¢ift sayida 1 varsa boslugu sifir yapar

b

b 0 {1 |1 001 b p

Bagka bir 6rnekte ikili sistemdeki sayinin degerini birli sistemde yazmaktir. Mesela 15’1 ikili
sistemde okuyup 16 tane bir koymak olabilir.

10.3Ahstirmalar

1.

n uzunlugundaki bir listede bulunan sayilardan tamsayi(ondalik kismi sifir) olanlarin
toplamini bulan bir algoritmay1 psudokod ile yaziniz.

2. Sadece atama deyimleri kullanarak x ve y degiskenlerinin degerlerini yer degistiren
algoritmay1 psudokod ile yaziniz.

3. Herbir islemin 10” sn aldig1 bir islemde f(n) in asagidaki karmagsiklik degerleri oldugu
algoritmalarda bir saniye icinde ne kadar biiyiikliikte problem c¢oziilebilecegini
hesaplayin.

a)logn b)n ¢) n’ d) 2"
4. Asagidaki akseptor’iin hangi dizileri kabul ettigini bulun..
1 0,1
Basla o . 01
o]
5. {1,01,11} dizilerini kabul eden bir akseptor ¢izin.
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