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Diizenli diller

Dizenli diller dile ait semboller degistigi zaman hala dizenli midir? Temelde
bu soru kapalilik (closure) 6zelligi ile irdelenebilir.

Kapalilik o6zelligi bircok farkh ozellikteki dilin sinirlarini belirlemek icin dnemli
bir aractir.

Bir dil kararsiz sonlu durum otomati veya dizenli bir gramer ile belirtilebiliyor
ise 0 zaman bu dil dizenlidir.

Peki baska bir yontem ile bir dilin dizenli olup olmadigi bulunabilir mi? Evet.

Kapalilik 6zelligi ile bir dilden kapaliligi bozmayacak sekilde turetilen her dil
dizenli olacaktir,

Bunlari irdelemek icin duzenli dillerin nasil davrandiginin arastirmamiz
gereklidir.



Teorem 4.1

Eger L1 ve L2 dizenli diller ise o zaman L1 U2, L1 n L2, (112,11, and L1*
da duzenli bir dildir.

Bunu kanitlamak icin dnce L1 ve L2 dillerini kabul eden dizenli ifadelerin
birlesimlerinin de diizenli bir ifade oldugunu gostermemiz gereklidir. Bu bir
onceki bolimde Genel Gegis Semasi (GTG) bolimiinde gordaglimiz
birlesimlerle yapilabilir.

Bu durumda
= Birlesim: L1 UL2
= Ardisikli: L1L2
= Coklama: L1*

= Tersi: L11

Yukaridaki tim durumlarda olusan dizenli gramerler hemen gorilebilir ki
duzenlidir.



= Teorem 4.1'e gore

* L1 ve L2 kesisimi asagidaki sekilde birlesimin tersi seklinde ifade edilebilir.

(AuB) = A'NB'
(png) - A'UB

® Bu durumda kesisim islemi kapalilik 6zelligini saglar. Nasil?

= Duzenli iki dilin tersi islemlerimim birlesiminin tersi diGzenlidir. Bu ifadeye
erismek icin L1 (tersi) islemi bir dilin tersinin dtzenli olup olmadigini
bilmemiz gerekir. Onceki sunumlarda dil icin tersi isleminin kapalilik 6zelligine

uydugunu goérmustik. Bu durumda;

= Tersi islemin de dil dizenli ise olusan dil yine dizenli olur. O zaman birlesimin
tersi de dizenlidir ve bu durumda kesisim islemi de duzenli olacaktir.



= Bir dil icin S ve L iki farkli alfabe olsun. Bu durumda S alfabesini L alfabesine ddnistliren h
fonksiyonu asagidaki gibidir.
h:S->L
= h fonksiyonun islevi homomorphism olarak isimlendirilir. Asagida w dilinin homorfik imaji h(w)

verilmistir.
w = aydaz - - - an,

h(w)=h(a1)h(az)---h(ap)



" Yanda homorofik imaja drnek verilmistir.

®= Homomorfik imaj yanda h ile verilmistir.

Y. ={a,b} I'={a,b,c}

L = {aa,aba}
l
h(a) = ab,
h(b) = bbe.

l

h (L) = {abab, abbbcab}



= Eger bir dile ait semboller h fonksiyonu ile
degistiriliyorsa dilin dzellikleri korunur.

® Bu durumda dil dizenli bir dil ise olusan yeni
dilde yine duzenli olur.

"= Yanda > ve [ ile verilen iki alfabe icin h
homorfik fonksiyonu verilmistir. Buna gore r
dizenli dili icin olusan h(r) dili dizenlidir.

Take ¥ = {a,b} and ' = {b, ¢, d}. Define h by

h(a) = dbec,
h(b) = bde.

If L is the regular language denoted by
r = (a+b%) (aa)".

then
r1 = (dbee + (bde)™) (dbeedbee)”

denotes the regular language h (L).



= L1ve L2 icin L1/L2 6n ek operatdrii L2 + L1 seklinde tanimlanir. Ornegin;

Ly = L (a"baa™),

Lo = L (ab*).

= Ornegin; L2 + L1 = a*b + a*baa* olacaktir. Bunu sadelestirdigimizde a*ba* elde edilir.



= Asagida belirtilen dil diizenli midir? ispatlayimniz?

L ={a"™b"™ :n >0}



= Pigeonhole yontemine gore n adet objeyi m adet kutuya koymamiz gerekiyor. Burada n > m ise
O zaman en az bir kutuda 1'den fazla nesne olmaldir. Bunu kullanarak
L = {a™b" : n > 0} ifadesinin dizenli olmadigini kantilayabiliriz.

= jlk etapda bu dilin dizenli oldugunu kabul edelim. Bu durumda i=1...n"e kadar baslangic
durumundan n adet a’yi1 yakalamak icin asagidaki d gecisi mevcut olmalidir.

0% (go,a™) =g
= Bu islem déngl kurmadan n’adet a yi yaklamak icin benzer sekile farkli bir sayi n’den farkli bir

sayl olan m adet durum kullanmamizi gerekli kilacaktir.

a* {qﬂﬂ. ﬂm] — {,



= Burada L = {a"b" :n =0} Ldilini kabul etmek icin b’lerin de yakalanmasi gereklidir. Asagida

gs son durumu belirtmektedir.
a* [Qan} = 4q5 = F.

= m ve n birbirinden farkli sayilar oldugu durumlar icin asagidaki gecisler saglanabilir.
&% I:t]'u-,ﬂmb“]' — §* {‘5* {qu,ﬂmj-,bnj
= 0% (g, b")
® Bu durumda basta belirttigimiz m=n icin belirtilen gecisler dtzenli olma sartini saglayacaktir.
Ama n # m durumunda kabul ettigimiz dil icin sartlar saglanamaz, celiski olustugu icin bu dil

dUzenli olamaz.



= Bir dnceki 6rnekten yola ¢ikarak asagidaki sartlarda duzenli bir dil olustugunu varsayabiliriz.

Eger dongl yoksa o zaman dil sonludur ve dolayisiyla dizenlidir.

Eger donguller varsa ve bunlarin hicbiri bos durum gecisi barindirmiyor ise bu dil karasiz sonlu durum
(nfa) olarak ifade edilebilir.

Eger arada donguller varsa ve bu donguler icin gecislerin sayisinin bir 6nemi yoksa dil ddzenlidir.
Ornegin; w, W, , W, VW, , Ve W, VV W, ...

Eger m adet sayida durum icin donglye girme asamasinda m adet sembol gecisi saglanmissa dil
dizenlidir. Ornegin m 3 olsun. Bu durumda w; w, w, v, aaa bbbbbb, abbcccccc...



Eger yeterince uzun bir karakter katarini kabul eden bir dil varsa bu dili yakalayan kararsiz sonlu
durum otomati 3 ana kisima ayrilabilir. Bu kisimlar baslangi¢, orta, ve son seklindedir. Burada
ortadaki kisim tekrarli yada ddéngi barindiran kisimdir. Bu kisimda kabul edilen dil de bastaki
dilin bir alt kimesidir ve bu kisim (pumped) yiginlasmistir. Burada yiginlanan kisim icinde bu

tanimin gecerli oldugunu kabul edebiliriz.

m sayida duruma sahip L diliicin; ve w w =xyz karakter katariicin;

xy uzunlugu m’den kugutktar: |zy| < m,
y uzunlugu birden buyUktdr: | = 1,
w; = Ty'z,

Bu tanima erisilir:



Eger L dUzenli ise, onu taniyan bir DFA (Karali Sonlu Durum Otomati) bulunur. Boyle bir DFA'nin g0, g1, g2, ..., gn etiketli durumlari oldugunu
varsayalim. Simdi L dilindeki |w| 2 m = n+1 olan bir w dizesini alalim. L dilinin sonsuz oldugu varsayildigi i¢in, bu sart her zaman mimkun olabilir.
Otomat tarafindan w dizesini islerken gectigi durumlarin kiimesini distnelim, diyelim ki

qol qil qj, seey qf .

Bu sira tam olarak |w| + 1 girise sahip oldugundan, en az bir durum tekrarlanmalidir ve boyle bir tekrar, en geg n’inci adimda baslamalidir. Bu
nedenle, sira su sekilde goranmelidir: qO, qi, qj, ..., Qr, ..., r, ..., gf, bu da gosterir ki w'nin x, y ve z alt dizeleri olmalidir, boylece

6*(q0,x) =ar,
8*(ar,y)=ar
6*(ar, z) = qf
Ve |[xy| €£n+1=mve |y| 2 1. Budurumdan hemen su sonug ¢ikar:
6*(q0, xz) = qf
6*(q0, xy%z) = of

8*(q0, xy*z) = of



= Onceki 6rnegi ele alicak olursak:

= Pumping Lemma kullanarak, L = {a"b" : n > 0} dilinin ddzenli olmadigini gdsterin. L'nin ddzenli oldugunu
varsayalim, bu nedenle pumping lemmanin gecerli olmasi gerekir. M'nin degerini bilmiyoruz, ancak ne
olursa olsun her zaman n = m'yi secebiliriz. Bu nedenle, alt dizi y'nin tamamen 'a' harflerinden olusmasi
gerekir. |y| = k varsayalim. Daha sonra w; =zy'z, icini=0 kullanarak elde edilen dize su sekildedir:

" w, = a™*b™ ve aclk¢a L iginde degildir. Bu, pumping lemmaya aykiridir ve bu, L'nin dizenli oldugu

varsayiminin yanhs oldugunu gosterir.



= Sozlik 2 = {a, b} olsun. Dil L = {w € Z* : n, (w) < n, (w)} dizenli degildir. Bir m degeri verildigini
varsayalim. w'yi secme 6zgUrligimiz oldugu icin, w = a™b™* seceriz. Simdi pumping lemma ile
tanimlanan w = xyz icinde |xy| m'den blylk olamaz, sadece a'lardan olusan bir y secebiliriz,
vaniy =ak 1<k <m. Simdii= 2 kullanarak pumping dongtsi kurabiliriz. Bu dongide y kisminin
icindeki a sayisi k kadar artmis olacaktir. Bizde y=a* oldugu igin elde edilen yeni dize w, =

amkpm+1 | icinde degildir. Cinkl k>=2 ve m+k < m+1 olamaz. Bu nedenle, pomping lemmasi
ihlal edilir ve L duzenli degildir.



= L=((ab)"ak:n>k, k>0)olan dil dizenli degildir. Pumping lemma: w; = zy'=,

= Verilen m degeri icin, w = (ab)™* a™ olan dizeyi se¢iyoruz, bu da L dilindedir. |xy| £ m kisitlamasi
nedeniyle, hem x hem de y ab harflerinden olusan dize kisminda olmalidir. x'in secimi arglimani
etkilemez, bu nedenle y ile ne yapilabilir gérelim. Simdi y'yi a olarak secersek, i = 0"l seceriz ve
L((ab)*a*) dilinde olmayan bir dize elde ederiz. Eger y'yi ab olarak secersek, tekrar i = Q'
secebiliriz. Simdi (ab)™ a™ olan bir dize elde ederiz, bu da L dilinde degildir ¢cinkd n>k sarti
saglanmaz. Ayni sekilde, baska yapabilecegimiz herhangi bir olasi secimle benzer sekilde ¢ikarim

yapabiliriz, boylece iddiamizi kanitlariz.



Verilen dil L = {a": n bir mtkemmel kare} nin diizensiz oldugunu gdsterin.
Rakibin sectigi m icin w = a™"?'yi seceriz.

Eger w = xyz ayrimi ise, acikca y = a¥, ile 1 < k <m. Bu durumda,

Wo =am"2k

Ancak, m?-k > (m - 1)? oldugundan, w0 L'de olamaz. Bu nedenle dil diizensizdir.

w; =Y z,
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