SUREKLILIK



Laboratuvarda tiretilen veya dogadan toplanan fonksiyon degerlerini isaretlerken, isaretle-
nen noktalar1 genellikle, 6l¢iim yapmadigimiz zamanlarda fonksiyonun degerlerinin neler
olabilecegini gostermek amacryla, kesiksiz bir egriyle birlestiririz (Sekil 2.49). Bunu ya-
parken, stirekli bir fonksiyvonla, yani degerleri verilerle stirekli olarak degisen ve aradaki
degerleri almadan bir degerden digerine atlamayan bir fonksiyonla ¢alistigimizi varsa-
yariz. Stirekli bir fonksiyonun, x bir ¢ ye yaklasirkenki limiti basit¢e fonksiyonun ¢ deki
degeri hesaplanarak bulunabilir. (Bunun, polinomlar i¢in dogru oldugunu Bolim 2.2 de
gordiik.)

Tanim kiimesi lizerinde grafigi, kalemi kaldirmadan tek bir siirekli hareketle ¢izilebilen
herhangi bir y = f(x) fonksiyonu siirekli bir fonksiyona bir ornektir. Bu boliimde bir
fonksiyonun siirekli olmasinin ne anlama geldigini daha kesin olarak inceleyecegiz.
Ayrica, siirekli fonksiyonlarin ozelliklerini ¢alisacagiz ve Bolim 1.2 de gosterilen
fonksiyon tiplerinin bir ¢ogunun siirekli olduklarint gorecegiz.
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TANIM Bir Noktada Siirekli
I¢ nokta :

lim f(x) = f(c).

X—>cC
ise, y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesinin ¢ i¢ noktasinda siireklidir.
U¢ nokta:

lim f(x) = fl@)  veya lim f(x) = f()
X—>a X—

ise, y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesinin sirasiyla, a sol u¢ noktasinda siirek-
lidir veya b sag u¢ noktasinda siireklidir.




Bir f fonksiyonu bir ¢ noktasinda stirekli degilse, f fonksiyonu c’de siireksizdir ve ¢
noktas1 f’nin bir siireksizlik noktasidir deriz. ¢’nin f fonksiyonunun tanim kiimesinde
olmasi gerekmedigine dikkat edin.

Bir f fonksiyonu i¢in, lim,_, .+ f(x) = f(c) ise, fonksiyon tamim araliinin x = ¢ nok-
tasinda sagdan-siirekli, lim,_, - f(x) = f(c¢) ise, fonksiyon ¢ noktasinda soldan siireklidir.
Yani bir fonksiyon, a noktasinda sagdan siirekliyse, tanim kiimesinin sol u¢ noktasi a’da
sirekli, » noktasinda soldan siirekliyse, & sag u¢ noktasinda siireklidir. Tamim araliginin bir

¢ 1¢ noktasinda stirekli olabilmesi i¢in, ¢’de hem sagdan hem de soldan siirekli olmasi
gerekir (Sekil 2.51).
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SEKIL 2.50 Fonksiyon, [0, 4] iizerinde
x =1, x =2 ve x = 4 disindaki noktalarda
siireklidir (Ornek 1)



ORNEK2  Tamim Kiimesinin Tamaminda Siirekli Bir Fonksiyon

f(x) = V4 — x? fonksiyonu [-2, 2] tanim araliginin her noktasinda siireklidir (Sekil
2.52). Bu, f’nin sagdan siirekli oldugu x = -2 ve soldan stirekli oldugu x = 2 noktalarii da

igerir. u

Y

y= V4 — 2\
\x
2
SEKIL2.52 Tanmim kiimesinin

her noktasinda stirekli olan
bir fonksiyon (Ornek 2).
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ORNEK3  Birim Adim Fonksiyonunun Sicramali Siireksizlii Vardir

Sekil 2.53’te gosterilen U(x) basamak fonksiyonu x = 0’da sagdan stirekli, ancak o
noktada soldan siirekli veya siirekli degildir. x = 0’da sigramali stireksizligi vardr. |

Surekliligi bir test seklinde ozetleyebiliriz.

y

y = U)

or !

SEKIL2.53  Orijinde
sagdan surekli fakat
soldan stirekli olmayan bir
fonksiyon. Burada bir
sigramali stireksizligi
vardir (Ornek 3).



Siireklilik Testi

Bir f(x) fonksiyonu asagidaki ii¢ kosulu da sagliyorsa, x = ¢ noktasinda stirek-
lidir:

1. f(c) vardir (¢ f’nin tamim kiimesindedir)

2. lim. f(x) vardir (x — c iken f’nin limiti vardir)

3. lim—. f(x) = f(c) (limit fonksiyon degerine esittir)




Sekil 2.55 stireksizlik tiplerinin bir katalogudur. Sekil 2.55a’daki fonksiyon x = 0 da
sureklidir. Sekil 2.55b’deki fonksiyon igin f(0) = I olsaydi fonksiyon siirekli olurdu. Sekil
2.55c¢’deki fonksiyon i¢in f(0) =2 yerine f(0) = 1 olsaydi fonksiyon siirekli olurdu. Sekil
2.55b ve Sekil 2.55¢deki stireksizlikler kaldirilabilir stireksizliklerdir. Her fonksiyonun
x — 0 iken bir limiti vardir ve f(0)’1 bu limite esit olarak tanimlamakla stireksizligi kaldi-
rabiliriz.

Sekil 2.55dden f’ye kadar olan siireksizlikler daha ciddidir: lim,_,, f(x) bulunma-
maktadir ve f’y1 0 da degistirerek durumu gelistirmenin bir yolu yoktur. Sekil 2.55d deki
birim adim fonksiyonunun bir sigramah siireksizligi vardir: tek tarath limitler vardir fa-
kat degerleri farklidir. Sekil 2.55¢’deki f(x) = 1/x* fonksiyonunun bir sonsuz siireksizligi
vardir. Sekil 2.55f deki fonksiyonun bir salinan siireksizligi vardir: fonksiyon ¢ok fazla
salinmaktadir, dolayistyla x — 0 iken limit1 yoktur.
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SEKIL2.55  (a) daki fonksiyon x = 0 da siireklidir; (b) den (f) ye kadar olanlar degildirler.




Siirekli Fonksiyonlar

Bir fonksiyon, ancak ve yalniz bir aralifin her noktasinda siirekli ise bu aralk iizerinde
stireklidir. Ornegin, Sekil 2.52 de ¢izilen yarim ¢ember fonksiyonu, tanim kiimesi olan
[-2, 2] araliginin her noktasinda siireklidir. Tanim kiimesinin her noktasinda stirekli olan
bir fonksiyon siirekli fonksiyondur. Bir siirekli fonksiyon her aralikta siirekli olmak
zorunda degildir. Ornegin, y = 1/x fonksiyonu [~1, 1] iizerinde siirekli degildir (Sekil
2.56), fakat (—o0, 0) U (0, 00) tanim kiimesi zerinde stireklidir.

SEKIL 2.56 y = 1/x fonksiyonu x = 0
disindaki her degerde siireklidir. x = 0 da
bir siireksizlik noktasi vardir.

(Ornek 5).



TEOREM9  Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri
f ve g fonksiyonlar1 x = ¢ de stirekli ise, asagidaki kombinasyonlari da x = ¢ de

stireklidir.

1. Toplamliar: f+ge

2. Farklarr: f—g

3. Carpimlar: fre

4. Sabite Carpim: k- f herhangi bir £ i¢in

5. Béliimler: f/g ., g(c) # 0 olmak kosuluyla

6. Kuvvetler: f 7S pve s tam sayilar olmak tlizere, ¢’y1 igeren bir

acik aralikta tanimli olmasi kosuluyla.
ORNEK

f(x) = |x| fonksiyonu x’in her degerinde siireklidir. x > 0 ise, f(x) = x bir polinomdur.

x <
olur.

0 ise, f(x) = —x baska bir polinomdur. Son olarak, orijinde lim,_|x| = 0 = |0|



Bileskeler

Stirekli fonksiyonlarin biitiin bileskeleri siireklidir. Fikir sudur: f(x) x = ¢ de siirekli ise
ve g(x) x = f(c) de siirekli ise, g ° f x = ¢ de siireklidir (Sekil 2.57). Bu durumda x — ¢

iken limit g(f(c)) dir.

gof

¢ de siireklidir

g
c de ﬂc)_d\
. stureklidir " streklidir "
c S(©) g( /()

SEKIL 2.57  Siirekli fonksiyonlarin bileskeleri siireklidir.

TEOREM 10  Siirekli Fonksiyonlarin Bileskesi
/ c’de stirekli i1se ve g de f(c)'de stirekli ise, g © f bileskesi c’de stireklidir.




ORNEK Asagidaki fonksiyonlarin kendi tanim araliklarinda siirekli olduklarini gosterin.

2/3
a) v=VxI—2x—5 b) y = >
(a) » X X (b) v A
x — 2 X Sin x
C = d =
(c) vy x2—2‘ (d) v 2+ 2

Coziim

(a) Karekok fonksiyonu tzerinde stireklidir ¢iinkii [0, 00) siirekli birim f(x) = x fonksi-
yonunun bir rasyonel kuvvetidir (Teorem 9 Bolim 6). Verilen fonksiyon
f(x)=x*-2x-5da polinomu ile g(7) = \V/t karekok fonksiyonunun bileskesidir.

(b) Pay, birim fonksiyonun bir rasyonel kuvvetidir; payda heryerde pozitif bir polinom-
dur. Bu nedenle, boliim stireklidir.

() (x —2)/ (x> — 2) orant her x # i\[2., icin slireklidir ve verilen fonksiyon bu oran-
la siirekli olan mutlak deger fonksiyonunun bileskesidir (Ornek 7).

(d) Siniis fonksiyonu her yerde siirekli oldugundan (Alistirma 62), pay’daki terimi x sin x
siirekli fonksiyonlarm ¢arpimuidir ve paydadaki x> + 2 terimi her yerde pozitif olan bir
polinomdur. Verilen fonksiyon, siirekli fonksiyonlarm bir orani ile siirekli olan mutlak
deger fonksiyonunun bileskesidir (Sekil 2.58). N



Tegetler ve Turevler

Bir Egrinin Tegeti Nedir?

Cemberler i¢in teget kavrami aciktir. Bir L dogrusu ¢emberin bir P noktasindan P’deki
yaricapa dik olarak geciyorsa, L ¢cembere Pde tegettir (Sekil 2.63). Boyle bir dogru ¢cem-
bere sadece dokunur. Fakat bir L dogrusunun baska bir C egrisine bir P noktasinda teget
cembere sadece dokunur. Fakat bir L dogrusunun baska bir C egrisine bir P noktasinda
teget olmasi ne demektir? Cemberin geometrisinden genellestirerek, bunun asagidakiler-
den biri anlamina geldigini soyleyebiliriz.

1. L dogrusu Pden, Pile C’nin merkezini birlestiren dogruya dik olarak gecer.

2. L dogrusu C’nin tek bir noktasindan, yani P’den geger.

3. L dogrusu P’den gecer ve C’nin sadece bir tarafinda bulunur.,

Bu ifadeler, C bir ¢emberse gecerliyken, daha genel egriler icin hicbiri tutarli olarak

calismaz. Cogu egrinin bir merkezi yoktur ve teget olarak adlandirmak istedigimiz bir
dogru C’yi1 baska noktalarda kesebilir veya teget noktasinda C’yi kesebilir (Sekil 2.64).



SEKIL2.63 L dogrusu, P’den OP
yaricapmna dik olarak gegerse
cembere tegettir.

A A A
L C S C
C L P
P
P

L dogrusu Cile yalniz L dogrusu C’ye P’de L dogrusu C’ye P’de
P’de bulusur fakat C"ye tegettir fakat C 1le birkag tegettir C’y1 P’de gegerek
teget degildir. noktada bulusur. C’nin iki tarafindadir.

SEKIL 2.64 Teget dogrular hakkinda sdylenenlerin dogrulanmamasi



Genel egrilerde teget kavramini tanimlamak i¢in, P’den ve egri lizerinde giderek P’ye

yaklasan O noktalarindan gecen kirisleri de gdz Oniine alan dinamik bir yaklagsima gerek
vardir (Sekil 2.65). Bu yaklasim soyledir:

1.
2.
3.

Hesaplayabildiklerimizle, yani PQ kirisinin egimiyle ise baslariz.
O egri uizerinde P’ye yaklasirken kiris egiminin limitine bakariz.

Limit varsa, bunu egrinin P noktasindaki egimi olarak alir ve egrinin P noktasindaki
tegetini P’den bu egimle gecen dogru olarak tanimlariz.

Teget Kirisler
P //-“—' \\
O
Kirisler

SEKIL2.65 Teget kavramina dinamik yaklasim. Egrinin P noktasindaki tegeti, egimi O — P
ikenki kirig egimlerinin limiti olan, P’den gecen dogrudur.



ORNEK

y = x? paraboliiniin P(2, 4) noktasindaki egimini bulun. Paraboliin bu noktadaki tegetinin
denklemini yazin.

Cizim  P(2, 4) ve yakinindaki Q(2 + &, (2 + h)?) noktalarindan gegen bir kirisle ise
baslariz. PQ kirisinin egimi i¢in bir ifade bulur ve Q egri lizerinde P’ye yaklasirken ne
olduguna bakariz.

Ay (2+hP =2 pR2+4h+4—4
Ax h B h

_ h* + 4h
h

h > 01se, O P’nin iist sag tarafinda bulunur (Sekil 2.66). 7 < 0 ise, QO P’nin sol tarafinda
bulunur (gosterilmemistir). Her iki durumda da, O egri lizerinde P’ye yaklasirken, 4 sifira
ve kiris egimi 4’¢ yaklasir:

Kiris egimi —

= h+ 4.

lim (h + 4) = 4.
h—0

Paraboliin P noktasindaki egimini 4 olarak aliriz.



Paraboliin P’deki tegeti, P’den 4 egimiyle gecen dogrudur:

y = 4 + 4(x — 2) Nokta-egim denklemi
y=4x — 4.

2 + h)? —4

=h+4
. +

Kiris egimi

OLCEKLI DEGIL

SEKIL 2.66  y = x* paraboliiniin P(2, 4) noktasindaki egimini bulunmasi (Ornek 1).



Bir Fonksiyonun Grafiginin Tegetini Bulma

Bir egriye teget bulma problemi, onyedinci ytizyil baslarinin baslica matematik problemi
idi. Optikte, bir 151k 1510110 egrisel bir mercege girdigi agiy1 teget belirliyordu. Mekanik-
te, hareket eden bir cismin, yolu boyunca her noktadaki yoniinii teget belirliyordu. Ge-
ometride, iki egrinin kesim noktasindaki tegetleri egrilerin hangi ag1 ile kesistiklerini be-
lirliyordu. Herhangi bir y = f(x) egrisinin P(x,, f(x()) noktasindaki tegetini bulmak i¢in,
ayni dinamik yontemi kullaniriz. P'den ve bir O(x, + 4, f(x, + /1)) noktasindan gegen kiri-
sin egimini hesaplariz ve 4 — 0 iken egimin limitini buluruz (Sekil 2.67). Limit varsa, bu-
na egrinin Pdeki egimi deriz ve Pdeki tegeti Pden bu egimle gecen dogru olarak
tanimlariz.

TANIMLAR Egim, Teget Dogru
v = f(x) egrisinin P(x,, f(x,)) noktasindaki egimi

. fxo + h) — f(xo)
m

= ]
" h1—>0 h

(Iimitin olmas1 kosuluyla)

sayisidir. Egrinin P’deki tegeti ise, P'den bu egimle gecen dogrudur.




T
>

y = flx)
Oxg + h, fixg + h))

P(xp. f(xp))

SEKIL2.67 P deki teget dogrunun egimi

o flo + h) — f(xo) ..
lim dir.
h—0 h




y=f(x) egrisinin (X, yp) noktasindaki tegetinin bulunmasi
1. f(xg) ve f(xo+ /)1 hesaplayin.
2. Egimi hesaplayin

. Jxo + h) = fxo)
m = lim
h—0 h

3. Limit varsa, tegeti

y =y + mx — xp)

olarak bulun.




ORNEK (a) »=1/xegrisinin x = a # 0°daki egimini bulun.
(b) Egim nerede —1/4 olur?

(¢) a degistikge, (a, 1/a)) noktasinda egrinin tegetine ne olur?

Coziim
(a) Burada, f(x)=1/xtir. (a, 1/a)daki egim ise

1 J—

1
. fla+h) — fla) oath d
lIim = lim
h—0 h h—0

_ 1a—(a+h)
_hg})h ala + h)

— lim ——"
h—0 hala + h)

. 1
= lim ———— = — L
0 ala + h) a’
olarak bulunur. 2 = 0 yazip limiti hesaplayabilecegimiz son adima gelene kadar her
satirin basinda “limy,—” yazmak zorunda oldugumuza dikkat edin. a sayis1 pozitif
veya negatif olabilir fakat sifir olamaz.



(b) x = a oldugu noktada y = 1/xy’in egimi —1 /a*dir.

1
2

__1
a 4
ise, egim —1/4 olacaktir. Bu denklem a® = 4, yani @ = 2 veya a = —2’ye denktir.
(2, 1/2) ve (-2, —1/2) noktalarinda egrinin egimi —1 /4 tiir (Sekil 2.68).
(¢) a#0ise —1/a’ egimi her zaman negatiftir. « — 0" iken, egim —o0’a yaklasir ve
teget giderek diklesir (Sekil 2.69). a — 0 iken de bunu goriiriiz. a orijinden
uzaklastikca, egim 0 ’ye yaklasir ve teget yatay hale gelir. [
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