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Tiirev

Boliim 3

y=roshx

Bu Boliimde Yapilacaklar Kalkuliis sozciigii, Latince “tag” anlamina gelen calx sozciigiiniin,
kiigiiltme anlami verilerek elde edilmis bigimidir. Eski uygarliklarda hesaplama yapmak igin sik sik
gakil taglan kullamilmigtir. Bunun sonucu olarak kalkulis stzcligii, hesap yapmanin dizenli bir yolu
anlamim ¢agnstinr. Son birkag yiizyil boyunca kalkulis, tiirev ve integral olarak bilinen kavramlarin
hesaplanmasi ve uygulanmasi ile ilgilenen bir matematik dali olarak algilanmaya baglamistir. Biylece
kalkuliis olarak bilinen konular, birbiriyle ilgili iki farkl alana béliinmiistiir: Diferansiyel Kalkuliis ve
Integral Kalkuliis.
Bu béliimde diferansiyel kalkuliisii incelemeye baglayacagiz.
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L) = bim £1075 -1 lo)

h= h
Tamim 3.1.1 Tiirev

y = f(x) fonksiyonunun@noktaslndaki tilrevi, eger sagdaki

flx+ h) — f(x)
h

710 = fi

esitligivle verilen f' fonksiyonudur.

limit varsa,

()

(ORNEK 1 JRITY

f(x) = x* + 2 fonksiyonunun tiirevini hesaplaymz.
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Tedet Dogru

f(x) = x* fonksiyonunun grafigine\x = 3'die teget olan dogrunun denklemini bulunuz.
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SEKIL3.11  Ornek 4’teki tegiet dogru

Matematik Cilt 1 - Dordiinctt Basumdan Ceviri - Ceviri Editarii: Prof. Dr. Ismail Naci Cangiil

www.nobelyayin.c



Y=£~)

I Gosterim Agagida bir fonksiyonun tiirevi i¢in matematikte kullanilan bazi ortak gisterim-
ler verilmigtir.
[ / Dt / b

v d;,/ vV Dxy—
7@, 5 v v{D)

Ornegin, f(x) = x* gibi bir esitlikle verilen bir fonksiyon i¢in f'(x) = 2x yazariz. Aym fonk-
siyon, y = x? esitligiyle verilirse o zaman, dy/dx = 2x, y' = 2x veya D,y = 2x gosterimle-
rinden birini kullaniriz. Biz bu kitapta ilk ti¢ gosterimi kullanacagiz. Degisik uygulamalarda

farkli simgelerin kullanilabilecegi de_asikdrdir. Ornegin z = 12 ise
N——

L

olur. dy/dx gosteriminin kaynagi, Kesim 2.7°den gelen ve tiirevi tanimlayan (2) esitligine
dayanir. Oradaki & yerine Ax ve f(x + h) — f(x) farki yerine Ay konularak, tiirev

dy .. flx+ Ax) - f¥) A

— = lim

Av
1 = |im —— biciminde de tanimlanabilir.
dx  Ax—0 Ax Ar—0 Ax ¢

y.a
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ol (x2) o | 2x oY

v
I Diferansiyellenebilme ffonksiyonunun tanim kiimesindeki bir x i¢in (2)’deki limit varsa
ffonksiyonu, x’te diferansiyellenebilirdir, denir. ffonksiyonu; (a, b),(—00, b) ve (a, 00) gibi
bir araligin her noktasinda diferansiyellenebilir ise bu durumda f fonksiyonu, bir acgik
arahkta diferansiyellenebilirdir denir. f fonksiyonu, (—o00, 00) aralifinda diferansiyel-
lenebilir ise bu durumda f fonksiyonu her yerde diferansiyellenebilirdir denir. f fonksiyonu,
(a, b) acik araliginda diferansiyellenebili

fla + h) — fla)

f+(a) = ;,IHR' h

by = 1 T = SO

h—0" h

‘/ “)

limitlerinin her ikisi de varsa bu durumda f fonksiyonu, |a, b] kapah arahginda diferan-
siyellenebilirdir denir.
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{, X2 g' X x>0
/, 1N ) 7
/ - X/ /X}=

W {-/,xz‘o /%Z / KD

I f Nerede Diferansiyellebilir Degildir? Asagidaki onermelerden biri dogru oldugunda f

fonksiyonu, x = a’da diferansiyellenebilir degildir.
(i) ffonksiyonu x = a’da siireksizdir. “~

(it) f fonksiyonunun grafigi, (a, f(a))’da kdse noktasina sahiptir.

Fonksiyonun tiirevi, tegetin egimine egit oldugundan yukaridakilere su onermeyi de ekleye-
biliriz:

(iii) (a, f(a)) noktasindaki teget dogru diisey bir dogrudur.

I Diisey Tegetler y = f(x) fonksiyonu, x = a’da siirekli o]sun( lm |f'(x)| = o0 !se f'in
grafigi, (a, f(a)) noktasinda diisey bir tegete sahiptir. Rasyonel bir k bircok

fonksiyon, diisey tegete sahiptir.
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(ORNEK 10 EEEEVACHE

f(x) = x' fonksiyonunun tiirevinin
(4

1
3x23
oldugunun gosterilmesi bir alisirma olarak okuyucuya birakilmistir (Alistirmalar 3.1°de

Problem 55’¢ bakimiz.). f fonksiyonunun 0’da siirekli olmasina kargin, f' fonksiyonunun
tanimsiz oldugu acikga gorlilmektedir. Ayrica x = 0’da

-

Fx) =

(/ 1 Ly — 1 ’ —
lip fw =20 ve lip £ =20

oldugundan x — 0 i¢in _ |f'(x)| — 00 olur. Béyle olmasi, (0, f(0)) yani (0, 0) noktasinda bir
diisey teget bulundugunmﬁ?in yeterlidir. SEKIL3.1.3’te x — 0 icin baglangic noktasinim
sagindaki ve solundaki tegetlerin adim adim nasil diklestikleri goriilmektedir. O

SEKIL 3.1.3  Ornek 10°daki fonksiyonun
grafifinin teget dogrulan
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3.2 Kuvvet ve Toplam Kurallan

Teorem 3.21 Kuvvet Kurali

Her »n reel say1s1 i¢in

i W - e B
dx_x nx dir. 3)

Teorem 3.2.2 Sabit Fonksiyon Kurali
f(x) = c sabit fonksiyon ise bu durumda f'(x) = 0’dur. 4)

—_—
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Dik Dogrunun Denklemi

y = x* fonksiyonunun grafigi iistiinde, x = 1 icin elde edilen noktadaki normal dogrunun
denklemini bulunuz.

z
¥<tiy=| L= 2x - m.my = —|
J’,(//}T—.Z =m/ mz =—é

y-yo= m(x-%o)

y-1- -3 (x1)
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I Yiiksek Basamaktan Tiirevler f’(x) tiirevinin, f fonksiyonundan elde edilen yeni bir fonksi-
yon oldugunu gordiik. Tiirev fonksiyonunun yeniden tiirevi alinarak f(x)’in ikinci tiirevi adi
verilen ve f”(x) ile gosterilen yeni bir fonksiyon elde edilir. x degiskenine gore tiirev operatorii
olan d/dx simgesi kullanilarak y = f(x) fonksiyonunun ikinci tiirevini

—>
a(d) — Iy
dx \dx dxZ 72
biciminde tanimlariz. ikinci tiirev, asagidaki sembollerle gosterilir:
U ) dz}" d’ 2 2
¥ S5 e BB
L), -é ) @,y T3 250

Her basamaktan tiirevin var oldugunu varsayarak y = f(x) fonksiyonunun istedigimiz
basamaktan tiirevini alabiliriz. Ugiincii tiirev, ikinci tiirevin tiirevidir. Dordiincii tiirev,
liciincii tiirevin tirevidir. Uclincii ve doérdiincii tiirevleri d’y/dx* ve d*y/dx* ile gosteririz ve
onlari

(4 (g
dy d (d‘q‘y) d'y _d (u"y)
dvd  dx\dx? o & dx\ad

esitlikleriyle tamimlanz. Genel olarak n-inci tiirev,

d"y . i dn—ly
dx®  dx\dx"!

N

esitligiyle tanimlanir.
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m Besinci Tiirev

f(x) = 2x* — 6x* + 7x? + 5x fonksiyonunun besinci tiirevini bulunuz: x|
LK) $8F— 16xE 4 lim Sh)- 4, /.7
W)= 24x3-3bx+ | .
) 4 _p’(*h(,l))r?— _ R
PSSl 2y) ) KT = ax
- -
M= 4 Py iR 6

Nt ) (@17 24X
27 )= 3 f.ﬂj'<1)

/
'

£ L'
Y
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Teorem 3.2.3 Sabit Carpan Kurali

¢ sabit bir say1 ve f, x’te diferansiyellenebilir ise ¢f fonksiyonu da x’te diferansiyellenebilirdir
ve

4 efx) = ef Wi 5)

Teorem 3.2.4 Toplam ve Fark Kural

fve g, x’te diferansiyellenebilir ise f + g ve f — g de x’te diferansiyellenebilirdir ve

%[f(x) +gx)] = f'x) + gx), v (6)
L0 - )] = f1() — gt -
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3.3 Carpim ve Boliim Kurallari

Teorem 3.3.1 Carpim Kural

f ve g fonksiyonlar x’te diferansiyellenebilir ise fg carpimu da x’te diferansiyellenebilir ve

L W] = FRIL0) + W @i, 3)

[LITS Teget Dogru

y = (1+ \/i)(x — 2) fonksiyonun grafiginin x = 4’teki tegetinin denklemini bulunuz.

&’/1); (4+\/’x),(><—z)¢ (1) (x-2)" Youll) yos b (xlz)'= éx"z
o L (x2)4 (V%) .1
U“) 2& 2

m= g4 = Loa+lra) = 3ti= z Y= M)
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Teorem 3.3.2 Boliim Kuralt

f ve g fonksiyonlar x’te diferansiyellenebilir ve g(x) # 0 isc f/g béliimii de x’te diferan-
N

siyellenebilirdir ve %
d|f (x)] _ 8WSf'(x) — fg'x), .
dx [ g (2001 i “

ELIEZ3E  Bilim ve Carpim Kurali

*+ DE2x® + 1)
y —

fonksiyonunun grafifinin iistiinde, tegetin yatay oldugu noktalar

3x2 + 1
bulunuz. 2 i |
- [ () (o) ] (02— (2) (220, (570)
(¢4)*
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3.4 Trigonometrik Fonksiyonlar

VEC)(: .l
GayY
Teorem 3.41 Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri
—d—mn sec’x — cotx = —csc? (12)
dx . dx O "
% secx = secx tanx % CSCX = —CScXx cotx. (13)
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h—o h o h-o h
2 ) /7,
Coh= -2 0 — T~ ° .
o & — JnX. Zm Crh-l + C¥X Aem M
hoo N has
—_—
0 1
|
(fnx) = Carx
/
@( Osx) - LS
@(fmx)lz TInx ’_CQIX.CQJ‘X — (-—me)sm)( _ MX N 1 _ qex
Cox ) (cax)* | Cax (afy
v
! 2
(7@,;() = Jeetx o 1edofx - Xy &”27)(
h Gy FX
_ A+ tox
2 ? 2
@ ((p%r}lc Gos% )\ = M < - Lyitw o™ -L - -wmecx
ik g% Nz, J¥ =




- _ ( 1+ (péz)‘)

: / JioY — gecX. tox

Py e LI
X) = [— - X X
@(fe,c) <X> oy )

cX. Gt V7
[ -Gy . - L @ -0CF
/

oL
@ (Cofecx) :(dm)() X Sk ginx

3.5 Zincir Kural

kuvvet kurali, her n reel sayisi i¢in gecerlidir. Bu kesimde benzer bir kuralin, bir fonksi-
yonun kuvveti olans y= [g(x)]ES biciminde bir fonksiyon icin de dogru oldugunu gérecegiz.
Genel kurali vermeden 6nce, n'nin pozitif bir tamsay1 oldugu bir 6rmegi ele alacagiz.

y = (1 ¥ 1Y v

fonksiyonunun tiirevini almak isteyelim. (1) esitligini y = @C+D-E+D biciminde
yazarak tiirevi ¢carpim kuraliyla bulabiliriz:

s - nB o own A 5 4 s v
e +1P= + 1) TEHDHE + D+ D)

=+ D-Sx*+ @ +1)-54 o

Qe + 1 Gr)
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Teorem 3.5.1 Fonksiyonlar icin Kuvvet Kural

n bir reel say1 ve ﬂx) fonksiyonu x’te diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

d ol
1801 = n[g@]" " g, vV )
Y i g =1 | @’ 3
veya denk olarak, dxu nu = tir. (6)

m Fonksiyonlar icin Kuvvet Kurali

y = tan’x fonksiyonunun tiirevini bulunuz. Qcor\)( ')-Z

g = 3 or (4om) .
sg et (edd) vy _ 3ty atern] = St S i:— x
A—
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ox . okt = {Ix) = 9l¢ <= hlr
ghEd (@) G D) -

Teorem 3.5.2 Zincir Kurali

Z
f fonksiyonu @e diferansiyellenebilir ves‘g fonksiyonu x’te\diferansiyel]enebilir ise
= (fo g)(x) = f(g(x)) fonksiyonu da x’te diferansiyellenebilirdir ve

£ Fle) = fg) 00 da. ()

dx
dy d) du %

dx  du dx ®)

tir. Bu esitlik soyle de verilebilir:
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Teorem 3.5.3 Triconometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri
u = g(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere
v

—sinu — cos e v ;‘os — —Siil/ L (11)

A= S ag “ax

iLan u = sec’u @, jl—cotu = —csc’u -d—u-, (12)

dx dx dx dx %

d du
e M s o e T

JySeeu = secutanu o qelseu cscucotu dx olur. (13)
ORNEK 8 Zincir Kural
y = tan(6x* + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz. \7 ~ton i, U= 624/

[ I
[ don (k). (64341) oy _ oy dy
3 dx  dw dx
2
UI _ cec? (6K M) 1ax dy = sectw. 2%
- %
2 (641 12x
y = Jec
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m Carpim, Kuvvet ve Zincir Kurali

y = (9x* + 1)?sin5x fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

—@32& 4)* j ansty (8521)? (sta8%)!
[2(3“4) 292 [umSx+ (a4 )% 5x. ()’
Y

’[51'4 Xz (9X ~f/)J JmSxs 5 [3X 7‘/) CarSx

—ﬁ
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LIV Zincir Kuralinin Tekrarli Kullanimi

y= cos(7x> + 6x — 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

\\,3.;4 cq_ga (:hz? o). (e (< +be) ) '
/
§ ko (3o (-om 3 p) ). (Fbed)

wl _ 4 @;3 (?x‘z,day} (0 (?)(3-#6)(4)) . (;/xz.fl,)

e
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ERINE@E  Zincir Kuralinin Tekrarl Kullanimi

y = sin(tan Vi3x? + 4) fonksiyonunun tiirevini bulunuz, )

= (as ({'cn\]zy\?-tt Q’""W)l N (g4
) (o) (T
- o3 ) et JEI’E’ L (31,2#4) (o

§ =0 (ten B ). res 2 -;z—m L
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