. VY= £I0) —agic frbagen
3.6 Kapali Tiirev 2l =S o bl

I Giris Matematikte ugragtigimz bircok denklemin grafigi bir fonksiyon grafigi degildir.

Ornegin ~ A,"\e
Y= 1\]14»)«» v /BFM“GM gj"-_- U-r%

Xty =40 (1)
e

denklemi, merkezi baglangic noktasi ve yaricapt 2 olan cemberi belirtir. —2 < x < 2
araliginda segilen herhangi bir x icin (1) denklemini saglayan iki tane y bulundugundan bu
denklem y = fix) bi¢iminde bir fonksiyon degildir. SEKIL 3.6.1(a)’ya bakiniz. Yine de (1)’e ben-
zeyen bazi denklemlerin grafiklerinin bazi (x, y) noktalarinda tegetleri vardir. (1) denklemi
[—2,2] araliginda en az iki f ve g fonksiyonu ortaya c¢ikarir. Bu fonksiyonlar, denklemin
grafiginden hemen goriilebilen, grafikleri ¢cemberin iist yarisi ve ¢emberin alt yaris1 olan
fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin kurallarini elde etmek icin x* + y* = 4 denkleminden y
degiskeni, x degiskenine bagl olarak ¢oziiliir:

y=f(x) = V4 — JC2, < {ist yar1 cember 2)
¥e b g(x) = —V4 — %  an yarl cember 3)

Simdi, —2 < x < 2 i¢in, fonksiyonlar i¢in kuvvet kurali yardimiyla (2) ve (3)’iin tiirevini
alarak x’e kargilik gelen noktadaki tegetin egimini bulabiliriz.
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(x, —y) —2

(a) Fonksiyon degil (C) Fonksiyon

(b) Fonksiyon

SEKIL 3.6.1 x* + y? = 4 denklemi en az iki fonksiyon tanimlar.
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B Kapali TirevAlma Yukandaki tartismalardan F(x, v) = 0 denklemini (2), (3) ve (4)’te yap-
tugimiz gibi, ¢ozebilecegimiz fikrine kapilmamaliyiz. Omegm

Ay -y =2x+y 1/784;#”\) 5)

. s s < . . - \ . d_(%?'):Qx
denkleminden, y’yi x’e bagli olarak ¢6zmek imkansizdir! Bununla birlikte, (5) denklemi, x- %
ekseninin uygun araliklarinda birkag kapali fonksiyon belirtilebilir. Bu fonksiyonlarin dy/dx
tiirevlerini, kapah tiirev alma (diferansiyelleme) denilen bir yontemle hesaplayabiliriz. Bu gy (‘3 ); dy
siireg, uygun tiirev kurallar kullanarak her iki tarafin x’e gore tiirevini alip sonra da dy/dx’i  Qx dx
hesaplamaya dayamr. y'yi x’e bagh olarak diferansiyellenebilir bir fonksiyon olarak ]
diistindiiglimiizden, bir fonksiyonun kuvvetine uygulanan zincir kurali, asagidaki kullam§ll =49
sonucu verir:
CRER
‘_] P ”vn—l d_')' \/ (())
A A
Bu csitlikte 7, herhangi bir recl sayidir. Ornegin,
k- ¥’ =|;x iken iv t{2 dy
dx dx~ Y dx &(ﬁa) (X)\a_-rx('a‘
tir. Benzer olarak, y, x’in bir fonksiyonu ise ¢arpim kuralina gére
d d d dy —4%+X%
—v+v—x=x—+ Vv
BIE GREP ERc =$+7“—t§1¥\/

ve zineir kuralina gore

dy
\64‘3(“ R m.— cos 3y ~—5» = ScosSy d—olur

_ nobel
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ELITZ3  Kapali Tirev Alma

x? + y? = 4 ise dy/dx’i bulunuz.
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LI EER  Kapali Tiirev Alma

1+ x3y — 3 = 2x + 1 ise dy/dx’i bulunuz.
___/'\_ i

2 |
by any + 3%y - By <2 (12) ="
y (3 -54) = 2 e _axg’
M *- Syt
Q

) bxuz 68y y! 2032@(1_4)8_23)
U” (—IQ%Q'_.’Zj— 6X32@)(31~2:12—63‘() — ( Y+ 3‘4 "

(Hg*-yH) =

v

I Yiiksek Basamaktan Tiirev Simdiye degin biz kapali tiirev alma ile dy/dx’in nasil bulun-
dugunu gordiik. dy/dx’in yeniden x’e gore tiirevi alinarak d”y/dx* elde edilebilir. Eger birinci
tiirevde y varsa bu durumda d”y/dx? tiirevinde dy/dx bulunur. Bunun yerine, daha énce bulu-

nan degeri konularak bu terim yok edilir. |_

_ nobel
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EET W ikinci Tiirev

x* + y* = 4 ise d*y/dx* yi bulunuz.

Mulgor 1clon
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e
3.7 Ters Fonksiyonlarin Tiirevleri

Teorem 3.7.4 Ters Fonksiyonun Tiirevi

£, bir I arah@inda diferansiyellenebilir ve f'(x), bu aralktaki her noktada sifirdan farkli olsun.
Finf ! tersi varsa bu fonksiyon tamm kiimesindeki her x sayisinda diferansiyellenebilirdir ve

[ P T
i‘“f TR

GLEIEZSEM  Ters Fonksiyonun Tiirevi

Omek 1°de f(x) = 5x° + 8x — 9 polinom fonksiyonunun (—00, 00) arahgimda diferansiyel-
lenebilir oldugu be]irtilmi§ti, Bundan dolay1 bu aralikta siirekli bir fonksiyondur. f’'in uclar-
daki davramisi y = 5x° polinom fonksiyonu ile aymi oldugundan f'in gériintii kiimesi,
(—o0, o0) ara11g1d1r Buna gore Teorem 3.7.3’ten dolay1, f’in £~ tersi vardir ve ters fonksiy-

kiimesi (—00,0c) araligidir. x ve y'nin yerleri degistirilerek elde edilen

v+ 8y — 9 §1thmnden ¥, x cinsinden coziilerek, ters fonksiyonun kurali bulunur.
Fakat bu denklemi ¢ozmek zordur (kiibik formiiller gerekir). Yine de dx/dy = 15y> + 8
~———
esithgi kullamlarak (4) esitliginden ters fonksiyonun tirevi bulunur:
dy |

v dx 15y + 8"
Omegin, (1) = 4 oldugundan £~ '(4) = 1°dir. Oyleyse £ in grafiginin (4, 1) noktasindaki
tegetinin egimi (5) esitlifinden bulunabilir:

dy 1
dx|,—g4 15y + 8|y=1 (23
2 i

_ nobel
Matematik Cilt 1 - Dordiincii Basumdan Ceviri - Ceviri Editarii: Prof. Dr. Ismail Naci Cangiil www.nobelyayin.com meny

I
.x(o/cCaJX) = -

.
l__'l—x?— e

1
-x(orcmx ) =

X= .rm?,
w Lo L
-X(MX) fo— 1 (ol f m?— & . ooy
¢
I { [ | _ _1_
x (orconx) - / =

( arcomx) i R

orcdinX = %
X= J‘f%/

) l o
x (orc casx) = (orccoox ) = j__/ - o ST N
OfC cas X = 'g/ ( 5[)

X< cara,

X (af‘ffm)(} I:- r) hnx)/_ _)’— = l = -/’-
( orc = (frp) 1 +m23 1+x%
arc fox= yp— ¢
Xz ng,_
/ﬁa’)za :-rer_a
/| l
_K(Or[.rc x) = - /or(fcoo: 1l = J—_‘ 1&0(;73 :cc’37

o feCX= Y- (fecgt.)’ mg Z



! g ) l . U v
x(orceecx) = (ocsea)= L — = toy = Veedy
! : 7‘9?
Irefecx= Y- (vecg) e
]

-

Xz Jecy— i Seag. Jsedn-!
[ «

)(\/ x2-|

A

<0f(f¢0‘ },

S‘m’l (YJ = orC §fmX

Teorem 3.7.5 Trigonometrik Fonksiyonlarin Tersleri
u = g(x), diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere agagidaki esitlikler dogrudur.

Vod oL du Aoty o=l du v

g Sin u Vio 2 dx prCL Vio 2 dx (14)

d el 1 d“ v d = i | du (P

T 1 = 2 1.9 ——cot = 5 a6 15
X Ze T u e 25 ot T aP de (15)

—scc*'u=;ﬂ icscflu=——l dit (16)

dx’ < |u|VaE—1 dx’ dx |u|Vu2 —dx

LI Ters Tanjant Fonksiyonunun Tiirevi
y = tan 'V/2x + 1 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
N= N 23y / | -
1 !/ (ax1) . L
| . (j ) ) 2 | Z (2r1)
- — 2 1+ 2x|
J 1+ (lwl )
v
J 212 N 2w |
—
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ORNEK 7 Teget Dogru

f(x) = x*cos 'x fonksiyonunun grafiginde, x = —3 icin elde edilen noktadaki tegetin
denklemini bulunuz. = COJ—/X=— orccax
| 2 [/ - T
m_;aJcQX orc X ¢ X J12 / /
L e _},: J—\'jﬂ =mlx-x2)
S

M-

, nobel
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3.8 Ustel Fonksiyonlar | (QW*)L(,MM
L. y @*)39,’(. 2

&@ 3()z (ﬂ’j\l) e’ (e"m)\ —axe’

Teorem 3.8.1 Ustel Fonksiyonlarin Tiirevleri
w(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur:
d ._ udu
x> ¢ i (14
d o 1M EI'_LI_
ve = b = b"(ln b) = (15)
X |
(£°) = 2 2
r Y ’(’L/
(.27\ ) = k1 h2
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Matematik Cilt I - Dordiincii Basimdan Ceviri - Ceviri Editorii: Prof. Dr. Ismail Naci Cangiil www.nobelyayin.com



m Zincir Kural

@ y=e” (b) y = e (©)y = 8%
fonksiyonlarinin tiirevlerini bulunuz.

g Oy )

4

*

_2 ef?
= x1/ ¢

/ 5¥
@ y:ﬁo" Ya

_ nobel
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L3  Carpim ve Zincir Kurali
y= 3x% fonksiyonunun grafifi iistiindetgfetin yatay oldugu noktalar1 bulunuz.
A 2 /_ —ij
j/= bx e 4+ K (~2x¢ ~
_x2 2 _yZ
_ éX c e éX e X
x2 2 ‘.o
- 7/ =
= &€ ( 6)(— 5)( ) (7
- 7
40 b 6% 7O
- A, x=-
Ex(4-% =2, x=5, x" X !
— = =
t { } X
-1 (0, 0) 1
SEKIL 3.8.2 Ornck 2°dcki fonksiyonun
rafigi
gre nobel

Maiematik Cilt 1 - Dordiincii Basundan Ceviri - Ceviri Editarii: Prof. Dr. Ismail Naci Cangiil www.nobelyayin.com



?LI\II- L AJLUVA & UL AUllth)'Ullull
grafigi :
nobel
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LI/ 4EM  Bir Dogruya Paralel Olan Teget
f(x) = 2¢ * in grafigi iistiinde, o noktadaki tegetin y = —4x — 2 dogrusuna paralel oldugu

noktay1 bulunuz.
/
X m=Y = -%

S g/t —26

X<=bhH2

!X.—«/qz ‘ "

t t t X
g =} A | .

SEKIL 383 Ornek 3'teki fonksiyonun ve
dogrulann grafigi
nobel
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3.9 Logaritmik Fonksiyonlar

| / /
(anfX}):ﬂl (4‘4}: UT
ufy o
| =
g/%\quw,u_',L CORS
*w lna._J ("\‘19‘)‘— Zfle%,
Teorem 3.9.1 Logaritmik Fonksiyonlarin Tiirevleri
u = g(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere (\r\ (<tax ))] = X - cofx
STax
do i
D Inu = GaE 3)
d - 1 .
ve s log,u = alin B e tir. 4)
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m Zincir Kurali

(a) f(x) = In(cosx) ve (b) y = In(Inx)

fonksiyonlarimin tiirevlerini bulunuz.

] .
@ I GO R, QR L
J7 " s X

/
I (hx) 1
@ J= //,;’)( T Xy

—_—
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L@ Zincir Kurali

f(x) = Inx® fonksiyonunun tiirevini bulunuz. 20
]
o (3 322

ORNEK 7 Bir Farkhlik

0 oldugundan f’in tanim kiimesi x = 0 digindaki biitiin reel sayilarin kiime-
sidir. g’nin fanmim kiimesi (0, c0) araligidir. Buna gore asagidaki onermeler yazilabilir:

flx) = %, x#0 ve gix) = %, x> 0. [ |
x?

I gl 2
X7) _ 4x .
(/"”)'%Tr_xﬁ“f -
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ORNEK 8 Tiirevden Once Sadelestirme ~
202x + 7t
(3x* + 1)?

y=In fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

< n K%' +n (.Qx+9)4 _ (3)(7-44)Z

d
Lok 44 llan) -2 In (3x1)

J =7

[
Y, (w3) o (3£tl)

L - 2o
\(1 _J. X 2Xfa' ZXZ'H

AXAK

B Logaritmik Tiirev Carpim, bolim ve kuvveti kapsayan bazi y = f(x) fonksiyonlarinin
tirevlerini hesaplamak, logaritmik tiirev denilen bir yontemle basitlesebilir. Bu yontem ii¢
adimdan olusur:

nobel
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X X / / ) ]
y=" = /”%7"”() - (/4y)=[x/nx) > Q_= x4 x(hx)

Iy = X/h
g =7 X =yt x L
Logaritmik Tiirev Icin Yol Gosterme X
=2 /'l )(-f’

() y = f(x) esitliginin her iki yamimn dogal logaritmasim alimz. Iny = In f(x)
esitliginin sag yanuni, logaritmanin genel 6zelliklerini kullanarak olabildigince

basitlestiriniz.
(if) Sadelestirilmis Iny = In f(x) esitliginin her iki yanmnm tiirevini alimiz: 0/; (/’7X//j
a4 .
g Iny i In f(x). \‘_7,= XX (/”(,})
i 1]
(iif) Sol yanmn tilirevi )l% oldugundan her iki yam y ile carpimz ve y yerine f(x)
koyunuz.
Kurallari,
P . X
¥ = (sabit)dedisken ve y = (degisken)*™ X

bigiminde olan fonksiyonlarn tiirevlerinin nasil almacagim biliyoruz. Omegin,

d Y, - X 3 2 d L — =1
" = g*(Inw) | ve L =T

dir. Hem tabam hem de tissti degigken olan fonksiyonlar da vardir:

[ y = (degisken)eriken [ (1n

Ornegin f(x) = (1 + 1/x)" fonksiyonu, (11)’deki gibi bir fonksiyondur. Kesim 1.6’da
f&x) = (1 + 1/x)" fonksiyonunun, ¢ sayisinm tammlamasinda 6nemli bir iglevinin oldugunu
gordiik. (11) bigimindcki fonksiyonlarin tiircvi i¢in genel bir formiil ¢ikarmayaca@iz. Fakat
o tiir fonksiyonlarin tiirevini her zaman logaritmik tiirev ydntemiyle hesaplayabiliriz.
Asagidaki ornek, dy/dx’in nasil bulunacagini gostermektedir.
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;1 X
3=(’7‘;) / 3’:7
/

" ki)

\
[

>
N

hy < x4 (#3)

LR Logaritmik Tiirev

x > 0 olmak iizere y = x** x fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

/ | \/;(- e
3I= (X\ﬁ)'w Xﬂ(x) ;o UR ue
¥
/f|{,{= In x
I NX W V¥
N (2%/0)(1 X).x+ X i = NEhx I
(’/)0(),= (\r)z X )

w o xe ‘/7}/
w  2vx

e ﬁn(f)&){,(,
v( —
{2»/7 x

Nr

ol = %
% & (,L'.-;X (QL‘&M)H %)




3.10 Hiperbolik Fonksiyonlar

Tamim 3.10.1 Hiperbolik Siniis ve Kosiniis

x bir reel say1 olmak iizere, siniis hiperbolik fonksiyonu,

e* — e

sinhx = 7 (2
esitligiyle tanimlanir. Kosiniis hiperbolik fonksiyonu,
coshx = % 3)

esitligiyle tanimlanir.
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Tanim 3.10.2 Diger Hiperbolik Fonksiyonlar

x bir reel sayr olmak iizere x’in hiperbolik tanjanti,

sihhy  e¢F—e™

coshx e*+e

tanhx = 3

tir. x # 0 olmak iizere x’in hiperbolik kotanjanti,

sllih = coshx e*+e™”
T ginhx e —e*

tir. x’in hiperbolik sekanti,

sechx = . = =
coshx e*+ e

ve x # 0 olmak iizere x’in hiperbolik kosekanti,

1
cschx = — =
sinhx e*

_2 e seklindedir.

4)

®)

(6)

(7
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Teorem 3.10.1 Hiperbolik Ozdeslikler

sinh(—x) = —sinhx sinh(x + y) = sinhxcoshy + coshxsinhy (11)
cosh(—x) = coshx sinh(x — y) = sinhxcoshy — coshxsinhy (12)
tanh(—x) = —tanhx cosh(x + y) = coshxcoshy + sinhxsinhy (13)
cosh’x — sinh’x = 1 cosh(x — y) = coshxcoshy — sinhxsinhy (14)
1 — tanh®*x = sech’x sinh2x = 2 sinhxcoshx (15)
coth’x — 1 = csch’x cosh2x = cosh’x + sinh®x (16)
sinh’x = %(—1 + cosh2x) cosh’x = %(1 + cosh2x) (17)
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Teorem 3.10.2 Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri
u = g(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere agsagidaki esitlikler dogrudur:
; du d ; du
dxsmhu = coshu P ax coshu = sinhu i 21)
d b= sechy S A oty = —csch?y B4
P tanhu = sech”u a’ e cothu csch™u ac (22)
du d du
dxsechu = —sechu tanhudx, R cschu = —cschucothu e (23)

m Tirevin Degeri

W . - S
VoS 5 cosh e in x = 0’daki tiirevini bulunuz.
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