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The Time Complexity
of an Algorithm

(Bir Algoritmanin Zaman Karmasikligi)

Kosma suresinin girisin boyutuna nasil (ne
sekilde) bagl oldugunu belirtir.



The Time Complexity of an
Algorithm

Amac:
« Bir programin ne kadar surecegini tahmin etmek

« Makul bir sekilde programa verilebilecek en buyuk giris
boyutunu tahmin etmek.

« Farkl algoritmalarin verimini karsilastirmak.

« Kodun en ¢ok (en fazla sayida) kosulan kisimlarina
odaklanmaya yardimci olmak icin.

* Bir uygulamaya uygun olan algoritmayi secmek icin.



The Time Complexity of an
Algorithm

Specifies how the running time
depends on the size of the input.

(Kosma suresinin girisin boyutuna nasil
(ne sekilde) bagli oldugunu belirtir.)

A function mapping
“size” of input

- =

“time” T(n) executed .



rlistory of Classiiying Proolerms

Impossible Halting
Mathematicians’ dream omputable
Brute Force =XP =
(Infeasible)

Considered Feasiblg
Slow sorting
Fast sorting \
Look at input

Time does not grow with input.




Growth Rates (Buyume hizlan)
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Look at input




Growth Rates

T(n) 10 100 | 1,000 | 10,000
5} 5 5 5 5 atom
log n 3 6 9 13 amoeba
nl/? 3 10 31 100 bird
n 10 100 | 1,000 | 10,000 human
n log n 30 600 | 9,000 | 130,000 | my father
n? 100 {10,000 | 10° 108 elephant
ns 1,000 | 106 10° 1012 dinosaur
2n 1,024 | 10%0 | 10300 | 103900 | the universe

Note: The universe contains approximately 10°° particles.

(Evren yaklasik 10°0 parcacik igerir.)




Growth Rates
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Growth Rates

Input size
Let input size = n =60
Time =~ 260 = (210)° = (1024)°
~ (103%)° = 1018 o
= Age of universe in
seconds




Growth Rates

log n
5

Input size
Let input size = n = 260 = 1018 = sjze of universe
Time =logn =60
Time grows with input size,

barely! —— @



Growth Rates

Feasible

Input size

T(m) | 10 | 100 |1,000| 10,000

n? 100 | 10,000 | 10° 108 elephant

ns 1,000 | 106 10° 1012 dinosaur

n4 104 108 | 102 | 10%® | manageable




Growth Rates

Plotted on a log-log chart, all polynomials look linear.
Exponentials are still exponential.

Cubic
— Quadratic

— Linear
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Log Scale

Moore's law: Approximately every two years

In a fixed cost computer

the following have doubled
# of transistors, memory, speed
the size of a typical input
# ops in typical computation

10,000,000

Dual Core Itanium 2

1,000,000

Intel CPU Trends

(sources: Intel, Wikipedia, K. Olukotun)
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Happiness law:

Happiness goes up by one

Log Scale

happiness = log( resources )

when resources double.

4 )

| have
$10.
| would be
happy if | had

another

4 )

| have

$thousand.
| would be
happy if | had

another

4 )

| have
$million.
| would be
happy if | had

resources = 2happiness

4 )

| have
$billon.
| would be
happy if | had

another

T o

another



The Time Complexity of an

Algorithm
Specifies how the running time

depends on the size of the Input.

Zamani tanmimlama:
* saniye cinsinden siire (makineye bagh).
* icra edilen kod satin sayisi

* belirli bir islemin icra edilme sayisi
(6rnegin, toplama (addition))

Hangisi?
* Bunlarin hepsi makul zaman tanimlandir,
¢unku birbirlerine sabit ¢arpanlar ile baglilar




Deneysel (Experimental) Calisma

Algoritmay! gercgeklestiren 9000
(implement) bir program yazilir = 4,
7000
Program farkli boyutta girdilerle 4 °%°
calistirilir < 5000
§ 4000
= 3000
Fiili kosma suresinin tam bir 2000
olcumunu almak icin C'de 1000
<time.h> kutuphane 0
fonksiyonlarindan veya ornegin
JAVA daki Input size

system.currentTimeMillis () gibi
bir yontem kullantilir.



Teorik (Theoretical) Analiz

Implementasyon yerine algoritmanin yijksek
seviyeli bir tarifini/tanimini kullanir

Kosma zamanini giris boyutunun bir
fonksiyonu olarak tanimlar, n.

Tum olasi girisleri dikkate alir

Bir algoritmanin hizini donanim / yazilim
ortamindan bagimsiz degerlendirmemizi
saglar



Efficiency or Complexity?

« Algoritma ders kitaplarinda, verimililik
(efficiency) ve karmasiklik (complexity) siklikla
(genel olarak) es anlamli olarak kullanilir. Her
Ikisi de siklikla bir algoritmanin kosma suresini
(running time) ifade etmek i¢in kullantlir.

Time complexity: Bir algoritmanin zaman karmasgikhgi; girdi boyutu

ile ilgili olarak Olgulen, algoritma tarafindan atilan adim sayisini
tanimlar.

Space complexity: Bir algoritmanin alan karmagikhgi; girdi boyutu

ile ilgili olarak Olgulen, algoritmanin kogsmasi igin gereken bellek

miktarini tanimilar. 18




Algorithm Efficiency
(Algoritma Verimliligi/Etkinligi)
« Ayni sorunu ¢ozen iki farkli algoritmayi nasil
karsilastirirsiniz?
— Daha verimli/etkin olanini anlayip ayirt edebilmelisiniz!

— Brassard ve Bratley "algorithmics " terimini turettiler.

O «Verimli algoritmalar tasarlamak ve analiz etmek i¢in kullanilan
temel tekniklerin sistematik olarak incelenmesi»

“the systematic study of the fundemental techniques used
to design and analyze efficient algorithms” — 1988




Algoritma verimliligi nedir?
 Algoritmanin verimliligi (algorithm’s efficiency),

iIslenecek eleman sayisinin bir fonksiyonudur.
* Genel format:

TO)—dhaaw,

n: 1slenecek eleman sayisi (giris boyutu)

20



Temel kavram

* Ayni sorunu c¢ozen iki farkli algoritmayi
karsilastirirken, bir algoritmanin digerinden
(mesela on kat) daha verimli oldugunu sik

sik goruruz.
* Bunun en tipik ornegi, meshur Fast Fourier
Transform (FFT) udur.

» FFT, NxlogN adet carpma ve toplama
islemi yapmay! gerektirirken Fourier
Transform algoritmasi N? adet islem
gerektirir.

21



Temel kavram

« Verimlilik fonksiyonu lineer ise

» Algoritma dogrusaldir ve dongu (loop) veya
ozyineleme (recursions) icermiyor demektir.
» Verimlilik, algoritmanin igcerdigi komut sayisinin bir
fonksiyonudur.
» Bu durumda algoritmanin verimliligi sadece
bilgisayarin hizina baghdir.

» Bilgisayar hizi, genellikle bir programin genel
verimliligini etkileyen bir faktor degildir.

Linear function; contains no loops!

Efficiency = number of instruction in the function + the speed of the computer.

f(n) = efficiency

22



Temel kavram

« EQer algoritma dongu veya o0zyineleme igeriyor ise
» Verimlilik fonksiyonu nonlinear’dir.

» Verimlilik bakimindan buyuk olgude degisiklik
gosterir.

» Bu durumda verimlilik fonksiyonu agirlikli olarak
iIslenecek olan eleman sayisina baglidir.

 Bu nedenle algoritma verimliligi calismasi dongulere
odaklanir.

% Ozyineleme her zaman bir donguye donusturulebilir.

23



Linear LOOpS (Dogrusal Déngtiler)

« Verimlilik, dongunun govdesinin kag¢ kez tekrarlandigina
baglidir. Dogrusal bir dongude (linear loop) dongu
guncellemesi (kontrol degiskeni) ya toplamadir ya da
clkarmadir.

« Ornegin

for (i = 0; 1<1000; i++)
the loop body

»Burada dongu govdesi 1000 kez tekrarlanir.

»Dogrusal dongu icin verimlilik, yineleme sayisiyla
dogru orantilidir:

f(n)=n

24



Linear LOOpS (Dogrusal Déngtiler)

for (i = 0: i < 1000: i=i+2)

the loop body

Yukaridaki ornekte dongu govdesi kac kere tekrarlanir?
Cevap: 500 kere
Tekrar sayisi dongu carpaninin yarisi kadardir

Bu dongunun verimliligi, carpanin yarisi ile orantilidir;

f(n)y=n/2

25



Linear LOOpS (Dogrusal Déngtiler)

for (i=0; 1< 1000; i++)
the loop body

for (1=0; 1< 1000; i1=1+2)
the loop body

* Bu dongu orneklerinden herhangi birini gizecek

olursaniz, duz bir ¢izgi elde edersiniz.
Bu nedenle dogrusal donguler olarak bilinirler.

26




LOg arith m | C LOO pS (Logaritmik Dongliler)

- Bir logaritmik dongtde (logarithmic loop), kontrol degiskeni her
tekrarda (iterasyonda) carpilir veya bolunur

«  Ornegin
Multiply loop Divide loop
for (i=1; i<=1000; i*=2) for (i=1000; i>=1; 1 /=2)
the loop body the loop body

»Logaritmik dongu icin verimlilik asagidaki formulle belirlenir:

f()=lagn

27



Multiply Divide
Iteration Valve of i Iteration Valve of i
1 1 1 1000
2 2 2 500
3 4 3 250
4 8 4 125
5 16 5 62
6 32 6 31
/ 64 / 15
8 128 8 7
9 256 9 3
10 512 10 1
[exit) 1024 [exit) 0
TABLE 1-3  Analysis of Multiply and Divide Loops
f(n) =log n

Dongu yinelenme
sartl

multiply
divide

2RMﬁmm < 1000
1000 / 2Iteratiun5 >= 1

28



NESted LOOpS (g ice Déngtiler)

« Her bir dongunun kag kez tekrar ettigini belirlemek gerekir

* Toplam tekrar sayisi

Iterations = outer loop iterations x inner loop iterations

— Ig ice dongu tirleri
 Linear Logarithmic
« Quadratic

« Dependent quadratic

29



Linear Logarithmic Nested Loop
(Dogrusal logaritmik i¢ ice dongu)

for (I=1; 1I<=10; 1++)
for (j=1, j<=10; ] *=2)
the loop body

* Bu ornekte distaki dongu (outer loop) degiskeni artirilirken icteki
dongu (inner loop) degiskeni carpilir

« Toplam yineleme/tekrar sayisi, sirasiyla dis ve i¢ dongulerin
yinelenme sayilarinin ¢arpimina esittir. (Bu ornek icin 10log10 ).

» Dogrusal logaritmik ic ice dongu icin verimlilik asagidaki

formule gore belirlenir:
F)=nlagn .



Quadratic Nested Loop
(Karesel ic ice dongu)

for (i=1; 1<=10; i++)
for (J=1; j<=10; j ++)

the loop body

Bu ornekte dongulerin her ikisi de artirir.

Karesel i¢ ice dongudeki toplam yineleme/tekrar sayisi, sirasiyla i¢ ve
dis donguler icin yineleme sayisinin garpimina esittir. (Bu ornekte
10x10=100).

»Karesel i¢c ice dongu icin verimlilik asagidaki formule gore
belirlenir:

f(n)=n’ y



Dependent Quadratic Nested Loop
(Bagimli Karesel ic ice dongl)

for (i=0; i<10; i++)
for (j=0; j<i; ] ++)

the loop body

Ic donguinlin tekrar sayisi, dis dénglye baglidir.

o lIcteki déngli gbvdesinin tekrarsayisi: 1 + 2 + 3 + .. + 9 + 10 = 55
o Bu dongundn ortalamasini hesaplarsak: 55/10=5.5 veya

o Distaki dongunu tekrar sayisinin 1 fazlasinin yarisidir: (10+1)/2

o Yan, {"; D

32



Dependent Quadratic Nested Loop
(Bagimli Karesel i¢ ice dongu)

« I¢c déngu ile dis dénglniin tekrar sayisinin ¢arpilmasi bize bagiml
karesel dongu icin asagidaki verimlilik formulunu verir:

\
e

33



Big-O notation

« Genelde veri elemani n icin fonksiyonda icra

edilen komut/ifade sayisi, eleman sayisinin bir

fonksiyonudur ve
»> f(n) ile ifade edilir

 Bir fonksiyon icin turetilmis denklem karmasik
olsa bile, denklemdeki bir baskin (dominant)

faktor genellikle sonucun buyuklugunu (order of

magnitude) belirler.
« Bu faktor bir big-O’dur. O(n) olarak ifade edilir.

“On the order of.” 5 big-O (Omega)

34



Big-O notation

« Asagidaki adimlari izleyerek big-O notasyonu
f(n)’'den turetilebilir:
1) Her bir terimin katsayisi 1 yapllir.

2) Fonksiyondaki en buyuk terim haricindeki tim terimler atilir.
» Terimlerin kgukten buyuge siralanmasi goyledir:

log n, n,nlogn, n2, nd...,nk..2"..., n!

(")rneg‘jin, 1. 1L
E? = =

Big-O notation: Qf(r))ié’%) %



Algoritma verimliligi

kategorileri :7 tane Standard measures of efficiency

Efficiency Big-0 lterations Estimated Time
Logarithmic Ollogn| 14 microseconds
% Linear Oln) 10,000 seconds
'E) linear logarithmic Olnllogn}) 140,000 seconds
3 Quadratic Oln?] 10,000 minutes
<
3 Polynomidal Oln) 10,000¢ hours
L;;W Exponential Ole) 210,000 infractable
Factorial Olnll 10,0001 infractable

TABLE 1-4 Measures of Efficiency for n= 10,000
(N=10000 i¢in verimlilik ol¢iisi)

Herhangi bir verimlilik dlctsu, yeterince buyuk bir orneklemin dikkate alindigini | 36
varsayar.




FIGURE 1-14 Plot of Effeciency Measures
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Big-O Analiz Ornekleri

Iki Matrisi Toplama

4

0

0

10

12

FIGURE 1-15  Add Matrices
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ALGORITHM 1-3  Add Two Matrices

Algorithm addMatrix (matrixl, matrix2, size, matrix3)
Add matrixl to matrix2 and place results in matrix3
Pre matrixl and matrix2 have data
size is number of columns or rows in matrix
Post matrices added--result in matrix3
1 loop (not end of row)
1 loop (not end of column)
] add matrixl and matrix2 cells
2 store sum 1n matrix3
2 end loop
2 end loop
end addMatrix

39




Add two matrices

Algorithm addMatrix (matrix1, matrix2, size, matrix3)

1. r=1
2. loop (r<=size) )
1. c=1 loopl
2. loop (c <= size) Size
1. matrix3[r,c] = matrix1[r,c] + matrix2[r,c] } |C_)Op2. > times
Size times
2. c=c+l
3. r=r+1l
3. return _

end addMatrix

Quadratic loop O(sizez) > O(nZ)

(Karesel dogu)




Big-O Analiz Ornekleri
Iki Matrisi Carpma

rl, cl

4 2 1
-3 | 4
5 6 2

()4 x6+2x3+1 x4 :

6 1 7
3 2 | -1
4 6 2

rl, c2

a4 | 2|1
3| 4
5|6 |2

1
2

~

W

-1

6

1

7

4 | 2 |1
3| 4
5162

3

2

-1

(©)0 x 7 +(=3)x (1) +4 x 2 _®
FIGURE 1-16 Multiply Matrices

6

2

14

[ r2, c3

11

/
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ALGORITHM 1-4  Multiply Two Matrices

Algorithm multiMatrix (matrixl, matrix2, size, matrix3)
Multiply matrixl by matrix2 and place product in matrix3

Pre matrixl and matrix2 have data

size is number of columns and rows in matrix

Post matrices multiplied--result in matrix3
1 loop (not end of row)

1 loop (not end of column)

1 loop (size of row times)
1 calculate sum of

(all row cells) * (all column cells)
2 store sum in matrix3

2 end loop
2 end loop
3 return
end multiMatrix

42



Multiply two matrices

« 3 tane ic ice (nested) dongu

Her bir dongu ilk elemandan baslayip
satir(=sdtun) sayisi kadar tekrar eder.

Kubik dongu (Cubic loop)
« Algoritma big-O verimliligi: O(size®) veya O (n3)

43



Alistirma-1

« Asagidaki verimlilikleri kugcukten buyuge

siralayiniz.
a) nlog(n)
b) n + n?+n3
C) 24
d) n0.5

24 , n%>

nlog(n),

n+n2+n3

44



Alistirma-2

Eger XX isimli algoritmanin karmasikligi (complexity) O(n)=n? ise
asagidaki program parcasinin karmasikligini nedir?

=1

loop (I <=n) A

j=1

loop (j < n) ‘ > ,
XX ( ....) }n? {n-1
J=]+1 )

I=1+1 /

f(n) = n%.(n-1).n => O(f(n)) = O(n*)



Alistirma-2

« Eger dolt isimli algoritmanin (alt programin) 5n
verimlilik faktoru (carpani) varsa asagidaki program

parcasinin kosma suresi (run-time) verimliligi nedir?
for (i=1, i <= n; i++)
dolt (...)

f(n)= n(5n)=5n>2

g

N2

g

O(f(n)) = O(n?)




Alistirma-3

« Eger dolt isimli algoritmanin verimliligi O(n)=n? ise,
asagidaki program parcasinin verimliligi nedir?

for(I=1;1<n;i1*=2)
dolt (...)

0(n?log,n)




Alistirma-4

 Bir algoritmanin verimliliginin n3 oldugu g6z dnune
alindiginda, bu algoritmadaki bir adim 1 nanosaniye
suruyorsa, algoritmanin 1000 elemanli bir girisi islemesi

ne kadar surer?

Sure=(10003) * 1 ns= 10°* 10° =1 saniye




Alistirma-5

 Bir algoritma n elemanl girigleri islemektedir. n=4096
ise, kosma suresi (run-time) 512 milisaniyedir. n=16,384
ise, calisma suresi 1024 milisaniyedir. Bu algoritmanin
verimliligi ve big-O notasyonu nedir? Hesaplayiniz.

n, = 4096  n, = 16384
f(n,) =512 f(n,) = 1024

n, =4x* ny

f(ng) =2x*f(ng)

n 4 katina gikarken f(n) sadece 2 katina giktig
icin verimlilik=y/n = n'/2

Big-O notation: 0(n'/?)




Tesekkurler...
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