Ikinci_Basamaktan Lineer Difer-
ensiyel Denklemlerin Serisel Coztim-

leri

Bu boliimde gegitli uygulamalarda karsimiza gikan fakat elemanter fonksiy-
onlar yardimiyla c¢oziilemeyen ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklem

po (@) y" +p1(2)y +p2(z)y=0 (1))

siifi ele alinacaktir; burada pg, p; ve pa ortak ¢arpanlari bulunmayan polinom-
lardir.

(1) denkleminin ¢oziimleri genellikle elemanter fonksiyonlar cinsinden yani
kapali formda bulunamaz. Bu nedenle, (1) in serisel formda ¢oziimleri aranir.

po (z) # 0 ise, 2 noktasina (1) in bir adi noktas: denir. pg (z) = 0 ise, xq
noktasina (1) in bir singiiler noktas: denir.

po () = 0 olsun.

lim (z — zo) p1 () 2 p2 (7)

220 po (z) po (z)
noktasinda diizgiin singiiler nokta, aksi durumda diizgiin olmayan singiiler nokta
denir.

Ornek:

€ Rve hm (z — xp) € R ise o zaman x singiiler

(1-2*)y" 22y +a(a+1)y=0

Legendre denklemi igin zg = 1 ve xg = —1 singiiler noktalarinin diizgiin olup
olmadiklarina bakalim. xy = 1 i¢in:
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dir. O halde g = 1 diizgiin singiiler noktadir. Benzer sekilde zop = —1 in de
diizgiin singiiler nokta oldugu gosterilebilir.

Kuvvet Serisi Yontemi

po(2)y" +p1(2)y +p2(x)y =0 ((1))
denklemini ele alalim. Burada pg, p1, p2 ortak carpanlari olmayan polinomlardir
ve po (x0) # 0 dir.

Teorem 1 : zy noktasi (1) denkleminin bir adi noktasi olsun. Bu durumda
(1) in her ¢vziimii 29 — R < & < 2o + R araliginda yakinsak olan

y=Y an(zr—a0)" (2)
n=0



kuvvet serisi ile gosterilebilir. Bagka bir ifadeyle (1) in genel ¢oziimii

o0
y = Z an (x —0)" = aoyr (7) + arys (z)
n=0

dir. Burada ag ve a1 keyfi sabitler olup R sayisi xyp dan pg in en yakin sifirina
olan uzakliktir.

Ornek: (1+22%)y” + 62y + 2y = 0 denkleminin genel ¢oziimiini z in
kuvvetleri cinsinden yaziniz.
Coziim: y = > a,z” formunda ¢dziim aranirsa ve denklem diizenlenirse

Z[n+2 Y4 1) anpe +2(n+ 12 ag| 2" =0

elde edilir. Buradan
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genel indirgeme formiilii elde edilir. Buradan da
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bulunur. Burada H b; = 1, her b; icin oldugu kabul edilmistir.
Jj=1

Ornek: 3’ — (z — 1)y +2y = 0 denkleminin genel ¢oziimiinii o = 2 noktas
civarinda hesaplayiniz.
Coziim: t = ¢ — 2 dersek, verilen denklem,
d?y dy
¢y Y 2y=10
dt? dt +
seklini alir. Bu durumda xzy = 2 adi noktas1 yani deklme igin ¢y = 0 halini
almigtir ve

y(t)=ao(1-) +a (t 3y (2nl— 1) (2n + 1)t2n+1>

n=1



elde edilir. Buradan da t yerine x — 2 alinirsa verilen deklemin genel ¢oziimii

IS (ZI? _ 2)2n+1
y(x) = ag {1 —(z - 2)2} tlr-2- ; 24.6...2n.2n — 1) (2n + 1)

seklinde elde edilir.

Taylor Serisi Yontemi
Denklemi ¢ozmek icin

()
¥ (o) n
y(@) =Y =" (z — ) 3)
Taylor agilimi kullamldiginda, y (xg) ve y' (zo) degerleri baglangic degerleri ile
verilmektedir. Digerleri yani
y(n) (xo) y = 27 37

degerleri diferensiyel denklemden ardigik tiirevlerle elde edilirler.
Ornek:

y'+ay + 2z -1)y=0, y(-1)=2, ¢ (-1)=-2

basglangic deger probleminin ¢oziimiinii Taylor yontemi ile hesaplayiniz.
Coéziim: o= -1, y(-1)=2, ¢y (-1) = -2

y' o= —wy - Qe -1)y=y" (1) =4,
1 —2my’—xy”—2y:>y’”(—1) — _4

dir. Bu sekilde devam edilirse,

y(4) (71) = 85
y @ (-1) 8,

bulununr. Yerlerine koyulduklarinda ¢oziim
2 1
y (2) :272(x+1)+2(x+1)2fg(x+1)3+§(x+l)4+...

olarak elde edilir.
Homogen Olmayan Denklemler icin Serisel Yéntem

po(@)y" +p1(2)y +p2(z)y = ¢ () ((4))

denklemi verilsin. Burada pg (z), p1 (x) ve p2 (), (1) deki gibi ortak garpanlar
olmayan polinomlar olsunlar. pg (z¢) # 0 olsun. ¢ (z) de bir polinom veya



da Taylor serisine agilabilen bir fonksiyon olsun. (4) iin zy noktas1 civarindaki
genel ¢oztimil, y = yp, +y, dir. Burada y, homogen denklemin genel ¢6ziimi, y,
de (4) denkleminin bir 6zel ¢oziimiidiir. Bu 6zel ¢oziim parametrelerin degigimi
yontemi yardimiyla hesaplanabilir. Alternatif olarak,. ¢ (z) fonksiyonu ¢ nok-
tasinda Taylor serisine agildiktan sonra kuvvet serisi yontemi dogrudan (4) den-
klemine uygulanabilir. Bulunan 6zdeslikten iki taraftaki (z — zo)" terimlerinin
katsayilar: egitlenir.
Ornek:
y"' —22%y +dxy = 2% + 20 +2

denkleminin genel ¢oziimiinii x in kuvvetleri cinsinden hesaplayiniz.
Coziim: y(z) =Y~ a,z” yazldiginda
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bulunur. Verilen homogen olmayan denklemin genel ¢oziimii:

oo
2 3 4 3n—1 3 3n+1
y(z) = ap+a1x+asx”+azx” +agx”+ E [agn,laj " 63,23 4 agp 2Pt ]

n=2

seklinde yazilir.



