Laplace Doniisiimleri

Tanim 1. f z > 0 1cin tamimh bir fonksiyon ve s bir reel parametre olmak
lizere

F(s) = fe_mf(.ﬂc)(fm (1)

zenellestinlmig integrali yakinsak 1se, integralin degerine f tonksiyonunun
Laplace déniigiimil denir ve F = L{f} ile gosterilir.

Ornek 1. f(x) = 1 in Laplace déniigiimiinii bulunuz.

(Céziim. (1) den

F(s) = /e_md.r
0

-, 5 = U,
o0, s =<0

elde edilir. Diger taraftan s = 0 icin de F'(s) integrah 1raksak olur. O halde
1
L{1} =~ 5= 0,
s

bulunur.

Ornek 2. t >0 vea £ Ricin f (£) = e** fonksiyonunun Laplace déniigiimil

o A
£ at — 51 = —st e g 15 —t(s—a)
{e*} F(s) fe e dt ‘J}mefe di
0 0
A
= ]lm (_ 1 E—tfa—a})
A—eo 5 —n0 o
1
= s> a
=0
cir.
Benzer sekilde
1 " n! -
.-E:{ﬁ} = E_, .{:{f }=Fn—l _,'n,_PJ: a=0
. @ 3
L{sinat} = ——— , L{cosat}= s5>=0



Tanim 2. Her = > z¢ 1cin

e=o% | f(2) < M
olacak sekilde xp, o ve M = 0 sabitler1 varza, bu durumda f fonksiyonuna
a lstel basamaktandir denmir.

Teorem 1. f fonksiyonu [0, o0) araliginda parcal siirekh ve bir a reel say=:
icin a Ustel basamaktan ise, bu durumda £{f} Laplace déniisiimii 5 > a icin
meveuttur.

Uyar:1 1. Yukandak: teorem yeter kogullar 1fade etmektedir, gerek kogul
icermemektedir. Ornegin,

flz) = ze® t:us{erz}

fonksiyonu s > 0 1cin bir Laplace dénigiimiine sahiptir. Ancak o istel
basamaktan degldir.

Laplace Déniisiimiiniin Ozellikleri

Tanim 3. Asgagdaki 6zellikler saglayan f fonksiyonuna E, simfindandir
denir:

(1) 0 < 2 < oc arahginda tamimhdir,

(22) Her kapah 0 < 2 < b, b > 0, araliginda parcah siireklidir.

(721) a lstel basamaktandir.

Teorem 2. (Lineerlik szelligi) s > s, 1 <1< n icin £{f;} mevcut

olsun. Bu durumda

Llafitafo+ . +enfar=al{fit +al{fe}+ . +el{fn}, s> s0,

dir, burada sg = max{s;, 53, .., 5.} ve ¢, ca, ..., ¢, sabitlerdir.
Ornek 3. b # 0 olmak tizere L{chbz} Laplace déniisiimiinil hesaplayimz.

Cozlim.



lE_,aful: 1+ e bx

1 1
= Eﬁ{ebx} 4+ ;E{E_M}

11 1 1
T 25—b 2s+b
S -

T 2 6]

Teorem 3. (Oteleme Teoremi) L£{f(z)} = F(s), s > sp, olsun. Bu
durumda

L{e”f(z)} =F(s—a), s > s0+a,
dur.

Ornek 4. L{ze**} Laplace doniisimiini hesaplayimiz.

1

Coziim. L{z} = —, & = 0, oldugundan L{ze™} =
3

bulunur.

Teorem 4. f € E, ve L{f(x)} = F(s) olsun. Bu durumda

. n @ +
L{a"f(@)} = (~1)" 5 F(s), n € Z7
Ornek 5. £{z=} =7
Coziim. f(z) =z ve F(s) = L{\/z} = " s~7 olmak tizere

£{z2} = £{z*Vz}

dﬂ
= (-1 dsz"F{S
105 5
= —/Ts5 2

elde edilir.



Teorem 5. f € E,, L{f(z)} = F(s) ve lim (@) € I 1se, bu durumda

r—0+ x

o0

C{of@)} = [ Flae

" sin 3
Ornek 6. £{T——) =7
x
3
Coziim. f(x) =sin3dz ve F(s) = — oldugu dikkate alinirsa
5°+9

(= o]
=1n Aa 3
L = dt
{ x } / 249

= + arctan —

i)
]

elde edilir.

Teorem 6. f € E, ve L{f(z)} = F(s) 1se, bu durumda

r 1
£{ | ftdt y = ~F(s).
_D/ g

Ornek 7. £ {f sinh Etdt} =7
0

C6zlim. Teorem 2 den L{sinh2z} =
6 dan

hesaplanabilir. O halde Teorem
s2—4

€X
L / sinh 2&dt y =
0

dar.



Ornek 8 £ {-:-:-s2 f} Laplace déniigiimiinii bulunuz.

Coziim.
1 2t
Lleos®t} = E{H%}
1 1 1 1 =
= —L{1}+ =L U= — 4+ ——
RS R St PRy
Ornek 9 £ {tsint} Laplace déniigiimiinii bulunuz.
Céziim. F(s) =L {sint} = o oldugundan
d 1 235
L{tsint) = —— =
{ 51N } d’ssﬂ _|_] (52 +1:|2
dir.
. in at
Ornek L { e } Laplace déniigiimiinii bulunuz.
in at T =g
Coziim. £ { sne } = \/‘Ldu = arctan hnf R arctan l
t u? +a® als 2 a
Teorem 1. f, f'.  f"~" fonksiyonlan [0, oc) da siirekli ve a iistel basamak-

tan olsunlar. Ayriea f™ [0 oc) da parcah strekli olsun. Bu durumda
f.f . f"U f fonksiyonlan s > a icin Laplace déniigiimlerine sahip
olup

C{f™} = s"L{f} = ") — .. = sf"7V(0) — FTU(0)
dir.
Ozel olarak n = 1 i¢in
L{f'} = sL{f} - £(0)
ve n = 2 1¢In
£{f"} = s*L{f} - s£(0) - £'(0)
dir.



Ters Laplace Doniisiimleri

Tanim 1. L{f} = F(s)l ozelligini saglayan f(x) fonksiyonuna F' in ters
Laplace doniigiimii denir ve £L7'{F(s)} ile gosterilir.

. 1 1 1
Ornek 1. (a) £{1} = B oldugundan, B in ters Laplace doniigiimii E’l{g} =

1 dir.

1
b @l = ldugund -t
(b) L{e*} —— §>a oldufun an, £ {s—a

Teorem 1. (Lineerlik Ozelligi) £{f;} = F(s), i = 1,2, ...,n,ve ¢y, ¢y, ..., Cn
sabitler olmak iizere

} = e dir.

£_I{ClF1 + CQFQ + ...+ CnFn} = Clﬁ_l{Fl} + CQ,C_l{FQ} + ...+ cnﬁ_l{Fn}
dir.

e 35+ 2 35 +8
k 2. S S G A NS TD S G
Ornek 2. (a) £ {32—3s+2} (b) £ {s2+2s+5}

3s+ 2
Coézim. (a) = _S;; 3T 51 + 3 seklinde basit kesirlerine ayrilirsa,
A = —5 ve B = 8 bulunur. O halde ters Laplace doniisiimiiniin lineerlik

ozelliginden

3s + 2 1 1
-1 _ _rp-l -1
£ {52—35+2} oL {5—1}+8£ {3—2}

= —BHe® + &%

elde edilir.
(b) s>+ 25+ 5= (54 1)? + 4 oldugu gbz 6niine alinirsa

3s+ 8 3s+ 3 5
-1 _ -1 -1
£ {52+2s+5} £ {(5+1)2+4}+£ {(s+1)2+4}

B . s+1 5., 2
= 3 {(s+1)2—|—4}+2£ {(s+1)2+4}

5
= 3e %cos2x + 56_7” sin 2x

—b
bulunur, burada £ {ebx cos ax} = m (s > b) ve L {ebx sin ax} _
(b;% (s > b) ozellikleri kullanilmigtar.
S — a



Konvoliisyon

Tanim 2. f(x) ve g(z) fonksiyonlarmim konvoliisyonu

f*gz/f(t)g(ﬂf—t)

seklinde tanimhidir.
Uyar1 1. fxg=gx f dir.

Teorem 2. (Konvoliisyon Teoremi) £{f(z)} = F(s) ve L{g(z)} = G(s)
olsun. Bu durumda

LAf(z)*g(x)} = F(s)G(s)
dir.

Konvolusyon Tiiriinde Integral Denklemler

/ w(tyo(z — t)dt

0

seklinde bir integrale konvoliisyon tiirii bir integral denir.

Ornek 3. h(z) = / t"(x — t)>dt integralini hesaplayiniz.
0
Coziim. f(x) =27, g(r) = 2° olmak iizere

h(r)=f*g

dir. Konvoliisyon teoreminden

L{n(z)} = L{f(z)*g(x)}
= F(s)G(s)
75l

(7))

gl4

N(5! N(5!
bulunur. O halde h(z) = L1 {%} = %xl?’ elde edilir.
S .



Volterra Integral Denklemi

T

y(@) = fo) + / K( — ty(t)dt (1)

0

seklinde bir integral Volterra integral denklemi adini alir, burada f ve k ver-
ilen fonksiyonlar olup y bilinmeyendir. (1) deki integral konvoliisyon tiiriinde
bir intagral oldugundan Konvoliisyon teoremi yardimiyla ¢6ziim bulunabilir.
(1) in her iki yanina Laplace doniigiimii uygulanip Y'(s) ¢oziiliirse,

F(s)

Y(s) = ——— 2
©)= = )

elde edilir, burada Y (s) = L{y(x)}, F(s) = L{f(z)} ve K(s) = L{k(z)}
dir. (2) nin her iki yanina ters Laplace doniigiimii uygulanirsa, (1) integral
denkleminin ¢oziimii

y(a) =LY ()} = L7 { #zc)u }

bulunur.

Ornek 4.

T

y(r) =1+ 2/6_2(":_t)y(t)dt (3)

integral denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. (3) denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

Y(s)zl—l- 2

s 82
elde edilr. Buradan

y(x) = L7HY(s)}

el

= 142z

bulunur.



Birim Basamak Fonksiyonu

Tanim 3.

0, z <c,
u(x—c): 1. z>c¢

seklinde taniml fonksiyona birim basamak fonksiyonu denir.

Teorem 3. g, [0,00) iizerinde tammh bir fonksiyon olsun ve ¢ > 0 olmak
tizere L{g(z + ¢)} doniigiimii s > a i¢in mevcut olsun.
Bu durumda L{u(z — ¢)g(z)} doniigiimii de s > a i¢in mevcut olup

L{u(z —c)g(z)} = e L{g(z + )}
dir.

Ornek 5.
) = 20 +1, 0< 2z <2,
N 3x, x> 2,

fonksiyonunun Laplace doniigiimiinii hesaplayiniz.
Cozim. f(z) =2x+ 1+ (z — 1)u(z — 2) seklinde yazlabilir. Teorem 3 goz
oniine alinirsa,
L{f(x)} = L{2z+ 1} + L{(x — Du(z —2)}
= L{22} + L{1} + e *L{x+ 1}
2 1

1,1
= 4 -te®(5 4=
s2 s € (82 s)

bulunur.

Teorem 4. ¢ > 0 ve s > a i¢in £{g} mevcut olsun. Bu durumda s > a igin
L{u(z — ¢)g(x — ¢)} mevcut olup

L{u(z — c)g(z — c)} = e “L{g(x)} (4)
dir.
Ornek 6. £! {6228} =?

S

Coziim. (4) esitliginden

L7He G(s)} = u(zr — c)g(z — ) ()

4



1
dir, burada G(s) = L{g(z)} dir. ¢ =2ve G(s) = = olmak tizere (5) ozelligi

gbz Oniine alinirsa

L {622} — ulz—2)(z—2)

_ 0, z <2,
- x—2, v>2,

elde edilir.
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