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Numerik Yontemler

y' = f(z,y)

y (x0) = o
BDP nin coziimiinii bulmak herzaman miimkiin olmayabilir. Bu yiizden bunlarin coziimleri icin diger bir
yvaklasim da niimerik yéntemlerdir.

Sinir Deger Problemleri
flx.y.y..y®)=0 seklindeki n. mertebeden adi diferansiyel denklemim tamimli oldugu
aralikta 2 veya daha fazla noktada toplam olarak n tane degeri bilintyorsa buna Simir Deger
Problemi denir.

_;'x"=fl[r.x.x')
[x(@=a.x(a)=p

seklindeki baslangi¢c deger problemi x, =x ve x, =x' denerek asagidaki sekilde 1. derece bir
denklem sistemine doniistiiriilebilir.

(x = x, x(a)=a
{‘{1 = f(t.x.x") x,(a)=p

Bu sekilde problem kolayca ¢éziilebilir.
x"= f(t.x.x"

x(a)=a.x(b)=p
uygun olmayacaktir. Bu problem tipik bir sinir deger problemidir.

Ancak, { seklindeki problem icin baslangic deger problem yontemleri



Tayvlor Serisi Yontemi

v'= f(x.v), v(x,)=y,baslangic deger problenu verilsimn.
v(x)=a,+a,(x—x,)+a,(x—x,)° +... seklinde bir 6zel ¢oziim almsin. x=x, da y(x,).
V() .o v (x,) tiirevleri meveutsa. diferansiyel denklemin ¢6ziimii seri yontemiyle
hesaplanabilir. Aranan y(x) fonksiyonu x, noktasi civarinda Taylor serisine acilirsa

v(x)=v(x,) +- 4 ET”){T—.TQ)JF V(%) (x—x,)" + ) :‘T"J (x—x,) +
veya x=x,+/ 1se
1(x) = 1(x, + 1) = (%) + Eﬂ:‘“)ﬁ-.=+'1'“;”)}ﬁ+' m% o) js

Serinin tiirev degerlerine bakacak olursak:
=Jf(x.y)
v'= ') = L)+ f (!
v'"= ) =1AG )+ ()T
= [ (0. 0) + [ (. 0y [ (. )3+ £, (2. )y 2+ £, (. 3)p"

= fo (. )+ 2, (e )+ £, (. )y + £, (. )y



Ornek.

dy

dx
terime acarak y, ve y, degerlerini bulunuz.

=x—y ve x,=Ly,=2 baslangic sartlar1 veriliyor. #=0.2 1cin Taylor serismi ik 3

5=y =30+02) =30+ 02)+ L 027

v(l)=2
YD) =1-2=-1
Pi=l-p'= () =1-(-1)=2

,
1, =2-1(0.2)+>(0.04) = 1.84

v"(1.2)

»=y14)=y12+02)=y(12)+ 'r‘(ll{z) (0.2)+ (0.2)°

¥(1.2)=1.84
¥'(1.2)=12-1.84=-0.64
$"(1.2) =1—(~0.64) =1.64

v, =1.84—0.64(0. ?)+E(0 04) = 2.04



Ornek.

y'=t+ 32 , v(1) = 0 baslangic deger problemi verilsin. #=0.2 olmak iizere y(1.2) deZerim
t

Taylor seri yontemi ile toplama 4 terim katarak bulunuz.

v(1.2)= () + -1;(,1) (0.2)+ -";ﬁ]) (0.2)"+ T;fl) (0.2

v(1)=0

_1-'(1)=1+3%=1

pr=1438 38 oy —1430 32—y
. 1 1

- 4 1 .0
462 =y (1)=32-6-+6-=6
t 11 1

_Frr y|
'“25.——6—_,
Y t .

4 6
¥(12)=0+1(0.2)+_(0.04) +—(0.008) =0.288



Picard Iterasyon Yontemi

v'= f(x.v), v(x,) =y, baslangic deger problemu verilsin. %:f(x._r):}drzf(.t.ﬂﬂ'f
X

haline gelir. Bunun her iki yanin1 [x,. x| araliginda integre edersek:

Td‘i‘z Tf(rj)dx

v(x) = ¥(xp) = f J (x. v)dx

y(x)=y(x,) + j f(x.y)dx elde edilir. y' icin ilk yaklasim y vyerine y, koymakla elde

edilir.



X
N=ro™ ‘[ J(x. v dx
X
Bunu 1y icin verilen denklemde yerine kovup tekrar integre edersek

X

Y, = Lrﬂ—j f(x.y))dx ikinci yaklasimm elde ederiz. Islem, bu yolla istenilen sayida tekrar
X

edilirse n. yaklasim

x
..Fr;- — -FD T j f (‘1‘3 J;H—l )d'r
X

olarak bulunur.



Ornek.

y'=x+1v. y(0)=1 baslangi¢c deger probleminin x =0.1"deki ¢dziimiinii Picard ydéntemi ile
3 iterasyonla bulunuz.

dv=(x+v)dx = jrﬂr = j(r + v)dx = v(x) = v(0) +j (x+ v)dx
0 0 0

-

3= 9(0)+ [ (e yddy =1+ [ (v + Dv =1+ —+x
0 0 2

F F x? , X
v, =)+ [ (x+1)dx=1+|(x+1+x+—)dx=1+x+x" +—

v, = 1(0) !( ) !( ) -

X X _.:3 T3 T-i
o= () + [(x+ v ))dy =1+ | (x+1+x+x" +)dx=1+x+x +—+—
v, .(J!( ) !( ) ey
y(x) = y;(x) = 1(0.1) = y,(0.1)

3 4
110 =1+ 01+ 01?2 + O OD" 1163

3 24



Tek Adim Yontemleri

Bir yv'= f(x,y) baslangic deZer probleminin her bir adimdaki ¢dziimiinii, bir 6nceki adimda

verilenler yardimyla yaklasik olarak bulmayi saglayan yontemler, tek adim yontemleri olarak
adlandurilir.

Euler Yontemi

Taylor serisinin ilk 1ki terimini alarak hesaplanan ve birinci mertebeden tiirevleri kapsayan
acium Euler yontemidir. Bu yontemde bir x, noktasmndaki bagimli degiskenin degeri. énceki
noktadan gecen bir dogru boyunca ekstrapolasyon ile bulunur.

v'= f(x.v). v(x,) =1, baslangic deger probleminin y(x, + /) degeri :
vix, +h) =y, +hy'(x,) = v, + hf (x,. 3,)
seklinde elde edilir.
x, = x, +h alwrsak.
v(x) = v(x,)+ hf (x4, 3,)
X, =x,+2h alirsak.
v(xy) = v(x) +Af (x. 1)
=V, +hf(x,.v,)elde edilir.

I

seklinde devam edersek ; »



Buradaki hata lokal hata olup, cok sayida adim atildiktan sonraki hata O(h) mertebesinde
olacaktir.

Euler yéntemi |
ile hesaplanan Xo daki
nokta egim
y(x) |-
Yo I Gercek
¢ézdm
noktasi

X0 X X




Ornek.

2x+y

|1L

5 ve y(1) = 0 baslangi¢ deger problemi veriliyor. y(1.2) ve v(1.4) degerlerimi Euler
y—x

yontemu ile bulunuz.

f(x. 1)—

2x+y

. xy=1.1,=0.71=02
2y—x

v(x) = v(x) +hf (x5.3,) = v(1.2) = y(1) +(0.2) f(1.0)

2()+0

= 1(1.2)=0+(0.2) 201

v(x,) =v(x) +hf (x. ) = v1.4)=v(1.2)+(0.2) f(1.2.-0.4)

= 1(1.4)=-0.4+(0.2) 21.2)-04 _ —0.6
2(-0.4)-1.2




Ornek.

y'=x 32 ve (1) = 0 baslangic deger problemi ve /1 =0.2 veriliyor.
X

a) v(1.2) degerini 4 terime acarak Taylor ser1 yontemi ile

b) v(1.4) degerin1 Euler yontemi ile bulunuz.

a) 1(1.2) = v(1) + v'(1)(0.2) + T;{TD 2y J!E” (0.2)°
y(1)=0 | |
v'(1)=1
pro143 2 1_1J::>1“(1) 4
1“ - 5! I|I 2 - 5
prag| LYY 29 ]:-;-'"{1):6
X X

v =y(1.2)=0+1(0.2)+ ;{D.U*—D +§(0.008) =(.288
D) vy =3 +hf (x.3)

v, = v(1.4)=0.288+(0.2 30288

J 0.672
2




Ornek.

v'+y=3x ve y(0)=1 baslangic deger problemi verilsin. #=0.2 icin [0.1] aralifindaki
degerler1 Euler yontemi ile hesaplayiniz.

v'=f(x.y)=3x—-y
f(0.2)=v(0)+(0.2)f(0.1)=1+(0.2)(3(0)-1)=0.8
7(0.4)=1(0.2)+(0.2) £(0.2,0.8) = 0.8 + (0.2)(3(0.2) - 0.8) = 0.76
f(0.6)=v(04)+(0.2)1(0.4,0.76) =0.76 +(0.2)(3(0.4) - 0.76) = 0.848

7(0.8) = ¥(0.6)+(0.2) £(0.6,0.848) = 0.848 + (0.2)(3(0.6) — 0.848) = 1.0384
7 (1) = y(0.8)+(0.2)£(0.8.1.384) =1.0384 + (0.2)(3(0.8) —1.0384) =1.31072



Ornek

EZ
V' =y+55
y(0) =2

BDP nin x =0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1 noktalarmndaki gercek ve yaklasik ¢ozumlerini bulup yizdelik
hatay: elde ediniz.
- Oncelikle gercek ¢ozimi bulalim (Bernoulli denklemsi):

Y y | @ 1
y—z = ? + 10 =z = ; =
) T
—z = z-+ 10
homojen kismin ¢ozumi
z=c(x)e "

homojen olmayan kismin ¢ozumleri olmak tzere

—d (r)e ™ +ec(x)e™™ = % +e(x)e ™ = (x) = —%em = c(x) =— f %exd;{:
1 £ 1 £
clxz) = —Tg%¢ + 1€ +c =

= ot taeTm sy (oot e R
T Tt 10 O T R TV B



y (0) = 2 kosulundan

. g o
fonksiyonu gercek ¢ézimdir. h =0.1, f(x,y) =y + 55

oy, | Kesin ¢oziim | Yaklasik ¢ozim | %o

0 |2 2 0
0.1]2,2127 2,2 0,57431
0.2 | 2,454 2,4248 1,1896
0.3 ] 2,7298 2,6791 1,8579
0.4]2,7298 2, 9685 2,5944
0.5] 3,4175 3, 3006 3,4196
0.6 | 3,8532 3, 6852 4,361
0.7 | 4,3738 4,1352 5,4562
0.8 | 5,0067 4,6684 6,7579
0.9 5,7928 5, 3096 8,3423
1 |6,7957 6,0942 10,322
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Basit Euler yonteminin iyilestirilmesi

Cogu basit yontemin sorunu adim
uzunlugunun son derece kiicuk olmasina
gereksinim duyulmasi ve buyuk adim
uzunlugunda yeterince dogru sonug
vermemesidir. Sekilde basit Euler
yonteminin klguk bir ilave gabayla nasil
bir miktar iyilestirilebilecegi
gorulmektedir.

Euler yonteminde xp baslangig
noktasinda hesaplanan birinci dereceden
tlrev aslinda gergek fonsiyonun temsil
ettigi egrinin bu noktadaki tegetidir. Bu
teget Uzerinde x dogrultusunda h kadar
ilerlenerek bulunan y; noktasi, h
adiminin  buyutkligine bagli

olarak egrinin

Xo daki _Euler
Y Basit Euler y 6ntemi ile egim yéntemiyle
hesaplanan nokta €= bulunan y;
kullanilarak
X¢ de
Vi hesaplanan
egim
Yo ! Gercek cézim
/ noktasi
Xo X4 X
uzagina dusmektedir. Bu noktayr egriye

yaklastirmanin, yani daha dogru ¢ézim elde etmenin bir yolu x, daki tlrev yerine ortalama bir

tlirev kullanmaktir.



Euler yonteminde iyilestirme herhangi bir x,, noktasindaki egim yerine, bununla bir sonraki x;,.;
noktasinda elde edilecek tlrevin ortalamasini kullanarak

N N
.]" "l +J" n+1
g

1V

« R+l

=y, + h

seklinde yapilabilir. Ancak formulin bu sekilde dodrudan uygulanmasi mumkin dedgildir. Zira
buradaki y’,+; tlrevi x,.; noktasindaki tirev olup, tlrevin degeri ayni zamanda y,.;
buytkligine bagh olabilir ki cézimin bu asamasinda henlz y,.; bilinmemektedir. Dolayisiyla
c6zum iki asamada gerceklestirilecektir. Birinci asamada basit Euler yontemi ile yaklasik bir
vn+1 degeri elde edilecek, bu deger ve x,+; birlikte kullanilarak y’,+; tirevi hesaplanacak, daha
sonra formuldyle y,+1 in yeni degeri hesaplanacaktir.

Aslinda bu yontemin birinci asamasinda elde edilen y,+; degeri hata igerdiginden bunun
kullanilmasiyla elde edilen y’,;; turevi de bir miktar hatali olacaktir. Dolayisiyla ortalama
tirevle yapilan hesaplamada da hata s6z konusu olacaktir. Ancak basit Euler yéntemine kiyasla
bu hata daha kiculk olacaktir.

Ortalama turevle elde edilen y’,+; degeri tekrar kullanilarak tirevin yeniden hesaplanmasi ve
bunun da bir 6nce hesaplanan tirevle ortalamasi alinarak y,+; degeri igin daha iyi bir tahmin
yvapilmasi, hatta bu islemin iteratif olarak devam ettirilerek ¢cézimuin cok daha iyilestiriimesi
mumkdnddar.



Diizeltilmis Euler ve Huen Yontemni

Bu yontemde sadece birinci adimda egri lizerindeki bir noktadan baslanir. Daha sonraki
adimlarda hep egrinin disinda olan noktalarda hareket s6z konusu oldugundan baslangic

noktasindan uzaklastik¢a hatalarin biiyiiyecegi aciktir. Bu hatalart bir miktar gidermek icin
integral hesaptan faydalanarak degisik formiiller kullanilir.

D) v, =y, +0f; (Basit Euler Formiilii)

Dy, =y, +hf(x + L: v+ ';—'l ) (Euler Orta Nokta Formiilii)

3) Vo, =+ g[ i+ f(x +hy +Nhf)] (Euler Yamuk Formiilii-Huen Yoénteni)



Ornek.
y'=y—1"+1ve ¥(0)=0.5 baslangi¢c deger probleminin 7= 0.2 deki ¢dziimiinii

a) Euler Orta Nokta formiilii 1le
b) Euler Yamuk formiilii ile bulunuz.

a) f(t.v)=y-t"+1.1,=0, y,=05, h=02

/1 h
vy =¥y +hf (1 +2+ o +Ef”)
fi=f(0.0.5)=05-0+1=1.5

0.2 0.2
1, =05+(0.2)7(0 —I—?. 0.5+ ?].5) =0.5+(0.2) f(0.1.0.65) =0.828

/
b) 3, = ¥, +5"[fﬂ + fty+ D3y + )]

,,
¥, =0.5 +%[1.5 + 7(0.2,0.5+0.2(1.5))] = 0.826



Runge-Kutta Yontemleri

a) II. Mertebe Runge-Kutta :

Runge-Kutta yontemleri vilksek mertebeden tiirevler: hesaplamaya katmadan. Taylor serisi
temelinde gelistirilen yontemlerin. istenen egim degerinin dogrulugunun belirlenmesi esasina
dayanir.

Alman matematikciler Runge ve Kutta Taylor serisinde ikiden fazla terim alarak Euler
yénteminin daha da iyilestirilebilecedini gérmuslerdir. lyilestirilmis Euler yéntemi ikinci
dereceden bir Runge-Kutta yontemidir.

v'=f(x.y) ve v(x)=y verllmis olsun. h=x_,—x olmak tizere x,, noktasindaki

v(x,,,) = v, cozimii.
k =hf(x,.7,)
k, = hf (x, + mh, y, + mk,) olmak tizere
Vi =V, +ak, + bk, (1)

seklinde bulunur.



Burada a. b ve m sabittirlerdir. y(x) fonksivonunu 2.mertebeden tiirevl
terimlere kadar Taylor serisine acarsak

1( i) ‘T v;)

y(x) = (x) + (= x,) + == (x —x,)°

x=x,, alwsakve y"(x,) yerine f, (x,.v,)+ f,(x,.)f(x,.¥,) yazarsak.

p(x) = 3(x,) . (1) v, —x) +J‘;(r,--,1-!.)+ﬁ:§.?}-,1~i-)f (r,--J‘,-]{Ti_l_Ij}z
Fo v+ f, (v ) f(x. v)

v(x ) = v(x) = y'(x)(x, —x)+ (X — 'T,-JI

2!
(2)
elde edilir.

o .

f(x, +mh. v, +mi,) = f(x. 1)+—mh+—mi‘l

olacagmdan

by =hf(x. +mh. v, +mhy) = {f(ﬁ. V) +iimh +i—ffffﬂ'1:| =hf (x.yv)+— g T g ik,
cx cv

ex v



ky=hf(x.y)vek, =hf(x.v)+ fmh +—fmi.=i degerlerini (1) de yerine yazarsak :
oy

V.., =y +ahf(x,. 1)+b{ﬁf{r 1)+ fnn'f +—fmﬁ.=f-:}

Ox &y

Vi — ¥y =(@+D)hf (x,. )+bm‘rf{h f i} 3)

(2) ile (3) 1i barbirine esitlersek ;

PGl LG+ ) F o) 1
=(a+D)hf (x,.v,)+ bmh* [ft (x.v)+ fy (x.v)f(x,. .1',-)]

1 : y i1 -
Buradan a+b=1 ve bm = 5 denklemler1 cikar. Iki denklem ve ti¢c bilinmeyen oldugundan

bir1 keyfi sabit olarak secilir.

m=1almuwsa g=—. b =% olur. Bu durumda.

1
2
ky =hf (x,.3,) 1

' = v Ak +k
=y, + k) [ T T Nk

olarak bulunur.



b) IV. Mertebe Runge-Kutta :

Taylor serisine 4.mertebeden tiirevler1 de eklersek
ky=hf(x.y,)

ky = hf (x, + mh. v, + mk,)

ey = hf (x, +nh. v, +nk,)

k, =hf (x, +rh. v, +rk,)
olmak tizere

V., =V, +ak,+ Dk, +ck, +dk, seklinde bulunur.

a.b.c.d.m,nver degerlerimi hesaplamak 1stersek, vedi bilinmeyenli. yediden az denklem 1ile
lineer ya da lineer olmayan denklem sistemi ortaya ¢ikar.



1 1
IIL,_:!. = ;tf(l'j + E h. V; + 5 ;1?2)

k,=hf(x, +h.y, +F)

ve
1
Via =Nt |ley + 2k, + 2k + F, |

olarak bulunur,

1
3

1
c=— V& d= - olarak secersek :



Ornek.

y'=—xp"ve v(2) = 1 baslangic deger problemi verilivor. 7 =0.1icin 2.mertebe Runge-Kutta
ile ¢oziiniiz.

kl = ;[flf.*t'ﬂ._‘l'u] = (D.l}f{ll) =(0.D(=2(1))=-0.2

oy = hf (xg+ D vy + k) = (0.1) £(2.1.0.8) = (0.1)(~2.1(0.8)?) = —0.1344

Y, =, +%(E’1 +k,) = l-l—%(—{].Z— 0.1344)=0.8328



Ornek.

v'+y=3x ve y(0)=1 baslangic deger problemi verilsin. x=0.2 deki coziimii 2. ve 4.
mertebeden Runge-Kutta ile ¢6ziiniiz.

2 mertebe :

v'=f(x.y)=3x-y

k, = hf(x,.7,) =(0.2) £(0.1)=—-0.2

by =hf (x,+h.v,+k)=(0.2)f(0.2.-0.8) = -0.04

1(0.2) = ¥(0) +%(A’1 +hy)=1 +%(—o.z ~0.04)=0.88

4 mertebe :

ki =hf(x0.34)=(0.2) f(0.1) =-0.2

ky = hf (x, + ‘;—"' ¥, +’T‘—;1) = (0.2)(3(0.1) - 0.8) = 0.1

ky = hf (x, +';". vy + ’E‘;ﬁ) = (0.2)(3(0.1) - 0.95) = -0.13

e i

ey = hf (xy + . vy + k) = (0.2)(3(0.2) —0.87) = —0.054

1(0.2) = (0) + %[—0.2 +2(=0.1) +2(~0.13) - 0.054] = 0.881



