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1. BOLUM

BiRINCi MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER

1.1. GiRiS

Diferansiyel denklemler uzun vyillardir, diinyada ¢ogu fiziksel bilimler ve mihendislik
dallarinda 6nemli bir yer tutmaktadir. Bilim adamlari ve miihendisler genellikle degisime
ugrayan sistemleri incelerler ve diferansiyel denklemler mihendislere bir sistemdeki
anahtar degiskenlerin degisimini inceleme ve fiziksel olayl daha iyi anlama olanagi getirir.
Bilim ve matematik 6grencilerine yonelik matematik 6gretimi uzun siredir bilim ve
miihendislik fakilteleri arasinda bir anlasmazlik konusu olmustur. Bilim ve mihendislik
fakilteleri 6grencilerin teorik matematikle aralarinin ¢ok da iyi olmadigi konusunda
hemfikirlerdir. Zira bu tarz Ogretim oOgrencilerin problem ¢6zme becerilerini
gelistirebilmelerine yardimci olamamaktadir. Bu uygulama c¢ogu universitede bu dersten
basarisizik oranini % 50’lere kadar gikarmistir. Bu ise doga bilimleri ve mihendislik
boltmleri icin dnemli bir kayiptir. Bu tartisma ve anlasmazlik genellikle matematik 6grenimi
goren 6grencilerle doga bilimleri ve mihendislik 6grenimi géren 6grencilere farkh icerikli
derslerin olusmasiyla sonuclanmistir. Béylece doga bilimleri ve miihendislik fakilteleri
ogrencilerine kendi disiplinleri icerisinde karsilastiklari problemleri ¢o6zebilmeleri igin
matematik derslerini kendileri verme yolunu benimsemislerdir.

Diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlerden ayiran en 6nemli 6zellik “fonksiyon
turevleri” icermeleridir. Diferansiyel denklemlerin incelenmesi iyi bir matematik altyapisi
gerektirir ve dolayisiyla 6grencilerin bu derse baslamadan once bagimli ve bagimsiz
degisken, siirekli ve siireksiz fonksiyon, adi ve kismi tiirevler, farklar ve artirimlar ile integral
gibi temel konulari gézden gegirmeleri kesinlikle énerilir.

1.2. BAZI TEMEL TANIMLAMALAR

Bir ya da daha fazla fonksiyonun tirevlerini iceren denklemlere diferansiyel denklem
diyoruz. Diger bir ifadeyle diferansiyel denklem bir takim fonksiyonlar ile bunlarin tirevleri
arasindaki iliskiyi temsil eder. Bu kavram ilk olarak 1676 yilinda Leibniz tarafindan kullanildi
ve diferansiyel denklemler uzun zamandir ¢ok cesitli pratik problemin modellenmesi ve
¢Ozilmesi icin bilim adamlar ve mihendisler tarafindan kullaniimaktadir. Cogu bilimsel
problemlerin tarif edilmesi bazi anahtar degiskenlerin diger degiskenlere gbre olan
degisimlerini icerir. Genellikle bu degiskenlerdeki ¢ok kigik degisimlerin dikkate alinmasi
daha genel ve hassas bir tanimlama saglar. Degiskenlerin sonsuz kigik veya diferansiyel
degisimlerinin dikkate alinmasi durumunda, degisim hizlarini tirevlerle ifade etmek
suretiyle, fiziksel prensip ve kanunlar icin kesin matematiksel formilasyonlar saglayan
diferansiyel denklemler elde edilir. Bu ylzden diferansiyel denklemler uzun zamandir doga
bilimleri ve muhendislikte karsilasilan ¢ok farkh problemlere basariyla uygulanmaktadir.
Arastirmalar, diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarini kesfetmeye sadece fiziksel
bilimlerde degil ayni zamanda biyoloji, tip, istatistik, sosyoloji, psikoloji ve ekonomi gibi
alanlarda da devam etmektedirler. Hem teorik hem de uygulamali diferansiyel denklem
arastirmalari glinimizde c¢ok aktif arastirma konulari arasinda bulunmaktadir.

Fiziksel kanun ve prensiplerin, goz 6niline alinan degiskenlerdeki sonsuz kiiciik degisimleri
dikkate almak suretiyle, bir probleme uygulanmasiyla diferansiyel denklemler elde
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edilmektedir. Dolayisiyla diferansiyel denklemin elde edilmesi problem hakkinda yeterli bilgi
sahibi olmayi, probleme dahil olan degiskenleri belirleyebilmeyi, uygun basitlestirmeler ve
varsayimlar yapabilmeyi, kullanilacak fiziksel prensip ve kanunlari bilmeyi ve de dikkatli bir
analiz yapabilmeyi gerektirir. Asagida bazi 6rnekler verilmistir.

Ornek 1-1 Newton’un hareket yasasi

Newton’un ikinci kanununu kullanarak diz bir ¢izgi boyunca F kuvvetinin etkisi altinda
hareket eden m kitleli bir cismin konumunu s tanimlayan diferansiyel denklemi elde
ediniz.

Coziim
Dinamik derslerimizden hiz ve ivme tanimlarinin
v-3
dt
dv d(ds) d?s
da=—=—| — |=——
dt dt\ dt dt?2

olarak verildigini biliyoruz. Newton’un ikinci kanunu Kuvvet = Kiitle x lvme seklinde ifade
edildiginden

d%s
F(t)=ma(t)=m—;-
()=ma(t)=m-—7

yazilabilir. Dizenleme yapilirsa
d?s  F(t
d_ZZL diferansiyel denklemi elde edilir.
t
Ornek 1-2 Newton’un soguma kanunu
Baslangicta belirli sicakliga sahip kiiresel metal bir cisim sicakligi T, olan sicak su igerisine
birakiliyor. Cismin baslangi¢ sicakhglr su sicakligindan dislik ise, cisme isi transferi
baslayacagi bilinmektedir. Buna gore cismin herhangi bir t aninda sicakhgini T{(t) veren
diferansiyel denklemi belirleyiniz.

Cozim

Suyun bulundugu kabi miikemmel sekilde yalitilmis distnelim (cevreye isi kaybi yok) ve
buna gore enerjinin korunumu prensibini uygulayalim. Cisim sicak suya birakildiktan At siire
sonra cismin enerjisindeki artis, cismin ylzeyinden cisme tasinimla (konveksiyon) gecen isi
enerjisi kadar olacaktir. Buna gore

mcAT = hA(T(t) - Ty At elde ederiz. Her iki tarafi At'ye bolersek

AT hA

T (r1)-1,)

Zaman dilimini sonsuz kiguk aldigimizda (limit durumunda, yani At—0)

dT(t) hA
™ _mc(T(t) To)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem kiiresel cismin sicakhgini zamanin fonksiyonu

olarak ifade etmektedir. Diferansiyel denklemler fiziksel olayi, bagimsiz degisken(ler)in

belirli bir araliktaki degerleri icin tanimlayabilir. Ornegin bu denklem kiiresel cismin

merkezinden ylzeyine kadar olan sicaklik degisimini tanimlar, bu sinirlarin disinda

gecersizdir. Ayrica denklem, cismin sicak suya daldirildigl andan itibaren (t=0) sicakhgini

verir ve dolayisiyla elde edilecek ¢oziim 0<t<coaraliginda gecerli olacaktir.
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Bir ya da daha fazla bagimli degiskenin tek bir degiskene gore adi tilirevlerini iceren
diferansiyel denklemlere Adi Diferansiyel Denklem (ADD) denir. Bunun yaninda igerisinde
bir ya da daha fazla bagiml degiskenin, bir ya da daha ¢ok bagimsiz degiskene gore tiirevleri
bulunan denkleme ise Kismi Diferansiyel Denklem (KDD) diyecegiz. Bu derste ADD konusu
Uzerinde durulacak olup KDD konusu daha ¢ok lisansiistl dizeylerde ele alinmaktadir. Adi
bir diferansiyel denkleme 6rnek olarak

ym + 3X2y’ _4y =xe* + 2Cotx
verilebilir.

Bir diferansiyel denklemde en yliksek mertebeli tlrevin mertebesi diferansiyel denklemin
mertebesini verir. Ornegin Ustteki denklem 3. mertebedendir denir. Bunun yaninda,
mertebeyle sikca karistirilan bir kavram olan derece’ye de deginmek gerekir. Bir diferansiyel
denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin Ussline, bu diferansiyel denklemin derecesi
denecektir.

Bir diferansiyel denklemdeki bagimli degisken ve tim tlrevleri birinci dereceden ise,
diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem denir. Dolayisiyla icerisinde

nm

y3 .0y WYYy

yaninda denklem X2 xy",sinx, e

,siny,eY gibi terimler bulunan denklemler lineer degildir. Bunun
L3
~SINXT Inx tiirinden ifadeler icerebilir.

Daha genel bir ifadeyle eger bir diferansiyel denklem
y 10OV + 00V Lt fa ()Y = R(X)

formunda ifade edilebiliyorsa denkleme lineerdir diyecegiz, aksi halde lineer olmayan bir
diferansiyel denklem s6z konusudur. Bu denklemde eger R(X)=0 ise lineer diferansiyel

denklem homojendir. Aksi durumda denklem homojen olmayan diferansiyel denklem adini
alir.

Ornek 1-3 Diferansiyel denklemlerin siniflandiriimasi
Asagidaki diferansiyel denklemleri siniflandiriniz.

Coziim

(1) y"+3y=0 (2. mertebe-lineer-homojen)

(2) y" +3y=2x+sinXx (2. mertebe-lineer-homojen degil)

(3) y"+3yy'=0 (2. mertebe-lineer degil)

(4) y" +sinxy’ +cosy=e " (3. mertebe-lineer degil-homojen degil)

Diferansiyel denklemler bagimli degisken ve tirevlerinin katsayilarinin durumuna gore de
siniflandiriilmaktadir. Eger bu katsayilar birer sabitse denklem sabit katsayili diferansiyel
denklem, eger bagimsiz degiskene bagh fonksiyonlar ise degisken katsayili diferansiyel

"

denklem adini alir. Ornegin Yy’ + 2y = sinx denklemi sabit katsayili, coshxz” + x%7' =X ise

degisken katsayili bir diferansiyel denklemdir.

1.3. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI
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Bir problem icin diferansiyel denklemin elde edilmesi genellikle kolaydir. Diger yandan bu
denklemin ¢6ziiminin bulunmasi ise genellikle zordur. Bir diferansiyel denklemin ¢6zim
bazen bir ya da birkac defa integral alma isleminden ibaret olabilse de bu tlir durumlar
genellikle istisnadir. Tum diferansiyel denklem tiplerine uygulanabilen genel bir ¢6zim
yontemi ne yazik ki mevcut degildir. Cesitli siniflara ayrilan diferansiyel denklemler icin
bunlara 6zgli ¢c6ziim metotlari gelistirilmistir. Bazen bir diferansiyel denklemi ¢c6zmek birden
fazla teknigin beraber kullaniimasinin yani sira bu tekniklerdeki yeterli bir uzmanlk dizeyi
ve hiliner gerektirir. Bazi diferansiyel denklemler sadece ustaca yapilmis bir takim
manipllasyonlarla ¢oziilebilirken bazilarinin analitik ¢oziimleri imkansiz olabilir. Dolayisiyla
bir diferansiyel denklemi ¢ozmek bilimden ziyade bir sanat dali gibidir.

Cebirsel denklemlerin ¢6ziminde genellikle x> —7x—10=0 tiriinden bir denklemi
saglayan ayrik degerlerin (koklerin) bulunmasi hedeflenir. Ote yandan bir diferansiyel
denklemi ¢ozerken, belirli bir aralikta denklemi saglayan fonksiyonlar aranir. Yukaridaki
cebirsel denklemi saglayan degerler 2 ve 5 tir. Oysa y'—7y=0 diferansiyel denklemini

herhangi bir x degeri icin e’ saglamaktadir. Diferansiyel denklemi saglayan herhangi bir
fonksiyon, diferansiyel denklemin bir ¢ozimidir. Benzer sekilde diferansiyel denklemi
saglayan ve icerisinde bir ya da daha fazla keyfi sabit bulunduran ve bu nedenle bir egri
ailesini olusturan ¢6ziime genel ¢6ziim denir. Eger diferansiyel denklemin her ¢6zimi genel
¢6zimdeki keyfi sabitlere degerler atanarak elde edilebiliyorsa bu genel ¢6zim ayni
zamanda tam ¢éziim adini alir. Genel ¢6ziimden elde edilen her bir ¢d6ziim ise dzel veya
0zgiil ¢6ziim adini alir. Eger diferansiyel denklemin herhangi bir ¢6zimd, genel ¢6zimdeki
sabitlere degerler atanarak elde edilemiyorsa bu ¢6ziim tekil ¢6ziim adini alir. Tipki cebirsel
denklemlerin ¢o6zimiinde oldugu gibi, diferansiyel denklemlerde de, hangi isim altinda
olursa olsun, bir ¢6ziim diferansiyel denklemi mutlaka saglar. Eger saglamiyorsa, elde edilen
¢6zUm hatalidir demektir.

Ornek 1-4 Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii
y= e?* ifadesinin (-oo,+o2 ) araliginda y’'—2y =0 diferansiyel denkleminin bir ¢6zim
oldugunu gosteriniz.

Coziim
Verilen ¢6ziim diferansiyel denklemi saglamalidir.
y = e2x

2X

} alinarak diferansiyel denklemde yazilirsa 262 —2e%* =0 olur ve denklem
y'=2e

saglanir.

Ornek 1-5 Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii

y=+v1l- X2 ifadesinin yy'+ x=0 diferansiyel denkleminin bir ¢6zimi oldugunu
gosteriniz. Verilen ¢ozlimiin her x degeri icin gegerli olup olmadigini irdeleyiniz.

Coziim

Verilen ¢ozim diferansiyel denklemde yaZ|I|rsa\/1—X2 —2X

241 x2

dolayisiyla verilen ¢6ziim denklemi saglamaktadir. Cozimin tanim araligi icin 1-x2>0
olmasi gerektigi aciktir. Buradan (1-x)(1+Xx)>0=1>x ve —1<xvyazilarak —1<x<1 elde

+x=0 elde edilir,

edilir.
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Ornek 1-6 Bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimii
y= Cxe?* +2x —3 ifadesinin y"—4y'+4y=8x—20 diferansiyel denkleminin, C sabitinin
herhangi bir degeri icin, cozim oldugunu gosteriniz.

Coziim
y=Cre™ +2x-3, y'=C(e% +2xe”)+2=Ce”™ +2Cxe™ +2 ve
y" =2Ce?* +2C(e** + 2xe?* ) =4Ce®* + 4Cxe?* bulunup denklemde yerine yazarsak,

y' —4y' +4y = (4Ce®* +4Cxe?* )— 4(Ce?* +2Cxe?* +2) +4(Cxe®* +2x—-3)=8x-20
elde edilir. Dolayisiyla verilen ¢6ziim genel ¢oziimdyir.

Simdi tekrar bir su banyosuna daldirilan kiresel cisim 6rnegimize donelim (6rnek 1-2). Elde
edilen diferansiyel denklemin ¢éziimiinden cismin sicakhginin zamanla degisimi,
hA
—t
T(M)=Ty—(T,-C)e M

olarak elde edilir. Bu ifadede C bir keyfi sabittir. Kolaylikla gosterilebilir ki bu ¢6ziim C'nin
aldig1 degerden bagimsiz olarak diferansiyel denklemi saglar. Dolayisiyla C'nin alabilecegi
sonsuz sayida degere karsilik sonsuz sayida 6zel ¢6zim elde etme imkani vardir. Genel
¢6zUm icerisinde cismin baslangi¢ sicakligl (t=0 aninda) olan T; bulunmadigindan bu sonug
surpriz degildir. Dolayisiyla baslangi¢ sicakhgl belirtildiginde, verilen diferansiyel denkleme
olan ¢6zim de 6zel bir ¢oziim kimligi kazanir. Bizim ilgilendigimiz ¢6zim de, T eksenini T;
sicakliginda kesen 6zel ¢6zim olacaktir. Buradan su 6énemli sonug¢ c¢ikmaktadir: Belirli bir
problemin tek bir ¢6zimi olsa da, bu problemi temsil eden diferansiyel denklemlerin
sonsuz saylda ¢Oziime sahip olmalari mimkindir. Bunun nedeni, diferansiyel denklemin,
bagiml degiskenlerle bagimsiz degiskenlerdeki degisimler arasindaki bir iliski olmasindan
baska bir sey olmamasidir. Diferansiyel denklem, bir fonksiyon veya tiirevlerinin belirli
bagimsiz degisken degerlerine karsilik gelen bagimsiz degisken degerleri konusunda bilgi
icermez. Sonug olarak ayni fiziksel olayla ilgili pek ¢ok farkh problem ayni diferansiyel
denklemle ifade edilir. Farkhlk ise elde edilen genel ¢6ziimden bizim ilgilendigimiz
problemin 6zel ¢6ziimiine gegebilmemizi saglayan 6zel sartlarin tanimlanmasidir. Eger bu
sartlar bagimsiz degiskenin ayni degeri i¢in verilmisse bu sartlara baslangi¢ sartlari,
bagimsiz degiskenin birden fazla degeri icin belirlenmisse bu sartlara sinir sartlari diyecegiz.

y' =3y +y=2xe "

, }: baslangic deger problemi
y(2)=5,y'(2)=-3

y' =3y +y=2xe

}:>sm|r deger problemi

y(2)=5, y'(8)=-2

Ornek 1-7 Serbest diisme hareketi

Hava slirtiinmeleri ihmal edildiginde, bir cismin serbest diisme hareketi yercekimi kanunu
ile gerceklesir. z=h yuksekliginden ilk hizsiz olarak asagilya dogru birakilan bir cisim
distnelim. Bu hareket ile ilgili matematiksel iliskileri yaziniz, problemin tirind (baslangic
veya sinir deger) belirtiniz.

Coziim
Newton’un ikinci kanununa gore (yukari yon pozitif segilirse), cismin hareketi
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d?z
dt?
diferansiyel denklemiyle belirlidir. Cisim ilk hizsiz olarak birakildigindan

dz
V(tzO)zOzE yazilabilir. Bir diger sart ise cismin baslangicta h yiiksekliginde
t=0
bulunmasi sartidir. Diger bir ifadeyle,

2(t=0)=h

Her iki sart da bagimsiz degiskenin (t) ayni degerinde verildigi i¢in bu problem bir baslangi¢
deger problemi olmaktadir.

Bir diferansiyel denklemi ¢c6zmede, denklemi saglayan y=y(x) fonksiyonunun bulunmasi arzu
edilir. Ancak ¢ogu zaman bu miimkin olmaz ve yaklasik ¢6ziim teknikleri ¢oziim icin tek
alternatif kalir. Sayisal yontemler bu nedenle ortaya ¢ikmis yaklasik ¢oziim yollaridir. Kapali
¢oziimlerin elde edildigi analitik yontemlerle bagimsiz degiskenin sonsuz degerine karsilik
sonsuz sayida bagimli degisken degeri hesaplamak mimkindir. Yani analitik ¢6zu
fonksiyonu, verilen ¢6zim araliginda, siirekli bir fonksiyondur. Diger taraftan sayisal
yontemler, ancak bagimsiz degiskenin daha 6nceden tanimlanmis degerlerine karsilik gelen
bagimli degisken degerlerini yaklasik olarak vermektedir.

1.4. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN DOGRUDAN iNTEGRAL YOLUYLA COZUMLERI

Bazi diferansiyel denklemler lineerdir ve tirevleri iceren tek bir terime sahip olup,
bilinmeyen (aranan) fonksiyonun bir ¢carpan oldugu terimleri icermezler. Eger integral islemi
yapilabiliyorsa, diferansiyel denklem de dogrudan integralleme teknigiyle c¢ozilebilir
demektir. Bunun yaninda diger bazi diferansiyel denklem tiirleri lineer olmayan terimlere
sahiptir ve bu yolla ¢éziilmeleri mimkin degildir.

y" — x2e X =0 = dogrudan integral yoluyla ¢ézilebilir.

y" + 3xy — x2e®* =0 =dogrudan integral yoluyla cozilemez, clnki bilinmeyen
fonksiyonun bir ¢carpan durumundan oldugu 3xy terimi dogrudan integrallenemez.

Bir diferansiyel denklem dogrudan integral yoluyla ¢ozllirken terim terim integre edilir ve
bir integral sabiti eklenir. Her integrasyon adiminda tirevlerin mertebeleri bir distrulir ve
buna karsilik bir baska integral sabiti eklenir. Dolayisiyla bir diferansiyel denklemin genel
¢6ziminde, diferansiyel denklemde bulunan en yiksek mertebeli tiirevin mertebesi kadar
keyfi sabit elde edilir.

Ornek 1-8 Dogrudan integrasyon ile ¢oziim
Asagidaki diferansiyel denklemlerin dogrudan integral yoluyla ¢oziliip ¢cozilemeyeceklerini
belirtiniz ve ¢ozllebilir olanlari ¢6ziiniiz.

(1) y'-5y+3=0
(2) y"-6x*=0
(3) 2yy'-4=0
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Coziim

(2) Bu denklem, ikinci teriminin bilinmeyen fonksiyonu (yani bagimh degiskeni)
icermesinden dolayi ¢6zlilemez.
(2) Bu denklem lineerdir ve tirevli tek terimi bulunmakta ve diger terimlerde

bilinmeyen fonksiyon y bir carpan veya faktér durumunda degildir. Bu nedenle denklem
¢Ozilebilir. Denklem 2. mertebeden oldugundan art arda 2 kez integral alinip her seferinde
bir sabitin eklenmesi gerekir.

2
”:u:iﬂ yazilabilir.
dx?  dx dx
Denklemde yerine konursa ve her iki taraf dx ile carpilirsa
jd(g—y) - I6X2dx =0 denklemi bulunur. integral alirsak %— 2x°3 = C, elde ederiz. Bir kez
X X

daha integral almak suretiyle Idy —IZXZdX =IC1dX veya Yy —%X4 =C;x+C, yazilarak

1 -
y==x*+Cx+C, aranan ¢éziim bulunmus olur.
2

(3) Bu denklem lineer degildir ve dogrudan integral yoluyla ¢oziilemez gibi goriintiyor.

Ancak dikkatli bir kontrol ile 2yy’teriminin y2’nin tirevinden baska bir sey
olmadigi agikga gortilmektedir. O halde denklem su sekilde diizenlenebilir.

di( y?)—4=0. Denklemin her iki tarafi dx ile carpilarak J-d( y2)— I4dx =0 yazilip integral
X

alinirsa y2 —4x=C; veya y==,/4x+C; genel ¢oziimi elde edilir.

Ornek 1-9 Serbest diisme hareketi
100 m yiikseklikten birakilan bir cismin 3 saniye sonraki yerden yiiksekligini ve hizini
belirleyiniz.

Cozim
Zemini z=0 kabul edelim ve cismin birakildigi yliksekligi de z=100 m alalim. Hava direnci
ihmal edildiginde cismin bu serbest diisme hareketinin z"=—g diferansiyel denklemiyle

tanimh oldugunu biliyoruz. Art arda iki kez integral alarak z'=V(t)=-gt+C; ve

1
Z(t):—E g'[2 + C4t +C, elde ederiz. Bu ¢ozlimler serbest diisme hareketi yapan her cisim

icin aynidir. Dikkat edilirse bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, bilinmeyen fonksiyon
ile bagimsiz degisken arasinda bir iliskidir ve kesinlikle bir bagiml degiskene ait bir tiirev
terimi icermez.

Genel ¢6zimin 2 adet keyfi sabiti bulunmaktadir ve bunlari bilmeksizin cismin 3 s sonraki
konumu igin bir hesaplama yapilamaz. Bu siirpriz bir durum degildir ¢linkii bu konum
cismin atildigi yukseklige ve cismin ilk hizina bagh olarak degisebilir. Oysa genel ¢6ziim
bunlar konusunda higbir bilgi vermez. Daha 6nce de belirtildigi gibi bir diferansiyel denklem
bagimli ve bagimsiz degiskenlerdeki degisimler arasindaki iliskiyi tanimlar ve probleme 6zgii
verilen bagimsiz degisken degerine karsilik gelen bagimli degisken degerlerinden
etkilenmez. Ornegin 100 m yerine 250 m disiiniilseydi, elde edecegimiz genel ¢dziim yine
ayni kalacakti. Ancak dogal olarak cismin 3 s sonraki konumu bu durumda farkl bir yerde
olacaktl. Genel ¢6zim denklemini bizim problemimize uygun hale getirebilmek igin
icerisindeki sabitlerin problemde verilen kosullara gore belirlenmesi gerekir. Bu kosullar
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dz
V(0)=— =0
©)=7

z(0)=100
olarak verilmistir. Birinci kosulumuzu hiz denkleminde yazalim: V(0)=0=-gx0+C,,
C, =0. ikinci kosulu da konum denkleminde yerine koyalim:

Z(O)=100=—%g x0+C; x0+C,, C,=100. Dolayisiyla aranan 6zel ¢6ziim ifadesi

Z=Z(t)=—%gt2 +100 olacaktir. Hiz ifadesi ise C;=0 oldugundan V(t)=-gt olur. t=3
saniye sonraki degerler hesaplanirsa,
Z(33)=—%(9.81)(3)2 +100=55.85 m ve V(3s)=-(9.81)(3)=-29.43 m/s (asagl

yonli).
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Béliim 1 ile ilgili problemler

Fiziksel problemleri modellemede cebirsel denklemler neden yetersiz kalir, diferansiyel
denklemlere neden ihtiya¢ duyulmustur.

Sabit hizla (V,) dismekte olan bir parasitiin hareketini tanimlayan diferansiyel
denklemini Newton’un ikinci kanununu ( F= ma ) kullanarak elde ediniz.

Kitlesi m olan bir tas yerden yukariya dogru V, disey hiziyla atilmaktadir. Newton’un
hareket kanununa goére cismin yerden yliksekligini ve hizini zamanin fonksiyonu olarak elde
edebileceginiz diferansiyel denklemi yaziniz.

Yaylar genellikle deformasyon miktarlariyla orantili ve yoni sirekli olarak denge
konumuna dogru olan bir kuvvet olustururlar. Ornegin x kadar gerilmis bir yayin
olusturacagi kuvvet F=kx ile verilir ve burada k yay katsayisi adini alir. Yay katsayisi k olan
bdyle bir yay ucuna, yay denge konumundayken (x=0) m kitleli bir cisim baglanmakta ve
kiitle yayin ucuna bagh olarak yercekimi ve yay kuvvetinin bitilnlesik etkisiyle salinim
yapmaya terk edilmektedir. Newton’un hareket kanununa goére kiitlenin konumunu,
baslangic konumuna gore (x=0), zamanin fonksiyonu olarak veren diferansiyel denklemi
yaziniz.

Plitonyum, Radyum ve C' gibi Karbon izotoplarinin, baska bir element veya ayni
elementin baska bir izotopunu olusturmak Uzere tabii olarak bozundugu bilinmektedir.
Bozunma hizi henliz bozunmamis miktar ile dogru orantili olarak degismektedir. Bir
radyoaktif malzemenin herhangi bir t anindaki miktarini M(t) alarak, bu kitlenin zamanla
degisimini veren diferansiyel denklemi elde ediniz. Not: Bir degiskenin (6rnegin A) baska bir
degiskenle(érnegin B) dogru orantili olmasi matematiksel olarak A=kB olarak ifade edilir.
Burada k oranti katsayisi adini alir.

2.1. Bagimli ve bagimsiz degisken nedir, bir fonksiyonda bunlari birbirinden nasil ayirt

edersiniz.

2.2. Tiirevin geometrik anlamini acgiklayiniz.

2.3. Adi ve kismi diferansiyel denklemler arasinda ne fark vardir.

2.4. x=5 noktasindaki tegeti x eksenine paralel olan bir f(x) fonksiyonunun bu noktadaki

birinci tlrevi konusunda ne soyleyebilirsiniz.

2.5. Bir diferansiyel denklemin mertebesi ile derecesini belirtiniz. 3. mertebeden , 2.

dereceden bir diferansiyel denklem 6rnegi veriniz.

2.6. Asagidaki fonksiyonlarin tanim araliklarini belirleyiniz.

2X
&
X(x—-1)

2.7. Asagidaki turevleri elde ediniz (x ve t bagimsiz degiskendir).

(@) x+2 (b) (x=1)Inx (c) 1/x (d) cosx/ x> (e)

(a) f, =7x* —sin3x® +2e7%, ﬂ:?; (b) f, =7x* —sin3x3t +t%e 2%, %z?
X X
of o f df
fa=In(x* -t?), —3=2, =2 d) f,=(x-1)¥*sinx, —+=2
(c) f3=In( ) = poe, (d) fs=(x-1) ™
X 2
(e) f5:w, ds _, 0 ];5 =2; () fo=sin®xJx, dfe _,
1-x3 OX ot dx
@ f=(3-1)%em, 975 (h) £, =X6082t Fs
dx JInt2 ot

2.8. Asagidaki integral islemlerini yapiniz.

5
(a) I(X2+e—3x +sin5x)dx (b) J.(In3x+§jdx (c) .[(XZt +Sin2mt+3t2x)dx
-2
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(d) J(y"(x)+3e_2tx+COS(0Xt)dX (e) !(y’(x)+tln2x)dx (f) J‘(x_z)((j+_1)
® | zfxxz ") fﬁdx () inxdx () [xsinxdx
() [tanxsecxax () [x*Inxdx (m) [ e (n) [ xInxdx

(x—-1)(x-2)(x*+2)
2.9. Asagidaki kavramlari, her birine 6rnekler vererek, aciklayiniz.
(a) Adi diferansiyel denklem, (b) Kismi diferansiyel denklem, (c) derece, mertebe
(d) Homojen diferansiyel denklem, (e) Sabit katsayili diferansiyel denklem
(f) Baslangi¢ deger problemi, (g) Sinir deger problemi, (h) Sinir sartlari
(i) Lineer diferansiyel denklem, (j) Lineer olmayan diferansiyel denklem, (k) Genel
¢6zum
(1) Ozel ¢dziim, (m) Tekil ¢dziim

2.10.Asagidaki diferansiyel denklemlerin mertebelerini, lineer olup olmadiklarini ve
sabit/degisken katsayili olduklarini belirtiniz.

(@) y"+3y=8x, y"+3xy'y=0, y"+2e*y=0, xy
(b)

y"+2y'=sinx+1, y"+e
() 2"+ xz'—sinxsinz=xInx-1

"

+2xy" +5xy =x°

XY 20, y"+2y =eXcotx, yy"+2xe¥yy'—5y=0

3 Verilen fonksiyonlarin yanindaki diferansiyel denklemin bir ¢6zimi oldugunu
gosteriniz.

(a) y"=0, y; =5xvey, =2x+1 (b) y"—4y=0, y, =e** ve y, =—3e™>

(c) X2y"—2xy' =4y =0, y; =e " ve y, =x*
(d) y"—-y=0, y,=e*,y,=e" ve yz=coshx
(e) y'-2y'+3y=0, vy, —e*sin/2x ve Y, =3ex(sin\/§x+cos\/§x)

Inx,2x

(f) y"—4y' +4y=0, y,=e*, y, =xe™ ve y; =5xe”""*e

4.1. Ne tir diferansiyel denklemler dogrudan integral yoluyla ¢6zime elverislidir.

4.2. Uglincii mertebeden lineer ve homojen bir diferansiyel denklem yaziniz. Bu
denklemin ¢oziminden kac tane keyfi sabit elde edilir. Bu keyfi sabitleri belirli bir
problem icin bulmak isterseniz, kag adet kosul belirtmelisiniz.

4.3. Asagidaki diferansiyel denklemlerin dogrudan integral yoluyla ¢o6zullp
¢Ozllemeyeceklerini inceleyiniz. Cozilebilecek durumda olanlari ¢6zliniiz.

(@) y'=0, y' +y=0,2yy' +sin3x=0, eXy"+ xe¥* =0
(b) yn_4xe74x :0' 4y"yr_8x3 :0, yn_ XyZO
(c) y"-5y=0, y"—y"=0, y'—e¥Ycosx=0, xyy"—8x* =0

4.3. R=0.2 m capinda kiresel sekle sahip radyoaktif bir madde icerisinde go=4x10’
W/m? s Uretmektedir. Uretilen 1si kararli bir rejimle kiresel yizeyden ortama
salinmakta, boylece ylzeydeki sicakhigin T,=80 °C'de sabit kalmasi saglanmaktadir.
Cismin 1s1 iletim katsayisi k=15 W/m°C olarak verilmektedir. Kiresel cismin sicakhg
yalnizca vyaricapi dogrultusunda degismektedir (T=T(r)). Klresel cisim igerisindeki
sicakhk dagilimi
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ii(rz d_Tj + g_O — O
r2 dr dr k
diferansiyel denklemiyle tanimlanir. Bu denklemin lineer olup olmadigini, sabit katsayil
mi veya degisken katsayili oldugunu, mertebe ve derecesini, homojen olup olmadigini
belirleyiniz. Denklem ¢6ziimiinden gelecek kag adet sabit mevcuttur, bunlari bulabilmek
icin hangi kosullari 6nerirsiniz. Bu denklemi ¢6zerek kiiresel cisim igerisindeki sicaklik
dagihmi yarigapin fonksiyonu olarak (7(r)) elde ediniz. Elde ettiginin ifadeyi bir sicaklik-
yaricap (T-r) egrisinde gosteriniz.

4.4, Kalinhg L=0.5 olan genis bir duvar géz 6ntine alalim. Duvarin sol ylzi (x=0)
mikemmel sekilde yalitilmis olup diger yiizii (x=L) Gniform olarak 30 °C sicakhktadir.

Duvar igerisinde g(x):goeo'ozx ifadesine gore 1s1 Uretilmektedir. Duvar igersinde
. . i Lo dfT g(x)
sicakhgin sadece x dogrultusunda degistigini (T=T(x)) ve bu degisimin d—2+T =0

X

diferansiyel denklemi uyarinca oldugu bilindigine gore, k=15 W/mK, go=1500 W/m>

alarak duvardaki sicaklik dagihmini, yani T=T(x) fonksiyonunu ve yalitilmis yizeydeki
sicakhgl hesaplayiniz. (Not: Yalitiimis yiizeyde dT/dx=0 alinir.).
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2. BOLUM

BiRINCi MERTEBEDEN LiNEER DIFERANSIYEL DENKLEMLER
2.1. GRS

Pek ¢ok uygulamada bir blylklGglin degisim hizi (birinci tiirev), bu blyukligin kendisine ve
bagimsiz degiskene baghdir. Bu tur problemler genelde y'= f(x,y) formunda ifade

edilirler. Bu basit goriiniim, bu tir denklemlerin ¢c6ziimiiniin de basit olacagi seklinde yanlis
bir anlamaya neden olabilir. Bazi istisna durumlar disinda bu tir denklemleri ¢6zmede
karsilasilan zorluklarla daha yiiksek mertebeli denklemleri ¢6zmede karsilasilan zorluklar
ayni dizeyde olabilir. Birinci mertebeden diferansiyel denklemleri ¢c6zmede ne yazik ki
genel bir yok yoktur. Bu nedenle birinci mertebe denklemler de kendi aralarinda alt siniflara
ayrilmis ve her bir sinif icin farkl yéntemler gelistirilmistir. Bu béliimde birinci mertebeden
denklemlerin nasil siniflandinildigi anlatilacak, ardindan sistematik bir yaklasimla her zaman
¢6zUmU mimkin olan birinci mertebeden lineer denklemler ve uygulamalari islenecektir.
Ardindan lineer olmayan tirler icin verilen bir ¢6ziim aralig§inda ¢6ziimin var olup olmadigi
tartisilacaktir. Bu sinifa giren degiskenlerine ayrilabilir tip, homojen ve tam diferansiyel
tipteki denklem ¢oziimleri Gzerinde durulacaktir.

2.2. BiRINCi MERTEBE DIFERANSIYEL DENKLEMLERE GENEL BAKIS

Tanimindan anlasilacagi lizere birinci mertebeden diferansiyel denklemlerde sadece birinci
tirev yer alir. y bagiml, x de bagimsiz degiskeni gostermek Uzere bdyle bir denklem
f(x,y,y')=0 formunda verilir. Bu boliimde sadece birinci tiirevin dogrudan bagimh ve
bagimsiz degisken cinsinden yazilabildigi y'= f(x,y) tirinden denklemler Uzerinde
duracagiz. Boylece ¢6ziim

y=jf(x,y)dx+c

seklinde ifade edilebilecektir. Ancak ¢ogu kez bu yazim tarzi, verilen diferansiyel denklemin
bir integral denkleme donistirilmesinden daha Ote bir sonug¢ getirmez. Verilen f(x, y)
fonksiyonunun sadece x’e bagl oldugu basit durumlar ancak dogrudan integral yoluyla

¢6ziime uygundur. Ornegin y’=6x2 —5 diferansiyel denkleminde f(x, y) sadece bagimsiz

degiskene baghdir ve dogrudan integral yoluyla genel ¢6ziim y=2x3—5x+C olarak

kolayca elde edilir. Burada su hususun altini ¢izmek gerekir. Birinci mertebeden bir
diferansiyel denklemi ¢ézerken bagimsiz dedisken olarak x ya da y secgilebilir. Bu tiir bir
degisim bazen ¢6ziimii zor olan diferansiyel denklemi, ¢6ziimii daha kolay bir hale
getirebilir. Ornegin

dy e

dx  (y2+1)x+sin3y+1

diferansiyel denklemi lineer olmamasina ragmen, asagidaki denklem lineerdir ve kesin olan
bir ¢6ziim yolu vardir.

dx y2+1x+sin3y+1

denklemi x’e gore lineerdir.
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2.3. BiRINCi MERTEBE LINEER DiIFERANSIYEL DENKLEMLER

Birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem,
y'+P(x)y=R(x) (2.1)

formunda verilir. Hatirlatmak gerekir ki X"+ P(y)x=R(y) denklemi de x'e gore lineerdir

ve burada anlatilacak yontemle ¢ozilebilir. Verilen P ve R fonksiyonlari éngorilen ¢ozim
araliginda x’e bagli stirekli fonksiyonlardir. Bu tiirden bir denklemin ¢6ziimd, eger denklemin
sol yani tek bir terimin tirevi seklinde ifade edilebilirse, siradan bir isleme donlisecektir.
Bunun icin denklemin sol tarafini bir terimin tiirevi haline getirebilecek bir carpanin
aranmasi gerekir. Denklemin her iki yanini z(x) fonksiyonu ile carpalim.

(X)Y' + u(X)P(x)y = p(x)R(x) (2.2)
[u(x)y] =p(x)y +p'(x)y (2.3)

oldugundan, (2.2) esitliginin sol tarafinin [u(x)y] ‘nin  acilimi  olabilmesi i¢in
p'(x)=w(x)P(x) sarti saglanmahdir. Bulmaya ¢alistigimiz ¢arpanin sifirdan farkl oldugu
durumda, bu denklemi integre edersek

lVl(())(()) P(x) veya _[1n|ﬂ(x)|] P(x) yazilarak |n|p(x)| IP(X)dX+C1 elde ederiz.

H(x) carpani yalniz birakilip ve
C; sabiti dikkate alinmayarak

jP(x)dx

u(x)|=e (2.4)

elde edilir. integral sabitinin bu asamada dahil edilmesi genel ¢éziim lizerinde bir degisikligi
yol agmayacaktir. Ayrica (2.4) denkleminin sag tarafi her kosulda pozitif olacagindan
denklem,

ejp(x)dx

u(x)= (2.5)

olarak da ifade edilebilir. (2.5) denklemiyle tanimlanan fonksiyona integral ¢arpani
diyecegiz. (2.1) denkleminin sol tarafi artik tek bir terimin tirevi seklinde ifade edildiginden

[(x)y] =u(x)R(x) (2.6)

yazilarak

u(x)y= Ip( X)R(x)dx + C veya bagimh degiskeni yalniz birakarak diferansiyel denklemin

genel ¢6ziim{j,

yZﬁUM(X)R(X)dX-FC (2.7)
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olarak elde edilmis olur. Birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklemin (2.7)
denklemine gore genel ¢6ziminin bulunabilmesi igin, verilen diferansiyel denklemin
kesinlikle (2.1) denkleminde verilen sekle getirilmesi gerekir.

Ornek 2-1
y' =3y =-9x%, y(2)=13 lineer baslangi¢c deger problemini ¢6zliniz.

Coziim
y' tiirevinin katsayisi 1 ve P(x)=-3, R(x)=-9x oldugu gériilmektedir. integral carpani,

P(x)dx —| 3dx
=e =

pn(x)=e e elde edilerek (2.7) denkleminde yerine konursa,

y= e_%Ue”(—%)dx + C]z e_%[— 9j xe > dx + C]

—9I xe > *dx integralini almak icin kismi integrasyon yontemi kullanmak Uzere,

X=u, dx=du

e 3Xdx =dv degisken dontsim uygulanir. Bu kurala gére ju dv=uv—.|.vdu

_1
3

oldugundan

-3X —

© Vv

- 9j xe 3Xdx = —9[— ge‘“ - j—%e‘“dx} = —9{— §9‘3X - ée‘“} =e (3x+1)

Denklemde yerine konursa, y=3x+1+ Ce’* elde edilir. Verilen baslangi¢ sarti kullanilarak
C sabiti belirlenir:

y(2)=13 oldugundan, 13=3-2+1+ Ce’?=C=6e". Boylece aradigimiz 6zel ¢6ztim,

=6 4 3% +1

y =6e
Su ana kadar yapilan islemlerde verilen bir ¢6zim araliginda P(x) ve R(x) ifadelerinin strekli
fonksiyonlar olmasi gerektigi vurgulanmisti. Eger bu fonksiyonlardan birinin veya ikisinin
sureksizlik noktalari varsa, ¢oziim bolgesi strekliligin oldugu alt bolgelere ayrilmalidir. Bunu
bir 6rnekle gorecegiz.

Ornek 2-2

1
y' + —1y =5x%2, Y(2) =3 baslangi¢ deger problemini ¢6zliniz.
X+

Coziim
1

P(X)=—1 fonksiyonu x=—1 noktasinda silreksizdir. O halde ¢6zimi —oo<x<—1 veya
X+

—1<x<oo araliginda aramamiz gerekir. integral carpanimiz,

dx
'[P(x)dx _ IE :eln\x+1\

e :|X+1|, x>—1 icin mutlak deger igi pozitiftir. Dolayisiyla

u(x)=e
—1<x<oo araliginda u(x)=x+1 yazilabilir. (2.7) denkleminde yerine konursa;
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4 3 4 3
y=—1 U(x+1)5x2dx+c]: L |3X0 5% ool (X +20
X+1 X+1 X+1 12

5P (3x+4) . C
12(x+1) X+1

Verilen kosulu yerine yazarak C sabitini bulalim:

3:5x23(3><2+4)+ C
12(2+1) 7 -1l

_5C°(3x+4) T3

TO12(x+1) 3(x+1)

=C= _?, boylece aranan 6zel ¢ozim;

olacaktir.

2.4 LINEER OLMAYAN BiRiNCi MERTEBEDEN DiFERANSIYEL DENKLEMLER

Lineer ve birinci mertebeden diferansiyel denklemlerle ifade edilen baslangic deger
problemleri nispeten ¢oziimleri kolay olan problemlerdir. Bunun nedeni (2.7) denklemiyle
verilen analitik bir genel ¢bzlime sahip olmalaridir. Ayrica bu tir diferansiyel denklemlerin,
P(x) ve R(x)'in sirekli oldugu 6ngoriilen ¢6zim bdlgesinde, tek bir genel ¢ozlimleri vardir.
Durum lineer olmayan diferansiyel denklemlerde biraz daha zordur, ¢linkii 6ncelikle verilen
¢6zim bolgesinde bir ¢o6zimin olup olmadigl dahi kesin degildir, bunun oncelikle
belirlenmesi gerekir. Eger bir ¢6zliim varsa bu ¢éziimiin tek bir genel ¢6ziim olup olmadigi da
ortaya c¢ikarilmalidir. Cogu pratik uygulamanin dogasindan gelen bir lineer olmayislik vardir,
ve bu tir uygulamalar lineer olmayan diferansiyel denklemleri ortaya cikarir. Bu tir
denklemleri ¢ozebilmek igin genel bir metot olmadigi gibi, genel karakteristikleri konusunda
da cok az bilgi vardir. Dolayisiyla, bu kisimda ancak analitik ¢ozlimleri var olan belirli tipteki
diferansiyel denklemler tizerinde durulacaktir.

Teorem: Lineer olmayan birinci mertebeden denklemler igin ¢6zim varhgi ve tekligi

Eger bir f(x, y) fonksiyonu dikdortgensel bir D bolgesinde sirekliyse ve ayni bolgedeki bir (xo,
Yo) noktasindan gegiyorsa, diger bir ifadeyle y(X,) =Y, ise, bu durumda birinci mertebeden

y'= f(x,y) diferansiyel denklemi (x; y,) noktasini igerisinde bulunduran D’nin alt
bolgesinde en az bir ¢bziime sahiptir. Ayrica of /oy turevi de bu D bolgesinde strekli bir
fonksiyon ise elde edilecek ¢6ziim tektir.

Her ne kadar teoremin sartlari oldukca kisitlayici goriinse de, belirli bir fiziksel problemi
temsil eden ve bir ¢6zimi bulunan diferansiyel denklemler tarafindan bu sartlarin
saglandigl kolayca gosterilebilir. Teorem sadece ¢6zimin olup olmadigl, varsa tek olup
olmadigi konusunda bilgi verir. Coziime nasil ulasilacagl ve bu ¢6zimiin hangi bolgede
olduguyla ilgili ipucu vermez.

Lineer diferansiyel denklemler, tim 06zel ¢o6ziimlere ulasabilecegimiz bir genel ¢oziime
sahiptirler. Buna karsin lineer olmayan denklemler icin ayni durum gecerli degildir. Ayrica
lineer olmayan denklemlerin ¢ézlimleri genellikle kapal fonksiyonlar halinde elde edilirler,
diger bir ifadeyle bagimh degiskeni yalniz birakmak genelde mimkiin olmaz.

-18 -

Miihendisler igin Diferansiyel Denklemler
Engin/Cengel



2.4.1. Degiskenlerine Aynilabilir Tipte Birinci Mertebeden Denklemler

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin y'=h(x,y) seklinde verildigini dustinelim.
Eger denklemin sag yani,

o=

ayrilabilir tiptedir.

seklinde ifade edilebiliyorsa, bu diferansiyel denklem degiskenlerine

Ornek 2-3 Degiskenlerine ayrilabilir denklem
y' = 2xy2, Y(2) = -1 baslangi¢ deger problemini ¢dzlinlz.

Coziim
d d
Verilen denklem d_y = 2xy2 & —)2/ =2X seklinde degiskenlerine ayrilip terim terim integre
X y
edilirse;
y X y
1 X 1 1
J-d—)zl:J.ZX =-— =x}| = —(———J =x>-2% ve sonug olarak,
-1 y 2 y -1 2 y -1
y = elde edilir. Dikkate edilirse, verilen baslangi¢ sarti dogrudan integral islemi
RED'¢

sirasinda hesaba katilmis, boylece 6zel ¢c6ziim elde edilmistir.

Ornek 2-4
dx + (y* + x2y*)dy = 0 diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

Coziim
Verilen denklem ol y4dy =0 seklinde yazilip dogrudan integre edilebilir.
I+x
dx 4 y5 - .
j 5 -I—J.y dy:J.0:> arctan(X)+—=C aranan ¢ozimdiir.
I+Xx 5

Ornek 2-5 Ortogonal (Dik) Yoriingeler

Birbirini 90° aciyla kesen dogrulara birbirinin ortogonalidir denir. Bu nedenle dogrulardan
birinin egimi m ise buna ortogonal olan digerinin egimi -1/m olacaktir (geometriden
birbirine dik iki dogrunun egimleri ¢arpiminin —1 oldugunu hatirlayiniz). Tanimi genisletecek
olursak, érnegin bir x-y diizlemindeki F(x, y)=C egri ailesinin her bir egrisi, ayni dizlemdeki
G(x, y)=K egri ailesinin her bir egrisini dik olarak kesiyorsa, bu egriler birbirinin ortogonalidir.
Verilen bir egri ailesine ortogonal (dik) olan egri ailesini bulmak icin su adimlar izlenmelidir:

d
1- Verilen ifadenin (F(x, y)=C) x’e gore turevi alinip d—y olusturulur.
X

2- Bu iki denklemden (F(x, y) ve bunun tiirevini veren denklem) C yok edilir.

, d dx
3- lkinci denklemde d_y yerine —d— alinarak elde edilecek diferansiyel denklem

X y

¢Ozulir.
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Bu adimlari bir uygulama ile gorelim. Ornegin y=cX egri ailesine dik olan egri ailesini
bulmak isteyelim. Verilen ifadeden F(X,y)=lzcoldugu anlasiimaktadir. Dolayisiyla
X

dy

d_ =C elde edilir. Her iki denklem de c’ye esit olduguna gore bu esitliklerin sol yanlari da
X

birbirlerine esit olmalidir, diger bir ifadeyle;

%zl bulunur. Boylece ilk iki adimi tamamlamis oluyoruz. Simdi de tirevi —% ile yer
X X y

y

degistirelim ve ¢ozilecek diferansiyel denklemi —% = = olarak belirlemis olalim. Denklem
y X
dizenlenirse xdx + ydy =0 diferansiyel denklemi elde edilir ki bu da degiskenlerine ayriimis

vaziyette oldugundan terim terim integre edilebilir.

2 2

dex+'[ydy=j0 :>X7+y7= k, veya x*>+y? =R? elde edilmis olur.

Burada 2k = R? aldik. Yy =CX egri ailesi egimi c olan ve merkezden gecen dogrulari temsil

eder. Ote yandan x> + y2 =K? egri ailesi ise merkezi orijin noktasi olan ve yarigcapi R olan

merkezcil cember ailesidir. Gergekten de bu iki egri ailesi bireyleri birbirlerini dik aci ile
keserler.

Dik yoringeler konusu, sadece geometriyle ilgili degil, diger miihendislik alanlarinda da
onemli yer tutar. Ornegin 2 boyutlu bir elektrik alanindaki kuvvet cizgileri, sabit potansiyel
cizgilerinin ortogonal yoringeleridir. 2 boyutlu bir 1si transferi probleminde 1sI akis cizgileri,
sabit sicaklik gizgilerinin ortogonal yoriingeleridir. Bir diger dnemli uygulama da akiskanlar
mekanigindedir. 2 Boyutlu bir akiskan akimi probleminde akim gizgileri, sabit potansiyel
¢izgilerinin ortogonalidir.

2.4.2. Homojen Tipte Birinci Mertebeden Denklemler

Degiskenlerine ayrilabilir forma getirilebilecek diferansiyel denklemlerden biri de homojen
tipte olanlardir. Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem eger,

y' = f(lj: f(v)
X

seklinde yazilabiliyorsa bu denkleme homojendir denir. Ornegin

X%y
homojen tipte bir diferansiyel denklemdir. Clinkii denklemin sag yani sadece Vv'nin
fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

3 — y3
y' = 5 ifadesinde y=vx donlisimi uygulanirsa,
X"y
B ST S 1
X2 (VX) Y

Sunu not etmemiz gerekir ki burada kullandigimiz “homojen” terimi, 1. Béliim’deki
anlamindan farklidir. Pek cok diferansiyel denklemin homojen olup olmadigl basit bir
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kontrolle ortaya cikarilabilir. Karmasik ifadeler icin homojenlik testi uygulanmasi tavsiye
edilir. y'= f(x,y) diferansiyel denkleminin homojen olup olmadigini anlamak igin
denklemdeki tim x'ler Ax ile, tim y’ler de Ay ile yer degistirildiginde eger denklemin sag
tarafindaki f(x, y) fonksiyonu A" f(x,y) haline gelebiliyorsa denklem n’inci dereceden
homojendir denir. Homojen bir diferansiyel denklemi ¢o6zerken asagidaki donistmleri
uygulayacagiz:

y = VX ve her iki yanin x’e gore tureviolan y' = xv' +v

Ornek 2-6 Homojen diferansiyel denklem

y'= y—X diferansiyel denklemini ¢oziiniz. y =vX ve y' = xv'+Vv donutstmlerini
Y+ X
uygularsak,
v—Xx v-1 2
XV’ +V= =—— veya xv’:—v *1 elde edilir Simdi denklem degiskenlerine
VX+X V+1 V+1
ayrilabilir. Dizenleme yaplilirsa;
v+l dv 1 v+1 dx 2vdv dx :
S i J- —J- I j —j— olur. Integraller
viirdx  x vZ +1 vi+l v+l X

1
alinirsa, Eln(v2 +1) +arctan(v) = InC — ln|X| ve tekrar diizenleme yapilirsa;
arctan(V) = lnE—ln\/v2 +1= lnL bulunur. y =VX veya y/x =V oldugu
X XV +1

C

_c
|X|\/y2 +1 ey’
2
Ornek 2-7

(y*> —xy)dx + x>dy = 0 diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

elde edilir. (Not: \/X_zz |X|) bulunur.

hatirlanirsa, arctan(lj =In
X

Coziim
Denklemin ikinci dereceden homojen oldugu aciktir.
y=VX ve y' =xv'+Vv donlsimi uygulanirsa,
(v2x% —xvx)+ x> (xv'+Vv) =0 ve gerekli sadelestirme yapilarak (v —V)+(xv'+Vv)=0
bulunur.
dv | |

Xﬂ+v2 =0= J.O = - +1n|X| InC = 1n_:1:£ den genel ¢oziim,
dx v2 C v y

= X olarak elde edilir.
lni X|/C ’
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Ornek 2-8

(1+2e*Yydx +2e*Y (1 —i)dy =0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
y

Cozim

Verilen diferansiyel denklemde x’ler Ax ve y'ler Ay ile yer degistirildiginde sonucun
degismedigi gorultr. O halde denklem sifirinci dereceden homojendir. Ancak ¢6zim igin
Yy =VX donlsimi yerine X =Vy donisimu kolaylik saglar. Buna gore;

X=Vy
dx =vdy + ydv ifadeleri diferansiyel denklemde yazilarak;

(1+2e")(vdy + ydv) +2e¥(1-v)dy =0 elde edilir. Degiskenlerine ayirarak diizenleme
yaparsak,

=C . Ancak lzv
y

=InC veya ‘y(v+2ev)

J'd_;/+.|'%dv=.[0:> 1n|y|+1n‘v+2ev
V+2e

oldugundan |y (>-+2¢*Y) =C veya |x+2ye"Y|=C.
y

C sabitinin negatif olamayacagindan hareketle mutlak deger kaldirilabilir.
x+2ye¥Y =C >0

2.4.3. Tam Diferansiyel Denklemler

M (%, y)dx + N(x, y)dy = 0 diferansiyel denklemini géz 6niine alalim. Burada M ve N, x-y

dizlemindeki R bolgesinde birinci tlrevleri bulunan x ve y’ye bagh sirekli fonksiyonlar
olsun. M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 formunda yazilan bir ifadenin tam diferansiyel olabilmesi

icin denklemin sol tarafi u(x,y) seklinde bir fonksiyonun tam diferansiyeli, sag tarafin da

turevlendiginde sifir olabilmesi icin bir sabit olmasi gerekir. Dolayisiyla aranan genel ¢6zim
u(x,y) =C seklinde olmalidir. C6zlimin tam diferansiyelini alalim:

dlu(x,y)]=d[Cc] = 6u(ax,y)dx+6u;yx,y)dy20' Verilen diferansiyel denklemle bu
X

denklem arasinda beklenen bir benzerlik oldugu agiktir. O halde M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0
diferansiyel denkleminin tam diferansiyel tipine uygun olabilmesi icin;

M (X, y):i—l:( ve N(x,y):i—; olmasi gerektigini sdyleyebiliriz. Buna ilave olarak,

M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0 seklinde verilen bir diferansiyel denklemin tam diferansiyel
denklem olabilmesi igin;

M (X, y) _ ON(x,y)
oy o

olmasi gerekir.
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Ornek 2-9
(2xy + 3y3)dx + (X2 + 9xy2)dy = ( diferansiyel denklemini ¢6ziiniz.

Coziim

M (X, y) = 2xy +3y’
(*.¥) sy :aﬂ:2x+9y2:a—N oldugundan verilen denklem tam
N(X,y) = x> +9xy>

OX
diferansiyel denklem tipindedir.
_ou _ _ 3\ Ay v2 3 -
M (X,y) = = Uu(x,y) _IM (X, y)dx —J'(ny+3y )dx = x“y+3xy” +h(y) elde edilir.
X

Dikkat edilirse integral sabitini y’nin fonksiyonu olarak yazdik. Bunun nedeni aradigimiz
u(x,y)=C seklindeki genel ¢oziimiin iki degiskenli bir fonksiyon olmasi ve bu asamada

sadece x'e gore integral aliyor olmamizdir. Zira bu durumda x disindaki tim parametreler

sabit gibi isleme alinir. Mademki N(X,y) = 3—“ olmasi gerekiyor, bunu saglamak lizere;
y

x> +9xy? =%(x2y+3xy3 + h(y)): x> +9xy? +h'(y) vyazilirsa, h'(y)=0 veya h(y)=C

elde ederiz. u(x,y) = x2y+3xy> +h(y)=x’y+3xy> +C =C,
veya sonug¢ olarak  u(X, y):X2y4r3xy3 =K elde edilir. Burada K =C;—-C olarak
kullandik.

Ornek 2-10
3x2y+1 X
dx ——zdy =0, y(2) =1 baslangi¢ deger problemini ¢oziiniz.
y y
Coziim
3x2y+1
Moy === oM 1 oN
E === X oldugundan verilen denklem tam diferansiyeldir.
X
N Y) =5 )
y
M (X, Y) M u(x, y) =J'M (x, y)dx =I(3x2 +1de -3+ X1 h(y)
dx y y
Nudyiy:>—3%=2{ﬁ+5+hwﬂ=—3%+ww)Mnwwyﬂ)mm h(y)=C
dy y- oy y y

buluruz. Denklemde yerine konursa,

u(x,y)= x> +1 = K . Sabiti bulmak tizere verilen baslangig sartini kullanirsak,
y
f+%=K,K:m
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ux,y) = x° + 2 =10
y

Bazen verilen bir diferansiyel denklem bir integral ¢carpani yardimiyla tam diferansiyel hale
getirilebilir. Eger M (X, y)dx+ N(X,y)dy =0 denklemi bundan &nceki yontemlerle

¢Ozlilemiyor ve ayni zamanda da tam diferansiyel degilse,

M(x,y) ON(X.Y)
oy OX Ja00dx

olmak Uzere integral garpani p(Xx,y)=e
N(X,y)

ifadesinden

9(x) =

bulunur. Boylece denklemin her iki tarafi bu carpanla carpilarak tam diferansiyel hale
getirilebilir.

2.4.4. Bazi Ozel Diferansiyel Denklemler
1- (ax+Dbyy+c;)dx+(ayx+b,yy+c,)dy =0 diferansiyel denklemi

Bu denklem eger c¢; =c, =0 ise homojendir. ¢c; #0, ¢, # 0 ise denklem asagidaki
donlisimle homojenlestirilir.

X=X, +h—dx=dx
y=y+k—>dy=dy

Boylece denklem
(ayX; +byy)dx; +(a,X; +b,yy;)dy; =0 homojen denklemine dénusir.

a _ b,
a b

a, =ma, ve b, =mb, dénisiimiyle denklem

Ancak =m ise yukaridaki donlsim ¢6zime gotirmez. Bu durumda

[(a;x+Dbyy)+c Jdx +[m(a;x +b;y)+c,]dy =0 olur.

Bu denkleme a;x+b;y =vdonisimi  uygularsak denklem degiskenlerine ayrilabilir
duruma gelir.

Ornek 2-11
(X -y —l)dx 4 (X +4y —l)dy = 0 diferansiyel denklemini ¢6zlinuz.

Coziim

X=X, +h—dx=dx

y=y, +k—>dy=dy,

(%, —y; +h=k —1)dx; +(x, + 4y, + h+4k —1)dy, =0
Elde edilen denklemi homojen hale getirebilmek igin

h—-k-1=0 -
= h=1, k=0 olmahdir. Béylece denklem
h+4k-1=0
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(x, —y; )dx; +(x, +4y, )dy, = 0 seklinde homojen olur. Bu denklemi ¢zmek Gzere;

Y1 =VX e
doénidstimi uygularsak denklem,
dy, = x,dv + vdx,

(4v? + 1)dx; + x;(1+4v)dv =0 halini alir. Degiskenlerine ayirirsak,

%+ 1+ 4v

5 dv=0 elde ederiz.
Xi 4ve+1

8v d 1.[ 2dv

V+— =C veya
av? +1 29 4v? 41

1
ln|X1| +EJ

1 1. _
1n|x1|+5€n‘4v2+1‘+5tan 1(2V)=C elde edilir. Basta atadigimiz degiskenlerden geri

donersek,

x=x1+h=x1+1—>x1=x—l}:\/:y1_ y
y=yitk=y+0->y =y X X-l1
2,2 1. 2y -
In|4y” + X —2x+1|+5tan —1=c elde edilir.
X_

2. Bernoulli diferansiyel denklemi

Bernoulli diferansiyel denklemi y'+P(x)y =R(X)y", n#1,n#0 formunda verilir ¢6ziim
U= ylfn

icin donlisimi uygulandiginda denklem lineer denklem haline getirilmis
du=(1-n)y"dy

olur. Lineerlestirilen denklemin genel sekli

%Jr (I-nP(X)u=(0-n)R(X) haline gelir.

Ornek 2-12
Xy'+y= y2 Inx diferansiyel denklemini ¢ozlinlz.
Coziim

2

1 In X
Verilen denklem y'+—y =n—y olarak yazildiginda bir Bernoulli denklemi oldugu agiktir.
X X

u:yl_n :yl_2 :y_1 ve u':—y_zy’ donistimleri denklemde yerine yazilir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa,
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, 1 In X

Uu——u=— seklinde u'ya gore lineer bir denklem elde ederiz.
X X
1 1
——dx n— |
y(x):ejp(x)dxzeJ x =g MX_-g x=_ olarak integral carpani bulunup genel ¢6ziim
X

ifadesinde yazilirsa,

u =u(x)=%[]1(—m—x)dx+c} _ x(“‘_"+l+c)
X X X X X

veya lnx+1+CX:1 elde edilir.

y

3. Clairaut diferansiyel denklemi

Bu denklem yzxﬂﬂp ﬂ
dx dx
yerine keyfi olarak secilen bir ¢ sabitinin konulmasiyla bulunur. Yani genel ¢6zim,

y = XCc+¢(c) olur.

dy

j seklindedir. Bu denklemin genel ¢6zimd igin y':d— ler
X

Bu denklemin tekil ¢dzimi ise Yy =Xc+@(C)genel ¢dzimi ile bu denklemin her iki
tarafinin c’ye gore tirevini alarak bulunan x+¢'(c) =0 denklemlerinden c’yi elimine
etmek suretiyle bulunur.

Ornek 2-12
y=xy' + Yy’ —y'? diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
Coziim
d
Verilen denklem Clairaut denklemidir. Genel ¢éziim igin d—y — C alinarak y= Xc+c—c?
X

olarak  elde edilir. Tekil ¢6zim icin her iki tarafin c'ye gore tirevini alalim:

X+1
X+1-2c=0=cCc= T bulunan genel ¢éziimde yerine konursa;

X 1 1 2 1 2
=—X+D)+—(X+1)——(x+1 veya =—(X+1)° bulunur.
y 2( ) 2( ) 4( ) ya y 4( )

4. Lagrange diferansiyel denklemi

Bu denklem y:X(p(%)Jrcl)(g—yj seklinde verilir ve genel ¢6ziim igin y'= p doéntstimi
X X

uygulanir.

Ornek 2-13

y=-xy'+ Yy’ diferansiyel denklemi ¢éziiniiz.
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Cozim

y'=p(x) donusimu yapildiginda y=—-px+ p3 elde ederiz. Her iki tarafi x’e gore
tiretirsek,

y'=p=—pX+(-p)+3p°p" veya p'= 22p bulunur. Dizenleme yapilarak
3p” —X

dx x 3p . . . . N N .

d—+2—:— diferansiyel denklemi bulunur ki bu da x’e gore birinci mertebeden lineer

p p

bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemin ¢éziimiinden X=é p2 +L buluruz. Daha

e

oncede y=—pXx+ p3 oldugunu bulmustuk, dolayisiyla,

3 c - . . .
y=—pXx+ p3 , X== p2 +—— aranilan ¢6ziime ait parametrik denklemlerdir.

ST

5. Riccati diferansiyel denklemi

Bu denklem y'= P(X)y2 +Q(X)y + R(X) olarak verilir ve P(x) sifirdan farkh degerler alir. Bu

denklemin eger y, gibi bir 6zel ¢6zimi verilmisse, bu durumda genel ¢6zimi de
bulunabilir. Asagidaki donlstimler bu amagla kullanilir:

’

1 u
y=yY, +a = Y=y .z alinarak diferansiyel denklemde yerine yazalim.

’

2
y - = P(x)(y1 +5j +Q(x)(y1 +ﬁj+ R(X) (1)

u

y; 0zel ¢oziimU diferansiyel denklemi saglamalidir. Buna gore diferansiyel denklemde yerine
koyarsak,

y =P(X)yi +Q(X)y, + R(x) buluruz. (2)
(2) denklemi (1) denkleminde yerine yazilip diizenleme yapilirsa,

u’+[2P(X)y1 +Q(X)]U+P(X)=O lineer denklemine ulasilir ki bu da integral ¢arpani ile
¢6zim olan bir denklemdir.

Ozel durum:

Eger verilen Riccati denkleminin y; ve y, gibi iki 6zel ¢6zimi biliniyor da genel ¢6zimi
isteniyorsa bu durumda genel ¢6ziim olarak asagidaki ifade elde edilir.
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Y=Y _ celPOO(y2-y1)dx
Y=Y

Genel ¢6zim:

Ornek 2-14

1 4 2

y' + y2 +—y——2=0 diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6zimi y; =— olduguna gore bu
X X X

denklemin genel ¢6zimuni bulunuz.

Cozim

1 2 1 ., o 2 U i
y=Y+—=—+— = Y=y -——F=-—F—-—— olur. Denklemde yerine koyalim:
u X U X u

2w (2 1Y 1(2 1) 4
—— -t | oo+t |-—==0
X U X u X\X U/) X
Diizenleme yaparsak,

u’—éu =—1 bulunur.

X
5
Poodx [ g =
u(x)zeJ —e X =g ™X_pg X =—
X
1 -5 5 X_4 X 5 . - 1
u= X (=1)dx+C |=x’| ———+C [=—+Cx’ elde edilir. Diger yandan, y=Y, +—
el coecec] o[ -ac -2 geryondan, y =,

bulunur. Yukaridaki ifadede yerine yazildiginda,

oldugundan u =
Xy —2

X X 5
u= = —+Cx’ sonucuna ulasilir.
Xy—2 4
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2.5. BiRINCi MERTEBEDEN DENKLEMLER iCiN SISTEMATIK YAKLASIM

Su ana kadar birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine yoénelik cesitli
yontemler 6grendik. Bu yontemler uygulamada karsilasilan ¢ogu problemi ¢6zmek igin
yeterlidir, fakat bir diferansiyel denklemin bu yéntemlerin biriyle ¢ézlilebileceginin garantisi
yoktur. Bazen bir ya da iki yontem yeterli olabilirken, bazen hig birinin ise yaramadigi gibi bir
durum ortaya cikabilir. Her iki durumda da probleme sistematik bir mantik cercevesinde
yaklasim yapmak faydali olabilir.

y'= f(x,y) diferansiyel denkleminin 6n goériilen ¢6ziim araliginda ¢6zUmuniin var

oldugunu ve bu ¢6ziimin tek oldugunu distnelim. Kendimize su sorulari sorup cevap
bulmaya calisalim:

1. Denklem dogrudan integral yoluyla ¢éziilebiliyor mu?
Uygulamada karsilasilan pek cok diferansiyel denklem dogrudan integre edilerek
¢ozulebilecek sekildedir. y'= f(x) sekline getirilebilen tim denklemler bu yolla
¢Ozilebilir.

2. \Verilen denklem lineer midir?
Tum lineer denklemlerin, karsilasilacak olan integraller alinabildigi siirece ¢6zimi
yaplilabilir.

3. Denklem degiskenlerine ayrilabilir midir?
Verilen diferansiyel denklemde x’li terimler bir tarafta, y’li terimler de diger tarafta
toplanabiliyorsa, denklem degiskenlerine ayriliyor demektir. Degiskenlerine ayrilan
denklem dogrudan integral yoluyla ¢ozulir.

4. Denklem homojen midir? Degilse homojen hale getirilebilir mi?
Degiskenlerine ayrilamayan bir denklem, eger homojense, v=Yy/X gibi bir
parametrenin tanimlanmasiyla daima degiskenlerine ayrilabilir duruma getirilebilir.

5. Denklem tam diferansiyel midir?Dedgilse, tam diferansiyel haline getirilebilir mi?
Denkleme tam diferansiyellik testi yapilir. Eger tam ise ¢6zimi yapilir. Eger tam
degil ve diger formlara da uymuyorsa denklemi tam diferansiyel duruma getirecek
bir integral carpani aranir.

Simdi bu sistematik yolu bir 6rnekle pekistirelim:

Ornek 2-14

y' = XX diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

Coziim

ilk kontrol edecegimiz konu denklemin mertebesidir. Verilen denklem birinci
mertebedendir, ¢linkii iki veya daha fazla mertebeden tiirev terimi bulunmamaktadir.
Ardindan dogrudan integrasyon ile cozilebilirligine bakalim. Denklemin sag tarafi,
bilinmeyen fonksiyon, ¢linki iki veya daha fazla mertebeden tirev terimi bulunmamaktadir.
Ardindan dogrudan integrasyon ile c¢ozllebilirligine bakalim. Denklemin sag tarafi,
bilinmeyen fonksiyon y’'ye bagh oldugundan degiskenlerine ayiramayiz. Denklem lineer

degildir, sag taraftan gelecek olan €7 terimi lineer degildir. Denklemi biraz basitlestirmeye

calisalim.

y' =eXel"*e™Y = xeXe™V elde ederiz. Denklem degiskenlerine ayrilabilir duruma gelmistir.
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Ieydy =Ixexdx = &Y =e*(x=1)+C ve her iki tarafin dogal logaritmasi alinarak;

y= ln(ex(x—l) +C)
2.6. BiRiNCi MERTEBEDEN LiNEER DiIFERANSIYEL DENKLEMLERIN UYGULAMALARI

Fizikte, biyolojide ve sosyal bilimlerde karsilasilan ¢ok sayida problemde bir buydkligin
degisim hizinin bliylkligin kendisiyle orantili oldugu gozlenmistir. Diger bir ifadeyle, eger y
ilgilenilen buydkligin t anindaki degeriyse, bu durumda,

dy dy
o ocy veya ot =ky
yazilabilir. Burada k oranti sabiti olup deneysel veya gozlemsel sonuglardan belirlenir.
Denklemin solundaki terim, y buyikliginin zamanla degisim hizini temsil eder. Bu denklem
birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem olup degiskenlerine ayrilmak suretiyle

kolayca ¢ozilir:

y= YOekt
Burada y,, y blyuklGginin t = 0 anindaki degeridir. Fiziksel olaylarda genellikle degisim
surekli bir fonksiyon 06zelliginde olmasina ragmen biyoloji ve sosyal bilimlerde kesikli
degisimler s6z konusudur. Bir hayvan tirinin sayisi veya bir kolonideki bakteri sayisindaki
degisimler buna 6rnektir. Ancak sayl ¢ok fazlaysa degisim zamanin sirekli bir fonksiyonu
olarak dustndlebilir ve bu nedenle yapilacak hesaplama hatasi genellikle makul sinirlar
icerisinde kalir.

Ornek 2-15 Niifus artisi: Malthusian yasasi

Belirli zaman periyotlarinda insan topluluklarinin, hayvan tirlerinin, boceklerin ve bakteri
kolonilerindeki bakterilerin kendileriyle orantili bicimde arttigi gézlenmistir. N(t), t anindaki
sayl olmak Uzere ve t=0 anindaki sayiy1 Ny alarak, nifusun degisim hizi (artis veya azalma
hizi);

N(t) = N, e¥
olacaktir. Burada k dogum ve 6lim hizlari arasindaki farki tanimlayan net nifus degisim
hizidir. Ornegin k = 0.015/yil, 1000’de 15’lik bir niifus artisi demektir.

Ornek 2-16 Radyoaktif bozunma ve Radyoaktif Karbon Yas Tayini

Plitonyum, Radyum ve C** olarak bilinen Karbon izotopu gibi bazi radyoaktif elementlerin

diger bir element veya ayni elementin farkl bir izotopunu teskil etmek Uzere tabii olarak

bozunduklari bilinmektedir. Bozunmanin hizi genellikle mevcut element miktariyla orantih

olarak degisir, dolayisiyla radyoaktif bozunma siireci de yukaridaki denklemle tanimlanir:
dd—'\t"z—kM, veya M(t)=M, e

Bu ifadede k > 0 olup bozunma sabiti adini alir. Bir arkeologun, buldugu kemik kalintisi

tizerinde, bir canli hayvanda bulunan miktarin %8’i oraninda C* izotopunun oldugunu

saptamistir. C** izotopunun bozunma sabiti 1.24x10™/yil olduguna gore kemigin yasini

hesaplayiniz.

Cozim
M(t)

0

Yukarida verilen denklemden t'yi cekersek, t = ——In buluruz.

-30 -

Miihendisler igin Diferansiyel Denklemler
Engin/Cengel



dM (t

J ile verilen bozunma hizi, miktari strekli diisen M(t) ile orantili oldugundan baslarda
bozunma hizi ¢ok yliksektir ve zaman gectikce bu hiz diiser. Mevcut bir radyoaktif maddenin
yarisinin bozunmasi i¢cin ge¢mesi gerekli siireye yari émiir siresi diyoruz. Bu durumda

M (t) =%M0 alinirsa, yukaridaki denklem,

olur. Radyoaktif maddelerin yari omirleri gelismis laboratuarlarda o6lcilir. Radyoaktif
bozunmanin énemli bir uygulama alani, C** izotopunun bozunumu esasina dayanan Radyo
Karbon Yas Tayini’dir. Bu metodun temelinde, yasayan herhangi bir canlidaki karbon
atomlarinin kiigiik bir oraninin C** izotopu meydana getirdigi gozlemi vardir. Bu oran
canlinin yasami boyunca yaklasik olarak sabit kalmakta, ¢liinkii bozunan miktar, canlinin
cevresinden besin ve solunum yoluyla aldigi karbon atomlariyla yerine konur. Ancak 6len
canliya artik karbon girisi olmayacagi icin sirekli bir bozunma s6z konusu olacaktir. Diger bir
ifadeyle canl olduginde, icerisinde C** izotoplarinin da bulundugu karbon girisi kesilir,

canlinin sahip oldugu C** siirekli bir azalma siirecine girer. C**iin yari 6mrii 5568 yildir.

Atmosferdeki C** miktari, azotun atmosferdeki kozmik isinlar nedeniyle C'* izotopuna
donistimi  yoluyla stirekli olarak yenilenir ve bdylece C**iin atmosferdeki C'* miktarina

orani sabit kalr. Bu aciklamalarin ISI81 altinda aranan slire,

—%IH(0.0S) = 20369 yil olacaktir.
1.24x10

t =
Ornek 2-17

Bir radyo aktif element olan Toryum-234 (T B

h?%) izotopu , B isinlan yayarak Pa”™"ye
donismektedir. Bu izotopun bozunma hizi, elementin mevcut miktari ile dogru orantilidir.
Ayrica 100 mg. Th—234 izotopunda bir hafta icinde geriye 82.04 mg. kaldigi bilindigine gore,
a) herhangi bir t aninda geriye ne kadar Th—234 kaldigini, b) mevcut miktarin yariya inmesi

icin ne kadar zaman gecmesi gerektigini bulunuz.

Coziim
(a) Verilenlere gére My=100 mg (t=0 aninda), M(t=7 gin) = 82.04 mg.

k= —%ln 812(')(())4 =0.0283 /giin elde edilir. Dolayisiyla herhangi bir t anindaki bozunmamis
miktar;
In2 In2
M (t) =100e 29283t olacaktir. Diger yandan (b) t=t, =—— = =24.5 gin.
() gery (b) H = = 0.0283 g

Ornek 2-18 Newton’un soguma kanunu
Baslangicta T; = 20 °C olan bakirdan kigiik bir bilye To= 100 °C’'de kaynamakta olan su
banyosuna birakildiktan 20 saniye sonra sicakligl ne olur. Su banyosu yeterince genis olup

sicakligi degismemektedir. A = m =0.1 1/s.
mc
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Coziim
) , . dT . e
Daha o6nce Newton’un soguma yasasindan —z—/l(TO —T) oldugunu goérmistik.

Degiskenlerine  ayirarak  ¢6zdiglimizde, bakir bilyenin t anindaki  sicakhg
T(t)=T,-(T, -T,)e " olur. Verilen degerler yerine konursa T (t =20 s) =89.2°C olur.

Ornek 2-19 Karisim problemi

icerisinde baslangicta 1000 L temiz su bulunan bir tanka, icerisindeki tuz konsantrasyonu
0.1 kg/L olan tuzlu su 50 L/dakika debisinde girmekte, ve ayni zamanda tanktan yine 50
L/dakika debisinde tuzlu su ¢ekilmektedir. Tank icerisindeki bir karistirici, tanktaki karisimin
homojenligini saglamaktadir. Beklendigi gibi, tanktaki su seviyesi sabit kalmasina karsin
icerisindeki tuzlu sudaki tuz konsantrasyonu sirekli olarak ylikselecektir. Tankta belirli bir t
aninda bulunan tuz miktarini veren iliskiyi gelistiriniz. Tankta bulunabilecek maksimum tuz
miktari nedir.

Cozim
M(t) tankta t aninda bulunan tuz miktarini gostersin. Tanktaki tuz miktarina kdtlenin

korunumu prensibini uygulayalim:

Tanktaki tuz miktarinin degisim hizi = Tanka birim zamanda giren tuz miktari-Tanktan birim
zamanda ¢ikan tuz miktari

OI—M=(50 L/dak)(0.1kg/L)-(50 L/dak)(l kg/Lj:> M L 0.05M =5 elde edilir.
dt 1000 dt

Denklem birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem olup M (t =0) =0 kosuluyla bir
baslangic deger problemidir.

.05d
P(t)=0.05, R(t) =5 alinmak suretiyle u('[)zeIOOS i =005t

y= ﬁ[fﬂ( X)R(x)dx + C] = M(t)= e—0-05t[':[560.05tdt} _ o005t {5(20(30_05 t l;}

. Denklem 2.7’den

M (1) =100e "% (e295t _1)=100(1—e%!)  elde edilir. Dikkat edilirse t—c0
durumunda parantez i¢i 1 olacagindan M (t — ) =100kg olur.

Ornek 2-20 Bir tank, t = 0 aninda iginde Qo kg tuz iceren 100 L tuzlu su ¢ézeltisi ile doludur.
Litresinde 1/3 kg tuz bulunan baska bir tuz ¢6zeltisi 5 L/dak’lik bir hizla tanka akmaktadir.
Karistirma ile tank icinde siirekli olarak homojen bir tuz karisimi elde edilmekte ve karisim
ayni hizda (5 L/dak) tanktan disari ¢ikmaktadir. t aninda tankta mevcut tuz miktarini veren
Q(t) ifadesini bulunuz.

Cozim
Kiutlenin korunumu ilkesinden;
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birim zamanda giren tuz kiitlesi — birim zamanda ¢ikan tuz kiitlesi = tanktaki tuz kiitlesinin zamanla degisimi

olarak ifade edilebilir. Tankta t = 0 aninda Qq kg tuz vardir (baslangi¢ sarti). Ancak tankta t
anindaki tuz konsantrasyonu Q/100 olacaktir (bkz. Konsantrasyon tanimi).

13kg/L, 5 L/dak  _ Q/100 kg/L, 5 L/dak

|

A

5 sQ _do_ dQ Q5
3 7100 dt  dt 100 3

Lineer diferansiyel denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimiinden

Q(t) _ 100 + CefQOSt

=3 genel ¢6ziimi elde edilir. Ancak Q(t =0)=Q, sinir sarti uygulanirsa,

100
C =Q, ——— bulunur. Genel ¢6ziimde yerine koyar, diizenleme yaparsak,

Q)= % (1 - e’°'°5t)+ Qe %! elde edilir.

Ornek 2-21

Bir kimyasal madde, ¢6ziinmemis miktarla (x) ve doymus bir ¢ozeltiyle doymamis bir ¢ozelti
arasindaki konsantrasyon farki ile dogru orantili olarak ¢éziinmektedir. 100 g’lik bir doymus
cOzeltide 50 g maddenin ¢o6zindigu biliniyor. Eger 30 g kimyasal madde 100 g suyla
karistirilirsa, 10 g 2 saatte ¢Ozlinlyor. Buna gore 5 saat sonunda ne kadar ¢dziinme
olacaktir.

Cozim
Xx —> t saat sonra ¢oziinmeyen madde miktarini gostersin. Bu durumda mevcut ¢ézeltinin

30-x
konsantrasyonu olacaktir. Cozelti tamamen doymus hale geldiginde ise

100-50
konsantrasyonu W = % olacaktir. Problemde, maddenin ¢6ziinme hizinin,

¢6ziinmemis madde miktari ve bu iki konsantrasyon arasindaki fark ile oranti bir hizda
¢O6ziindigi ifade edildigine gore aranan diferansiyel denklem

dx 50 30-x dx 7 X .
— =k x| —- = — = kx| — +——| veya diizenleme yapilarak
dt 100 130 dt 26 130
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dx

7 X

X| —+—
(26 130}
J' dx
7 X
X| —+—
(26 130)

20 x= 2013543 = 2o
7 7 7 x+35

= kdt elde edilir. Her iki tarafin integrali alindiginda ise,

=jkdt

=kt +C sonucuna varilir. Bulunan ifadede kve C

bilinmemektedir. Ancak verilen iki sart kullanilarak bunlar belirlenebilir.
t =0 — x = 30 g (baslangigtaki toplam ¢6zinmemis madde miktari)

t =2 — x=30-10=20 g (2 saat sonra kalan ¢6zinmemis madde miktari)

ﬁln 30 =k(0)+C —» C=-2.872

7 30+35

%ln 20 =k(2)-2.872 - k=-044

7  20+35

. 26 X . o

Simdi denklem —In 33 =—0.44t — 2.872 olarak ifade edilebilir. Artik t = 5 saat
X+

sonunda ¢ézliinmemis olarak kalan miktar x bulunabilir.

20X 044x5-2.872

7  X+35

n—X—=-1265 - ~0.255 - x=11.98g ~12 g
X+35 X+35

Boylece 5 saat sonunda ¢6ziinen miktar 30—12 = 18 g olur.

Ornek 2-22

Sicakhigl 100 °C olan bir cisim 50 °C sicakliginda bir odaya birakiliyor 10 dakika sonra cismin
sicakliginin 90 °C’ye dustigu goruliyor. Baslangic anindan itibaren ne kadar zaman sonra
cismin sicakliginin 60 °C’ye disecegini bulunuz. Cevap: 115 dakika

Ornek 2-23

Bir sivi igerisindeki basing, sivinin ylizeyinden asaglya dogru inildikce artar. Bu artis
hidrostatigin temel denklemi olan dp/dz = pg diferansiyel denklemiyle verilir. Bu ifadede p
sivinin yogunlugu, g ise yercekimi ivmesi ve z ylizeyden itibaren derinliktir. Okyanus gibi cok
derin sivi yuksekliginin s6z konusu oldugu uygulamalarda p= f(p)oldugundan bu
diferansiyel denklemin integre edilebilmesi icin yogunluk ile basing arasinda bir iligkinin
kurulmasi gerekir. Bu iliski sivinin sikisma modiliinden elde edilir. Bu ifadeye gére sikisma
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dp
dp/p
ve yogunlugu p, alarak basincin derinlikle degisimini elde ediniz.

moduli E =

ile tanimhdir. Sikisma modulinin sabit kaldigini ve ylizeydeki basinci sifir

Cozim
dp r dp p
(a) E =——= sabit oldugundan, '[dp =E j— = p=EIn— elde edilir. Bu ifadeden
dp/p Po
0 Po
P
yogunlugu cekersek, p=p,eE elde edilir. Bunu hidrostatigin temel denkleminde yazalim:
dp P p(z) p(z) _p z
P pg =p,g ek, ve degiskenlerine ayirarak '[ — = I e Edp= jpog dz
z 0 oE 0 0
T p(2) b P .
-Ee E =p9z =>—-Ee B +E=p)gz =>e E —(1 £o j ve her iki tarafin
0

z
dogal logaritmasi alinarak, p(z)=-E ln(l —%) bulunur.

Ornek 2-24

Belirli kosullarda silindirik bir duvardan r-dogrultusunda birim zamanda gecen s miktari
Q=-kAT'(r) »>T'(r)=dT(r)/dr ile verilir. Bu ifadede A yiizey alani, k isi iletim
katsayisidir. 20 cm capindaki bir buhar borusu 6 cm kalinliginda izolasyon malzemesi ile
kaplanmistir. izolasyon malzemesi isi iletim katsayisi k = 0.04 W/m-K dir. Buharin sicakhgi
200 °C, izolasyon dis yiizey sicakligi ise 30 °C’dir. Borunun bir metresinden saatte kaybolacak
Istyl ve boru civarindaki (r >10 cm ) sicaklik dagilimini belirleyiniz.

Coziim

Izolasyon kalinlig1 6 cm

r
- —_————m e m = I_>_

5 - I = boru merkezinden uzaklik
200 "G de buhar

Boru merkezinden r kadar uzaktaki silindirik ylizey alani (veya r yarigaph bir silindirin ylizey
alani) A =2zrL olarak ifade edilebileceginden, soruda verilen denklem
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Q=-kAT'(r)= —kz;er‘:i—T
r

Olarak yazilabilir. Burada L silindirin boyudur. Denklemi degiskenlerine ayirip integral alalim:

r=0.16 m T=30°C
ﬁ_ 2k qT = J- g:_ 2k J- T
(Q/L) r=0tom | (Q/L)T=200 ’c

0.16 0.2513
ln(O.loj__(Q/L) (30-200)= (Q/L)=90.9 W/m (cevap a)

Ayni denklemi, bu sefer integralin Ust sinirlarini herhangi bir konum (r) ve bu konudaki
sicaklik (T) olarak integre edersek,

j dr _ 2:0.047

]
[ dT= In—T-=-2765x10°(T ~200)
r 909 0.10

r=0.10 m T=200 °C

361.66 In(10r)=200~T  veya [T =200-361.66 In(10r)]

izolasyon malzemesi icindeki sicaklik dagilimi asagidaki gosterilmistir.

0 200
TCC) |
180
160
140
120 A
100
B0 4
[
a0 4
T T T T T
0,10 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16
¥
Metkezden uzakhk
Ornek 2-25

Katlesi ihmal edilebilir bir yay disey olarak bir ylizeye tutturulmus, diger ucuna ise kiitlesi m
olan bir cisim asilmistir. Yay denge konumundayken (x=0) asili bulunan kutlenin hizi V,, ise,
kitlenin hizini yayin yer degistirmesine (x) bagh olarak ifade ediniz.

Cozim
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Newton’un 2. yasasina gore F, =ma, oldugundan kitleye etki eden x dogrultusundaki net

dv
kuvvet belirlenmelidir. F, =mg —kx. Diger taraftan cismin ivmesi igin a, =Vd—
X

d
yazilabileceginden cismin hareketini tanimlayan diferansiyel denklem, de—=mg —-kx
X

olacaktir. Degiskenlerine ayirarak integre edersek;

V() S g2V -

IVdV:I g-—xldx = — =gx-—x* =>V(X)=,V§ +2gx - —x*
m 2 2m m

Vo 0 0

Ornek 2-26

Kitlesi m olan bir cisim yerden oldukga yliksekte bulunan bir noktadan ilk hizsiz olarak
serbest diismeye birakiliyor. Cisme etki eden yercekimi kuvveti sabit ve hava direncinin
cismin hizi ile orantili oldugu kabul edildigine gore, herhangi bir t aninda cismin baslangi¢
noktasindan hangi uzaklikta oldugunu ve o anda hangi hiza hareket etmekte oldugunu
mg, m?g

o 5 (l—e_kt/m), k=oranti sabiti
k

buluz. Cevap: V (t) :%(1 —ekUmy ity =

Ornek 2-27

Kltlesi m olan bir cisim yer kiresi Uzerinde bir yerden yukariya dogru bir V, ilk hizi ile
firlatiliyor. Hava direncini ihmal ederek , cismin bir daha yer ylziine donmemesi icin V; ilk
hizinin ne olmasi gerektigini bulunuz.

Cozim

x ekseninin (+) yonl yukari olsun. Hava direnci ihmal edildigine gore , burada hareketi
etkileyen tek kuvvet yer c¢ekimi kuvvetidir. Bu kuvvetin degeri ise Newton’un Evrensel
Cekim Kanununa gore degisir. Bu durumda, yerkiiresi Gizerinde yercekimi ivmesinin degeri g
ile, yerkiresinin kitlesi M ve yarigapi R ile gosterilirse; Evrensel Cekim Kanunu’na gore

2
mg =G. m.M =G :_g.R
R? M
t aninda, cismin yerkiiresinden olan uzakligl x ve hizi v olsun. Buna goére hareket denklemi
2 2
d_z)(: —Gﬂ2 veya yz—&z elde edilir. Denklemin sag yani x’e bagl
dt (X+R) dt  (x+R)
oldugundan sol yaninda da x’e bagl ivmesinin kullaniimasi yerinde olacaktir. Buna gore,
dv g.R? © gRrR? o A
Voosr———= '[vdv=— —2dx ifadesinden hizin yiikseklikle degisim ifadesi,
dx xX+R) v ) X+R)
0
2
V2 =v,? —2gR + 2R olarak elde edilir.
X+R

Cismin yerkireye geri donmemesi icin siirekli olarak pozitif bir hiza sahip olmasi gerekir. Bu
ise ancak V —2gR >0 sarti saglanirsa mimkin olabilir. Bu durumda

Vo =+/20R =2 x9.81x 6.4x10° ~11205 m/s.
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Ornek 2-28

v maddesi, a ve B gibi iki kimyasal maddenin reaksiyonu sonucu olusmaktadir. Dolayisiyla a
gr a ile, b gr P reaksiyon sonucu (a+b) gr y vermektedir. Baslangicta x, gr a ve yo gr B
vardir; hi¢ y bulunmamaktadir. ¥ maddesi olusum hizinin tepkimeye girmemis a ve B
maddelerinin ¢arpimi ile dogru orantili oldugu bilindigine gore, olusan y miktarini, z(t),
zamanin fonksiyonu olarak elde ediniz.

Coziim

t aninda olusan z(t) gr vy icerisindeki a’nin orani olacaktir. Kitle

, B’nin orani

cinsinden ise z(t) gr vy icerisinde

2 Z(t) gra, Lz(t) gr B bulunacaktir. Dolayisiyla t
b a+b

az bz
aninda tepkimeye girmeyen a ve 3 miktarlari sirasiyla, (X, ———) ve (Y, —
a+b a+b

) olur.

z az z
Bu durumda aranan diferansiyel denklem; %zk(x0 ——)(yo——b) halini alir.
a +

+b

Diizenleme yaparsak E:—k ab (a +h Xo — Zj(a +b Yo — Zj = K(A— z)(B — Z) elde

d (a+b)?\ a b
k
edilir. Burada K:Lb2 A:a+bx0 B:aery0
(a+b) a b

Diferansiyel denklemin ¢dziimii A ve B arasindaki iliskiye baghdir. iki durumu dikkate alalim:

AB(1— e (ABKt)

A— Be (A-Bkt

A%kt
1+ Akt
Ogrencilerin bu sonuclari elde etmeleri tavsiye edilir.

1. A>Bigin¢6zim z(t)=

2. A=Bolursa¢oziim z(t)=

Ornek 2-29
2 gr Yile 1 gr X tepkimeye girerek 3 gr Z olusturmaktadir. 100 gr Y 50 gr X iyice
karistirildiginda 10 dakika sonra 50 gr Z maddesi olustugu gozlenmistir. (a) 20 dakika
sonunda kag gr Z olusur, (b) 60 gr Z elde etmek icin ne kadar beklenmelidir. Cevap: 75 gr,
40/3 dakika.

Ornek 2-30
Ulkelerin gelecekteki niifus tahminlerinde kullanilan C:j—’:lz AN — BN? diferansiyel denklemi

oldukg¢a kabul gérmektedir. Bu denklemde, A ve B pozitif Ulke sabitleri, N ise nifusu
gostermektedir. Baslangi¢c anindaki (t=0) nifusu Ny alarak nifus zamanin fonksiyonu olarak
elde ediniz. ABD igin A=3.13x10°® B=1.5887x10"° ve 1970 vyilindaki nifus
3.9 milyon olarak alinabildigine gore 2003 yilindaki ve 2050 yilindaki niifuslari bulunuz.
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Ornek 2-31

Seri olarak bagl bobin ve direncten kurulu bir alternatif akim devresinden gegen akim
L%Jr Ri=E(t) diferansiyel denklemi uyarinca degismektedir. Burada i devreden gegen
akimi (amper), L bobinin indiktansi (Henry), R direng¢ (ohm) ve E(t) ise volt olarak
elektromotor kuvvettir. t=0 aninda devreden gecen akimin i, ve elektromotor kuvvetin
E(t)=E, olmasi durumunda devreden gececek olan akimi i(t) zamanin fonksiyonu olarak elde
ediniz.

Cozim

Elimizdeki denklem birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem oldugundan
dogrudan integral carpani kullanilarak ¢ozilebilir.

R
Zat
i(t):l[[u R(t)dt+C] ve u(t):eIL =eRYL alarak,
u
i E E
I(t):e_Rt/LDeRt/LTodt+C}:?0+Ce_Rt”‘ bulunur. t=0 aninda i=i; oldugundan

. E
yerine koyarak C =i, _FO elde edilerek diferansiyel denklem ¢oziimiinde yazilirsa,

. E _
|(t)=?0(1 -e Rm‘) oldugu gérilir.

Ornek 2-32
Yukarida verilen 2-26 nolu soruda elektromotor kuvvetinin E(t) =110sin120xt uyarinca

degistigi bilinmektedir.. L=3 henry, R=15 ohm olarak verildigine ve t=0 aninda i=0 amper
olduguna gore devreden gecen akimi zamanin fonksiyonu olarak bulunuz.

Coziim

di .
Devreden gecen akim Ld_'l+R|:E(t) diferansiyel denklemiyle tanimli olduguna gore

¢6zUmU aranan denklem, L%-ﬁ- Ri=110sin120nt veya %+%i :gsinlzom olacaktir.
. . . di . 110 | L
Verilen degerler yerine konursa denklem, a+5l =Ts1n120nt olur. Birinci mertebeden

lineer olan bu denklem integral carpani metodu ile ¢ézilir.

d
u(t) =eJS ' =e°! elde edilerek genel ¢6ziim ifadesinde (2.7 esitligi) yerine konursa,
. 1 5t/ 100 ¢ 5t . g i .
it)y=—||uR(M)dt +C|=e Tje sin120nttdt + C | elde edilir. Integral islemi igin
n
kismi integral yontemi kullanilmalidir (bu kisim 6grenciye birakilmistir). Burada biz

at

(asinbt —bcosbt)

e sinbtdt =
'[ a’+b?
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kalibini kullanacagiz. Problemimizde a=5 ve b=1207 oldugundan yerine yazip bazl
sadelestirmeden sonra;

5t
5t . e . .
e’ sin120ntdt = (sin120mt — 24mcos120nt) elde ederiz. Dolayisiyla aranan
I s(1+57672)

¢6zlm;

i(t)= 3 (sin120nt—241tc051207:t)+Ce_5t olacaktir.  Verilen  baslangi¢
3l1+576m

degerlerinden integral sabiti belirlenebilir. t=0 aninda /=0 amper olduguna goére, genel

22x24
¢Ozlimde yerine konup C gekilirse, C = x n2 elde edilir. Boylece aranan 6zel ¢oziim;
3il+576n )

31+576m

. 22 . _5t )
i(t)= ~(—2)(51n120nt —24mcos120nt +24ne ) seklinde olacaktir.

Ornek 2-33
Seri bagh direng¢ ve kondansatorden olusan bir alternatif akim devresinde, kondansatérde

d
depolanarak elektrik yikd zamani Rd—?+ﬂ:E(t) uyarinca degisir. R=10 ohm, c=102
C
farad, E(t)=100sin120nt olarak verildig§ine ve t=0 aninda g=0 olduguna gore

kondansatérde depolanan elektrik ylikiiniin zamanin fonksiyonu olarak elde ediniz.

Cozim

dq

Diferansiyel denklem, verilenlerin yerine konmasiyla IOE +10° g=100sin1207t veya

2—?+100q=105in120nt halini alacaktir. Bu ise birinci mertebeden lineer bir diferansiyel
denklemdir.

leOdt 100t P . .
pnt)=e =e alinarak genel ¢6zlim ifadesinde yerine konursa,

qt) = g 100t [IOIeIOOt sin120nt dt + CJ elde edilir. integrali almak tizere

at

(asinbt —bcosbt) oldugundan hareketle a=100, b=120zalinarak

2 2

J’eat sinbtdt=
a‘+b

eIOOt

20(25 +36m°)

ifadesinde yerine yazilarak;

100 t
q(t)=e 10t [e—(S sin120nt — 67 COSleTCt)-‘r CJ veya

J'e1001 sin120ntdt = (5sin120nt — 6mcos120nt) bulunur. Coziim

2(25+36m%)

q(t) =;2(5 sin 1207t — 6mwcos120mt)+ Ce '™t elde edilir. C sabitini bulmak tizere
50+ 72m
verilen kosul saglatilirsa,

- 67 3n N -
+C= C=——————— bulunur. Boylece aranan ¢oziim;

50+ 7212 25436712
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3TceflOOt

q(t) = ;2(5 sin120%t — 67 cos120ﬂ:t)+ —
25+ 36m

50+ 72x

Ornek 2-34
Ornek 2-34’te t=0 aninda gecen akim i=5 A olduguna gére akimin zamanla degisimini elde

ediniz.
Coziim

Bir dnceki ornekten q(t)=;2(5s,inlzont—6moslzont)+Ce“‘)"t elde edilmisti.
50+ 72n

. d
I 4 oldugundan tirev alma islemi yapilarak,

600m cos 1207t + 72012 sin 1207t

i(t)= 5 —-100C e pulunur. Verilen kosul yerine
50+ 727
yazilirsa;
5 =&752— 100C veya 100C=5 _&nz elde edilir. Boylece aranan ozel
50+ 72m 25+ 36m
¢6zlm;
2 .
i(t) = 300mcos120mt + 36027: sin120mt _(5 _ 3007 . Je_lom olacaktir.
25+36m 25+36m
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Béliim 2 ile ilgili problemler

1. Genel degerlendirme sorulari
Birinci mertebeden diferansiyel denklem ne demektir.

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem y”, y'2, \/7 gibi terimler bulundurabilir
mi?

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem hangi sartlarda dogrudan integral yoluyla
¢ozilebilir.

2. Lineer birinci mertebeden diferansiyel denklemler
2.1. Asagidaki diferansiyel denklemlerin hangileri birinci mertebeden lineerdir:

(a) y'+3x%y =sinx (b) 2y'+3x,Jy =€ (c) y'+xe¥ =2 ()
xy'2 +x%y =1
(e) yy*+cosy=xy (f) yy'+xy=x (8) y2-y?=x (h)
Y +4fy =x

2.2. Asagidaki diferansiyel denklemleri, tim islem adimlarini géstererek, ¢6zlinlz.

(@) y=3xy=2x (b) (1-x>)y'=2y=0 (c) 2xy'—y = x°

(d) y'+3B-1/x)y=2 (e) X*y'+2xy =1 (f) y'+ ytan X =sin X
.2 e , 5 4 '

(g)y+;y= (h) xy'+(1+x7)y=2 (|)y+;y=s1nx

2.3. Asagidaki baslangic deger problemlerini, tim adimlari gostererek, ¢éziiniz.

@ y'+y=0,y0)=1  (b) y'=2xy=cos2X, y(m)=1 (c)

y'—2xy=e”, y() =4

@y +4y=x*, y@)=8 (o) (C-1y'-xy=1

2.4. Asagidaki sorularda x’i bagimli, y’yi bagimsiz degisken alarak ¢6ziimu yapiniz.
dy y? dy eY

a] —=—", 0)=1 b) —= , N=2

@ =7 YO ) = 5 YO

2.5. y'+P(x)y=0 birinci mertebeden diferansiyel denkleminin bir ¢dzimi vy, (x)
olsun. Cy,(x) ifadesinin de ayni denklemin ¢6ziimi oldugunu gdsteriniz.

2.6. Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin uygulamalari

(a) Malthusian nifus artis yasasi nedir? Neden gercekei tahminlerde daha uygundur.

(b) Radyoaktif karbon ile yas tayininin esasi nedir. Bu is igin neden C** uygundur.

(c) Bir yagmur damlasinin limit hizini tanimlayiniz. Bu hiz damlanin diistiga yukseklige
bagh midir?

(d) Yeterince besinin bulundugu bir balik géliinde, eger hi¢ balik avlanmazsa, her yil
balik sayisinin ikiye katladigi gozlenmistir. Baslangictaki balik sayisini Ny'dir.
Mathusian artis yasasini kullanarak ve her giin ortalama 0.002N, adet balik
avlandigini kabul ederek, balik sayisini zamanin fonksiyonu olarak elde ediniz.

(e) Belirli bir bakteri kolonisindeki bakteri sayisinin her 3 saat iki kat arttig
bilinmektedir. Mathusian artis yasasini kullanarak baslangictaki bakteri sayisinin 4
katina ¢ikabilmesi icin ne kadar siire gegmesi gerektigini bulunuz.

(f) Yilhik nifus artis hizi % 0.2 olan bir tlkenin kag yil sonra niifusunu ikiye katlayacagini
belirleyiniz.
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(g) Baslangictaki sicakligi T:=30 °C olan bakirdan yapilmis kiigiik bir kiire t = 0 aninda
buzlu suya birakilmistir. Kiirenin sicakligi 1 dakika sonra 20 °C’ye dustigine gore,
Newton soguma kanununu kullanarak 2 dakika sonra kirenin sicakliginin ne
olacagini belirleyiniz.

(h) Bir tankta, 10 kg tuz kullanilarak elde edilmis bulunan 200 litre salamura (tuzlu su)
bulunmaktadir. Tanka, bir karistirici devredeyken, dakikada 5 litre saf su ilave
edilirken, ayni hacimde tuzlu su da tankin altindaki delikten disari bosaltilmaktadir.
30 dakika sonra tankta ne kadar tuz kalir. Tuz miktarinin 1 kg’a kadar dismesi icin
ne kadar siire gegmesi gerekir.

(i) m katleli bir cisim belirli bir yikseklikten durgun haldeyken serbest diismeye
birakilmaktadir. Cisme etkiyen hava direncinin cismin hiziyla orantili oldugu
bilindigine gore, cismin hizi ve konumunu zamanin fonksiyonu olarak elde ediniz.

3. Birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler

3.1. Degiskenlerine ayrilabilir tipteki diferansiyel denklemleri ¢6ziiniz.

@yy'=x’+1  (b) (x+2)y =y’ +2 () y'+2eY =0

(d) y' =(xy)’ (e) xyy'=e*"¥*! (f) xyy’ =4/1-y?

(g) y'+2xy=0, y(0)=1 (h) y'=e*Ycos2x, y(n/2)=1 (i) x*y'=1-y*, y(0)=0
X

() y'=eycf)sy, y(n/4)=1
e’smy

3.2. Asagidaki diferansiyel denklemlerde degisken donisimi yaparak degiskenlerine
ayrilabilir duruma getirip ¢6ziiniz.

(@) y' =(x+y+1 —(x+y) (b) y' =(x+y)eX  (c) y'=4/x+2y-3

. . eX(x—
(A y'=(x-y)? (@ y =Y
e
3.3. Ryarigaph kiresel bir tank suyla doludur. Tank tabanina agilan a yarigapli bir delikten su
bosaltilacaktir. Torigelli kanununa gére tanki terk eden suyun ortalama hizi V = ,/2gy olup

burada y gbz o6niline alinan durumdaki su yiksekligidir. Tanktaki su seviyesini zamanin
fonksiyonu olarak elde ediniz. Tankin tamamen bosalabilmesi icin gerekli zamani veren
ifadeyi gelistiriniz.

3.4. Yukaridaki problemi yatay olarak konumlandirilmis R yarigapli ve L boyundaki silindirik
tank i¢in tekrarlayiniz.

3.5. Lojistik nufus artisi Z—Tz—(a—bN)N diferansiyel denklemiyle tanimlanir. Bu

diferansiyel denklemin genel ¢6zimini bulunuz.

3.6. Lojistik niifus artisi kanununa goére biraz daha karmasik, ancak daha gergekgi bir model
N
dt

bulunuz.

=—(@a-bN)(1-cN)N diferansiyel denklemiyle verilir. Bu denklemin genel ¢6zimiinu

3.7. Asagidaki egri ailelerinin ortogonal yoriingelerini veren egri ailesini belirleyiniz.
(@) x2-y?=C  (b) x*>+y?=2kx (©) x> +4xy—y*+1=C
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3.8. Su dolu bir tankin altindan bir delik acilirsa su bosalmaya baslayacaktir.Ancak tanktaki
su seviyesi dustlikce birim zamanda tanktan bosalan su miktari da azalacaktir, dolayisiyla
zamana baghdir. Sabit A; kesitli bir tankin tabanina acgilan A blyuklGgindeki bir delikten

birim zamanda g¢ikan su hacmi KA, ,/2gh olarak verildigine gore, (K=sabit, h = t anindaki su

ylksekligi) tankin icerisinde baslangicta (t=0), H metre yiksekliginde su bulundugunu
varsayarsak, tanktaki su seviyesini zamanin fonksiyonu olarak elde ediniz.

3.9. Problem 3.8’i, ters ¢evrilmis ve taban ¢api D olan konik kesitli bir tank icin ¢6zlinlz.

3.10. Problem 3.9°u ters cevrilmis, alt ve Ust taban caplari sirasiyla d ve D olan kesik koni
bicimli bir tank icin ¢dzlnlz.

dT
3.11. Duzlemsel bir duvardaki tek boyutlu isi iletimi, Q, :—k.Ad— olarak verilir. Burada x
X

dT
isinin akis(iletim) dogrultusunu, k isi iletim katsayisint A duvar alanini ve o X
X

dogrultusundaki sicaklik egimini (gradyenini) verir. Eger “k” mevcut malzeme icin sabitse bu
denklem duvar igerisindeki sicaklik profilini [T =T(X)] bulmak tzere kolayca integre edilir.
Ancak “k” genelde sicakligin fonksiyonudur ve k=K, (1+ £.T) iliskisiyle verilir. Burada
k, ve [ sabitlerdir (k, >0). Buna gére sabit bir Q, 1si transferi i¢in duvar igerisindeki

sicakhk dagilimini elde ediniz.

3.12. Yatayla 37°ag yapan bir egik dizlem izerinde bulunan bir cisim, egik dizlem
boyunca ve yukari dogru V, =12 m/s’lik bir ilk hizla firlatiliyor. Cisim ile egik dizlem

arasindaki strtinme katsayisi p=0.25"tir. Buna gore (a) cisim egik diizlem boyunca hangi

uzakliga gidebilir ve (b) cisim atildigi noktaya geri dondiigiinde hizi ne olur? Cevap: 9 m,
8.48 m/s.

4. Birinci mertebeden homojen tipte diferansiyel denklemler
4.1. Homojen diferansiyel denklem nedir, nasil anlasilir.

4.2. Asagidaki diferansiyel denklemlerin homojen olup olmadiklarini inceleyiniz.

X+ . ox+1 oox3 = 2xy? , 3
@y=""2 (b y=-" @©y=2"20 @ y=-L
X—Yy X" +y Xy X
4.3. Asagidaki homojen (veya homojene indirgenebilir) diferansiyel denklemleri ¢6ziiniz.
3 2 2 2
, X , X7 —4Xx , X+2 , X" —6
@ y'= b)y=""3F (gy=22Y g y20
X+Y y X—Y 2Xy
, 3x—4 , x2 +y2 ;YR —xt -yt
@ y =222 )y [ gy =L DY
X+2y y X
, D N, X+2
h y=2-Lym=0  @y=""Y yo=0 ) y'=2"2Y yay=0
X X+Yy 2X -y
2X — 2 + 2 , )(2 _y2
() y'= Y yo=—6 0 y=XL yo--2
2xy
, 2X+y+4 , X+2y-3 , X+2y-1
(m) y =Y (n) y =222 (g y = XY
X+2y-3 X—y
-44 -

Miihendisler Iicin Diferansiyel Denklemler
Engin/Cengel




X+ , X=2y-=-2

! )y =2
X—4 2x—-4y -8
5. Tam diferansiyel denklemler

(p) ¥'=

5.1. Tam diferansiyel ne demektir. u(x,y) = 2xy2 - y\/; fonksiyonunun tam diferansiyelini

aliniz.
5.2. Asagidaki diferansiyel denklemlerin tam diferansiyel olup olmadiklarini inceleyiniz. Tam
diferansiyel olanlari ¢6ziniz.

(@) B3x+1)+By-1)y'=0 (b) (By—1)-(x+1)y'=0

(c) ( 2—2x)+(2xy—ey)y':0 (d) y>—2xyy'=0

(e) (eysinx+2)—eycosxy’=0 (f) @2x+yH)+(x=2y)y’'=0

, —2xeY

o Xx=y-1
x2e¥ +1

(g) (X2+sinx)—(y2—cosy)y’=0 (h) y'= X+y+l

(i)

,_ 2xsin2y+xe*

(k) y () (x+2y)+(x=2y)y'=0

x? cos2y —e?Y
(m) (xze’(er +2xe*Y + 2x)dx + (xzexer T 4)dy -0

5.3. Asagidaki ¢oziimlere sahip olan diferansiyel denklemleri elde ediniz.
(@) f(x,y)=x*ysiny—e*"¥ =2.1 (b) f(x,y)=3tanx+y>x—5y=4

5.4. Asagidaki baslangic deger problemlerinin ¢oziiniiz
(a) (2x2 + 1)+ (4y3 —2y —1)y' =0, y(0)=1
(b) (3x2 sin y + xex)+ (x3 cosy—y*+ l)y’ =0, y(1)=-2
() (2x+3y—1)+(Bx-2y+3)y’=0, y(0)=0
(d) (3x2y+ex sin y)+ (x3 +e*cos y)y' =0, y(n/2)=0

, X%+l , 2x-3y-1

- =4 SOV w2y =
(e) y J%e 1,Y(O) (f) y 3X_2y+1,)’( 2)=3

6. Asagidaki Bernoulli tipi diferansiyel denklemleri ¢6zliniiz.
@ y-y=y'. y=0 (o) yr2y=-4y’ yO =1 (@ y'-L =y’ y1)=0

(d) xy'+y=y*lnx
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3. BOLUM

iKiNCi VE DAHA YUKSEK MERTEBEDEN LINEER DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

3.1 GIRIS

Birinci mertebeden diferansiyel denklemler, bir integral ¢arpani kullanilarak sistematik bir
yaklasimla her zaman ¢oziilebilirler. Cozllecek denklemin integrali alinabildigi siirece, sabit
veya degisken katsayili olmasi bu durumu degistirmez. Ancak ikinci veya daha yliksek
mertebeli denklemler icin ayni seyi soyleyemeyiz. Clinkii bu denklemlerin ¢d6zimu, buyik
oranda, katsayilarin sabit olmasina veya belirli sartlari saglayan tiirden degisken olmasina
baghdir. ikinci ve daha yiiksek mertebeli diferansiyel denklemler icin genel bir ¢éziim yolu
yoktur. Cogu mihendislik probleminde sabit katsayili ikinci mertebeden diferansiyel
denklemleriyle karsilasilir. Bu nedenle bu tir denklemlerin ¢éziim yollarini iyi kavramak
gerekir.

ikinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem en genel halde
y"+P(X)y +Q(X)y = R(x)

formunda verilir. Burada P, Q ve R, x bagimsiz degiskenlerine bagh fonksiyonlardir. R(x)
terimi icerisinde y ve tiirevleri bulunmayan tim ifadeleri temsil eder ve bu ylizden homojen
olmayan terim adini alir. R(x) =0 ise bu durumda denklem homojendir denir. ikinci
mertebeden diferansiyel denklemleri ¢ozerken homojen kismi ayri ele almak genellikle daha
uygundur. Bunun igin ilk etapta denklemin sag yani sifirmis gibi hareket edilir. Lineer
denklemler ayrica sabit ve degisken katsayili olarak da siniflandirilirlar.

y' =2y +8y=x>+e>* 1 }sabit katsayili

y"—2xy +8y=x> }degisken katsayili
Teorem 3-1 Coziim Varligi ve Teknigi

X; < X < X, araliginda P(x), Q(x) ve R(x) x’e bagh siirekli fonksiyonlar ve x, bu aralkta bir
nokta ise, bu durumda ;

y'+P(X)Y'+Q(Xx)y =R(X)

diferansiyel denkleminin y(xp) = yo ve y’(xo) =y, iki adet baslangi¢ sartini saglayan aralikta
tek bir ¢ozimi vardir. Ancak y(x;) =0 ve y’(x;) =0 baslangi¢ sartlarini saglayan tek ¢6zim
y=0 ¢6zlimudur.

Diferansiyel denklemin standart formda olmasi sarttir. Ornegin;

2xy" —8x°y =6 denklemi y”—4xy=g halinde yazilmadikga standart forma gelmis

X
sayllmaz.
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Ornek 3-1

Asagidaki diferansiyel denklemin tek bir ¢oziimiiniin oldugunu ve bu ¢6ziimiin ¢6ziim
araligini gosteriniz.

y"+3—xy’—5y=cosx—2
x—1

y(5)=3 ve y'(5)=-1
Cozim:
Bu bir baslangi¢c deger problemidir ¢linkl her iki kosul da ayni bagimsiz degisken degerinde
verilmistir. Denklem ikinci mertebeden oldugu icin en yiksek mertebe 2’dir. Denklemde y
veya bunun tlirevlerinin ¢arpimi tssu ve lineer olmayan fonksiyonlari olmadigindan, verilen
denklem lineerdir. Denklemin sag yani sifir degil, dolayisiyla homojen degildir. Ayrica
denklem standart formdadir. Bu tahlilleri yaptiktan sonra;

p(x) = % Q(x) =-5, R(x) =cosx -2

yazalim. Acik¢a goriliyor ki Q(x) ve, R(x) surekli fonksiyonlar, P(x) ise x=1'de sireksizdir.
Dolayisiyla her (g ifadenin de sirekli oldugu -o= < x < +1 ve 1 < x < oo araliklarinda
¢6ziimin olup olmadigl aranmalidir. Baslangi¢ kosulu olan xo=5 noktasi ikinci araliktadir ve
bu aralikta ¢o6ziim varligi ve tekligi garanti altina alinmis olur.

Lineer sabit katsayill homojen diferansiyel denklemlerin katsayilari zaten -eo < x < + oo
araliginda sirekli oldugundan ¢6zim tim x degerleri icin gecerli olacaktir. Ancak bir
diferansiyel denklemi ¢ézme ile bir baslangic deger problemini ¢6zme arasindaki ayrimi
gdérmemiz gerekir. ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemin ¢dziimiinden ¢, ve ¢y’nin
alabilecegi sonsuz degere karsilik sonsuz adet ¢dziim vardir. Verilen iki kosul i¢in bu sabitler
belirlenir. Birinci olasilik bu iki sarti ayni noktada (ayni x, degeri icin) vermektir. Bu bizi
baslangic-deger problemine gotlirlir ve igerisinde x'in yer aldigi bir aralikta ¢éziimin
garantisi vardir. Ancak iki sart farkli x degerleri igin verilmisse ki bir sinir-deger problemimiz
var demektir. Yukarida verilen Teorem-3-1, bu tlr bir problemin ¢éziimiiniin olup olmadigi
konusunda bir garanti vermez. Sadece c¢; = ¢, elde edilebilen sartlarda sinir-deger
probleminin ¢éziminin varligindan ve tekliginden so6z edilebilir.

Ornegin;
X

y'+2y' =3x%y =x’e 7 y(0)=2, y'(0) =5 tekbir ¢bziim garanti olmasin karsin,

X

y'+2y'-3x%y = xe”
¢6zim bulunmayabilir.

y(0)=2, y'(8) =3 denklemi igin ¢6ziim tek olmayabilir, hatta higbir

Ornek 3-2
Kararli rejimde L kalinligindaki duzlemsel bir duvar icerisindeki sicaklik dagihmi y"=0

denklemiyle verilir. Burada y , x noktasindaki sicakligi temsil ediyor. Verilen denklemin genel
¢6zUimund ve asagidaki durumlar icin 6zel denklemlerini elde ediniz.

a) y(0)=10, y'(0)=-5
b) y(0)=10, y(L)=0
c) Y(©0)=-5,y(L)=10
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d) y(©0)=-5, y(L)=-5

Coziim:

Cozlim arahigimiz 0 < x < L olacaktir. Art arda iki kez integre edersek genel ¢6ziim;
Yy =C;X + C, olur. Bu ise egimi c; olan bir dogru denklemidir.

a.

y'(0)=-5 }c1=-5
y(0)=10 }10=-5.0+c;,c; =10
Y(X)=-5.X+10 elde edilir. Diger higbir kosul bu sartlari saglayamaz. Dolayisiyla

verilen baslangi¢c-deger probleminin tek ¢ozimdir.

b. Sabitler belirlenirse c,=10, ¢, =—% bulunur. Bu durumda y(x) = —%X +10

d.

Buda verilen kosullar icin elde edilebilecek tek ¢6ziim oldugundan sinir-deger
problemi tek bir ¢6ziime sahiptir.

Verilen kosullar igin y’(0)=-5 } c;=-5
y'(L)=10}c;=10

bulunur ki bu imkansizdir. Dolayisiyla verilen kosullar icin problemin ¢6ziimi yoktur.
Fiziksel olarak problem duvarin her iki yanindan i1si verilmesini ve kararli rejim
olusmasini 6ngérmektedir ki bu imkansizdir.

Verilen kosullar icin y’(0)=-5 } c;=-5

y'(L)=-5}c1=-5
dolayisiyla y(X)=-5x+cC, elde edilir ki bu ¢6ziim c, ‘ye bagl oldugundan tek
¢6zim degildir. Fiziksel olarak bu problemin duvarin bir tarafindan verilen isinin
diger tarafindan ayni hizla uzaklastirildigl bir duruma karsilik gelir. Bu ise duvar
icerisindeki sicakhk dagilimini bulma igin yeterli bir bilgi degildir.

3.2. LINEER BAGIMSIZLIK VE WRONSKIAN FONKSiYONLARI

Verilen bir aralkta bir fonksiyon diger bir fonksiyonun bir sabitle carpimindan elde
edilebiliyorsa bu iki fonksiyon lineer bagimlidir denir. Aksi durumlar igin lineer bagimsizlik
s6z konusudur. Diger bir ifadeyle iki fonksiyonun orani sabit bir sayi ise lineer bagimhlik
vardir denir.

=3e*
Y x}jﬁ:% (lineer bagimlilik)
y2 = 28

=1
h }:Lzl (lineer bagimsizlik)
Y, =X Y. X

Bu ifadeyi daha genellestirmek icin c;y; + ¢y, = 0 seklinde verilen y; ve y, fonksiyonlarinin
lineer kombinasyonunu dikkate alalim. Eger x; < x < x, araliginda c;y; + ¢y, = 0 iliskisi sadece
¢;=c,=0 icin saglaniyorsa y; ve y, lineer bagimsiz fonksiyonlaridir denir.
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Ornek 3-3 Lineer bagimsiz fonksiyonlar
-0o < x < +oo araliginda asagidaki fonksiyon ciftlerinin lineer bagimli veya bagimsiz
olduklarini belirtiniz.

a) yi=6x,y,=2
b) \’1=)(2,\’2=X3
c) yi=e",y,=e™
d) y1=ex,Y2=ezx

Coziim

(@) =—=
Y

=3X (bagimsiz)

TS . ——
X

X
2
3

Y
X

6
X
X
Yi
e

(c) 2L ==— =e*(bagimsiz)
Y2

Y e—x =e " (bagimsiz)

y, e’

2
€

x

<

(d)

iki Fonksiyonun WRONSKIAN'1

Yukaridaki 6rneklerin disinda {i¢ ya da daha fazla fonksiyonun lineer bagimsizligini bulmak
durumunda kalindiginda daha genel bir yola ihtiyag vardir. Biz bunu y; ve y, seklinde iki
fonksiyon icin gosterip genellestirecegiz. Belirli bir aralikta verilen y; ve y, fonksiyonlari,
tim xX'ler igin ;

Yi Y2
Y oYh

W = #0 ise

bu iki fonksiyon lineer bagimsizdir denir. Aksi halde lineer bagimhlik vardir.

Ornek 3-4
Asagidaki fonksiyon ciftleri icin lineer bagimli veya bagimsiz olduklarini gosteriniz.

(a) yy =x+1,y, =x*
(b) y, =sinXx, y, =cos X

(€ y,=x>, y, ==2x°
Cozim
@ W =YY, —¥'¥s =(X+D(2X) —1(x*) = —X(X+2) £ 0

(b) W =sin Xx(—sin X) —cos X.cos X =—1#0

(© W =x3(=6x%) = 3x?)(—2x>) =0 (lineer bagimh)
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Genellestirirsek, n adet y;, y,, ... y» fonksiyonunun x; < x < x, araliginda her birinin (n-1)
adet tlrevi varsa bunlara ait W determinanti;

Y1 Yo o Yn
Y Y Y

W =|. . . # 0 ise bu fonksiyonlar lineer bagimsizdir.
yl(nfl) ygnfl) r(]n—l)

3.3. HOMOJEN DENKLEMLER TEORISi

y" =0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimiine tekrar bakallm. y=c,;X+c, genel ¢6zimini
y1=x ve y,=1 almak suretiyle y=c,y, +C,Y,olarak ifade edebiliriz. Buna gére asagidaki
stiperpozisyon ilkesi yazilabilir.

“Eger y; ve y, lineer homojen bir diferansiyel denkleminin ¢ozimleriyse (
y'+P(X)y'+Q(x)y=0), y=c,y, +C,Y, de bu denklemin bir ¢c6zimidr.”

Ornek 3-5 Siiperpozisyon ilkesi (Homojen Denklemler)

e ’in y”- 4y = 0 diferansiyel denkleminin bir ¢6zimu oldugunu, ayrica 5e in de ayni
denklemin bir ¢oziimi oldugunu gosteriniz.

Coziim
y”—4y = (e-2X +62X)_4(e—2x +e2X) — 4e*2X +4eZX _4e*2X _4e2X _ 0

Ancak bu durum homojen olmayan diferansiyel denklemler ve lineer olmayan diferansiyel
denklemler igin gegerli degildir.

Oyle goriiniiyor ki ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemler sonsuz sayida
¢6zlime sahiptir, ancak bunlarin ¢cogu ancak bir sabit carpan ile birbirinden ayrilmislardir

1 _
(e*, 3 e* 100 e, Ee X gibi). Yani ¢éziimlerin ¢ogu lineer bagimlidir. O halde bir lineer

homojen denklem lineer bagimsiz ka¢ tane ¢Oziime sahip olabilir? Bunun cevabi,
diferansiyel denklemin mertebesi sayisincadir.

Teorem: Siiperpozisyon ilkesi
y"+P(X)y'+Q(X)y = 0 denklemi, x; < x < x, araliginda stirekli olan P(x) ve Q(x) fonksiyonlari

icin, her zaman y; ve y, lineer bagimsiz iki ¢c6ziime sahiptir. Ayrica bu araliktaki herhangi bir
¢6zlim bu iki ¢6ziimin lineer kombinasyonu olarak;

Yy=Cy +C ¥,
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seklinde ifade edilebilir.

3.4. SABIT KATAYILI HOMOJEN DENKLEMLER

ikinci mertebeden sabit katsayili homojen bir diferansiyel denklem sistematik bir yolla
kolayca ¢ozilebilir. Degisken katsayili denklemler icin is daha zordur. Ve bu tiir denklemler

genellikle sonsuz seriler cinsinden ¢ozillrler.

Simdi ay”+by’+cy =0denklemini dikkate alalim. Burada a, b, c¢ sabit katsayilardir.

Dolayisiyla ¢ozlim araligimiz -eo < x < +oo olur. Bu tiir bir denklem her zaman y; ve y, gibi
lineer bagimsiz iki ¢6zlime sahiptir ve denklemin genel ¢6zimii

y=Ciy1 +Cr Y
seklinde ifade edilir. Peki y; ve y, ‘yi nasil elde edebiliriz...

ay” + by’ +cy =0denklemine dikkatli bakildiginda ¢6zim fonksiyonlarini ve tirevlerini
belirli sabitlerle ¢arparak topladigimizda tiim x degerleri igin sonucun sifir olmasi gerektigi

anlasilmaktadir. Dolayisiyla ¢6zim fonksiyonu ve tirevleri en fazla bir sabit ¢arpan farkiyla
benzer olmalidir. Buna uyan tek elementer fonksiyon e™ fonksiyonudur (m=sabit).
Ornegin;

y=e™, y'=me™, y’ =m’e™ gibi.
y = e™ ¢dziim teklifi diferansiyel denklemde yazilirsa,

a(m?e™)" +b(me™) +c(e™) =0 veya,

e™(am? +bm+¢)=0 olur.

Esitligin sifir olabilmesi icin €™ # 0 oldugundan;

(am? + bm +¢) =0 olmalidir.

Bu denkleme karakteristik denkleme diyecegiz. Bu denklemin kokleri olan m; ve m, ise
karakteristik kdkler olup;

~b3b? -4ac
2a

m,=

ifadesinden hesaplanir. Dolayisiyla iki kok icin elde edilecek iki ¢6ziim fonksiyonu ;

X olur.

y; =" ve y, =e™
Eger m; ve m; farkh reel sayilarsa bu iki ¢6ziim lineer bagimsizdir. Ancak koklerin esit olma
ve kompleks olma ihtimalleri de vardir.
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1. Durum: Farkli iki reel kok m; = m,

Bu durumda y; ve y, lineer bagimsiz olacagindan denklemin genel ¢6ziimii

my X

y=c,e™ +c,e™* olur.

Ornek 3.6
y"+y'—2y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiini bulunuz .

Coziim:

Karakteristik denklem m? +m—2=0 veya (m-1)(m-2)=0, m=1ve my=-2,

X -2X

Ornek 3.7

Silindirik yapih (D ¢apinda L boyunda) aliminyum kanatlar sicak ylizeylerden isinin
uzaklastirilmasinda yaygin olarak kullanilir. Béyle bir kanat igerisindeki sicaklik dagilimi,
T=T(x)
T"-AT =0, /1=4—h>0
kD
diferansiyel denklemiyle tanimlanir. Burada h kanat ile cevresi arasindaki isi transfer
katsayisi, k kanat malzemesinin isi iletim katsayisidir.

L=0.5m

A=4m™
T(0)=200°C
T'(0) =—480 °C/m

verildigine gore kanat boyunca olan sicaklik dagilimini ve kanat ucundaki (x = L=0,5 m)
sicakligi belirleyiniz.

Cozim:
Bu bir baslangi¢c-deger problemidir ve

T"4T =0
T(0) = 200
T'(0) = -480

seklinde 6zetlenebilir. Karakteristik denklem

m? —4=0, m;=2 ve m,=-2 bulunur.

Buna gore ;
T(x)=ce ?* +c,e** elde edilir. Ayrica,
T'(x)= —2C1672X + 2C2e2X yazilarak kosullar yerine konulursa;
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T(0) = 200 = c;+c, = 200
T'(0) = -480 - —2¢,+2¢,= —480

sisteminden ¢,=220, ¢,=-20 elde edilir.
Béylece T(x)=220e~2* —20e>*
Kanat ucundaki sicaklik i¢in x=0.5 alinirsa,

T(x=0.5m)=220e 2% —20e*%3 =26.57 °C

2. Durum: Esit gergek iki kok m; =m,

Eger b? —4ac =0 ise karakteristik denklemin reel ve esit iki koki olur. Bu durumda

Ozdes iki ¢6zlim vardir.

(7b

Y1 =e™ =™ =™ =¢e 2"

olur.
Lineer bagimsiz ikinci ¢c6zimi elde etmek icin mertebe disiirme yontemi uygulanir. Bu

—[P(x)dx

€

yontemde Y, =v(X)Yy olarak verilir ve U(X)=J.42dx tanimlanir.
Y1

ay” +by’+cy =0 diferansiyel denklemi y”+§y'+§>'=0 yazilirsa P(X):g dir.

Buna gore v(X) = j—dx= X bulunur.

Buradan Yy, = Xy, olur. Dolayisiyla diferansiyel denklemin genel ¢6zimu

y=y,+Y, =c,e™+c,xe™ =e™(c, +C,X) olur.

Ornek 3-8 (m1 = m2) durumu

y"+6Y'+9y =0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim:

Karakteristik denklem m*> +6m+9=0 (m+3)*> =0 veya m; =m, =-3 bulunur.

Buna gore Yy =e‘3x(cl +C,X) olur.
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Durum 3: kompleks kék durumu (M, =aFif) A= b? —4ac <0 kékler kompleks

olur.
. b V4ac—b?
Burada 1 =+/—1 a=—£ ve [3:% dir.

Simdi Y, ve Y, ¢6ziimlerine bakalim.

Y, = eMX _ g(atif)x _ qax o ol fX

y2 _ emzx _ e(a—iﬂ)x _ eax Xe_iﬂx

Y=Y1t+tY¥,= AeOtXein o Beaxe_iBX — ™ (AeiBX n Be_iBX)

burada A ve B keyfi sabitlerdir. C6zim fonksiyonu komplekstir ancak gergek fonksiyonlarla

da ifade edilebilir.

e X =cosx —isinXx . _ _
i L Taylor serisi agilimindan elde edilerek yerine konulursa;
e” =cosX+isinX

AeP* 1 Be X = A(cosPx +isinBX) + A(cospx —isinfXx)

=(A+ B)cospx +i(A—B)sinBx

= C,Cospx + C,Sinpx
olur. Burada C, = A+ B ve C, =i(A-B) olarak keyfi sabitlerdir. Boylece aranan
genel ¢6ziim

y =e®*(C,Cospx + C,Sinpx) olur.

Ornek 3-9 (ml,2 =at iB) durumu

y"—2y'+ 3y =0 diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

Coziim:

2_2m+3=0

_—b$ b —4ac — \/‘ —4><1><3|

olur. Buradan o =1ve f = V2 oldugundan
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y= eX(C1C05\/§x + CZSin\/Ex) bulunur.

3.5. HOMOJEN OLMAYAN DENKLEMLER TEORISi

ikinci mertebeden lineer, homojen olmayan bir diferansiyel denklem
y"+P(x)y’ +Q(x)y =R(x)
Bu denklemin homojen hali R(X)ZO icin elde edilir. Buna gére homojen kismi

Yn =C Y, tCY,

formunda olacaktir. Buna karsin herhangi bir keyfi sabit icermeyen ve homojen olmayan
denklemi de saglayan ¢o6zim bir 6zel ¢6zim olarak adlandirilir. Bir sonraki adimda, elde
dilen homojen kismin ¢ozimi tiim denklemin ¢6zimi olacak sekilde degisiklige ugratilir.
Bu, asagidaki teorem ile yapilir:

Teorem: egerY,, y"+P(x)y’+Q(x)y = R(x) denkleminin bir zel ¢oziimii ise bu halde
denklemin genel ¢6zimi
Y=Yn*VYs =C¥1 +C2¥Y2 + Vs
olur. P, R ve Q fonksiyonlari X; <X <X, araliginda siirekli fonksiyonlardir. Burada sunu
belirtelim ki 6zel ¢6zim tek degildir. Homojen olmayan diferansiyel denklemi saglayabilecek
cok sayida ¢dziimler vardir ve bunlardan herhangi biri 6zel ¢dziimiin yerini alabilir. Ornegin
y"—4y =8 denkleminin homojen kisminin ¢ézimi y(x)=c,e 2 +c,e** dir. Bu
¢6zUmin homojen olmayan denklemin de genel ¢6zimi olabilmesi i¢in bir 6zel ¢oziime
ihtiyag vardir. Kontrol edilirse y =—2 nin verilen diferansiyel denklemi sagladigi gorlar.
Boylece homojen olmayan diferansiyel denklemin genel ¢6zimi,
y(x)=c,e ™ +c,e® -2

X hatta

olur. Biz, 6zel ¢ozim olarak y=-2+e* veya Yy=-2+4e
y=-2- (3e_2X + 5er> ifadesini de se¢sek homojen olmayan denklemin yine saglandigini
goriirtiz. Bunun nedeni, iki ¢dziimiin lineer kombinasyonlarinin da ¢6ziim olmasidir. Burada,
Y, =—2 ¢6zUmu en basitidir. Homojen olmayan denklemin genel ¢6ziimi, 6zel ¢6zimin

seciminden etkilenmez. Sonugta homojen kismin ¢6zimi Yy, =C,Yy, +C,Y, halinde ifade

edileceginden, ortak paranteze almak suretiyle, genel ¢6ziim yine y =c,y, +C,Yy, —2 olur.
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Homojen olmayan terim R(X) genellikle birkag terimden olusur ve bazen her bir terime

karsilik gelen 6zel ¢oziimler elde edilerek toplanabilir.
Teorem: Siiperpozisyon ilkesi

Eger, Vo, ¥"+P(X)y’+Q(x)y = R,(x) diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢ozimii ve Y,,,
y"+P(x)y' +Q(x)y =R,(X)  denkleminin bir &zel cBzimi ise Yy + Yoo,

y" + P(X)y" +Q(x)y = R, (X)+ R, (X) denkleminin bir 6zel ¢éziimidiir.
3.6. HOMOJEN OLMAYAN DENKLEMLER; BELiRSiZ KATSAYILAR YONTEMI

Homojen olmayan bir diferansiyel denklemi ¢ézmenin en basit yolu belirsiz katsayilar

yontemidir. y" + P(x)y’ + Q(x)y = R(x) diferansiyel denklemi sabit katsayi halde yazilirsa,
y" +by'+c=R(x)

elde ederiz. R(X) teriminin alacagi bazi 6zel haller i¢in bu ydntem son derece kullanighdir.

Bunlar:

1. X

R(x)=k

(x)

3. R(x)
)

— sabit

X

2. ( )—) x'e bagh bir polinom

Ae® — ustel fonksiyon

»

R(x)= Asinax veya B cosax

v

veya bunlarin sonlu sayida carpanindan olusmus fonksiyonlar, Ae* P, (x)sinax

gibi.

Her ne kadar R(Xx) igin verdigimiz bu haller ¢ok kisitlayici gériinse de uygulamada
karsilagilan ¢ogu problem bu sinifa girmektedir. Eger denklem degisken katsayil ise,
metodun bir garantisi yoktur. Ayrica, 1/X veya tanx gibi sonsuz sayida lineer bagimsiz
turevi bulunan R(X) formlari igin de metot pratik degildir. Bu tiir durumlar igin ileride
goriilecek olan sabitin degisimi yontemi daha uygun olmaktadir.

Ornek 3-10 R(X) =gk

y" —4y =10e** diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:
Vs = Ae** alalim ve verilen denklemi saglamasi icin A sabitinin ne olmasi gerektigine
bakalim.

ys =3Ae’*
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y4 =9Ae*
oldugundan 9Ae* —4Ae* =10e* > A=2

Dolayisiyla 6zel ¢6ziim Yy, = 2e% olur.

Not: Ozel ¢dziimiin sabit bir sayi ile carpimi bir baska ézel ¢6ziim olmaz.
Ornek 3-11 R(x)= sinax

y"+y'—3y =6 sin2x diferansiyel denklemini ¢éziiniz.

Cozum:
Ys = Asin 2X
ys =2Acos2x ; denklemde yazalim.
y§ =—4Asin 2X

—4Asin2x +2Acos2x — 3Asin2x =6 sin2x
sin 2x(—4A —3A)+ 2Acos 2X = 6sin 2X

A:—g, 2A=0, A=0 buluruz ki bu imkansizdir. Peki nerede hata yapilmistir? Sorunun

cevabi basittir. Onerilen ¢dziimiin tiirevleri lineer bagimli olmayan fonksiyonlar
tiretmektedir. Dolayisiyla énerinin Y, = Asin 2X + B cos 2x seklinde olmasi gerekirdi.

Buna gore y; =2Acos2Xx — 2B sin 2x
y5 = —4Asin2x — 4B cos 2x

—4Asin2x —4Bcos2x +2Acos2x —2Bsin2x —3Asin2x — 3B cos2x =6 sin2x
sin2x(~4A - 2B —3A)+ cos2x(~ 4B + 2A - 3B) =6 sin2x + 0.cos 2x

—-7A-2B=6

ikinci esitlik 7, birincisi 2 ile ¢arpilirsa
2A-7B=0

—-14A-4B =12
14A-49B =0

_53B=12>B=—2
53

ATB_1(12) 42
2 2\ 53 53

Yo = —%(sian +7 cos 2X)
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Ornek 3-12 R(x)=P, (x)
y" + 2y’ — 4y =8x? diferansiyel denklemini ¢bziiniiz.

Cozim:

Cozum teklifi y, = Ax? + Bx + C seklinde olmalidir.
ys =2Ax+B

Y5 =2A

2A+4AX+2B—4Ax* —4Bx—4C =8x?
x?(—4A)+ x(4A—-4B)+2A + 2B — 4C =8x?

—4A=8
4A—-4B=0 denklem sisteminden A=B=C =-2
2A+2B-4C=0

Yo =—2(x% +x+1)

Not: Eger y,=ax’+bx® +cx+d teklifi yapimis olsaydi a=0, b=c=d=-2
bulunacakti.

Ornek 3-13 Ozel ¢oziimlerin siiperpozisyonu
y'+2y' —4y=8x> —3x+1+2sinXx+4cosx—6e* diferansiyel denkleminin bir 6zel
¢6zUmuni bulunuz.

Cozim:
Verilen denklem y"+2y'—4y= (8X2 - 3x+ 1)+ (2 sin X + 4 cos X) — (Gezx) seklinde
yazilirsa, aranan 6zel ¢6ziimiin

Yo = (AX? + A+ A, )+ (B, sin x + B, cos 2x)+ Ce?* formunda olacagin

soyleyebiliriz. Bu sekilde yj ve yg tirevlerini alarak ve verilen diferansiyel denklemde

yerine yazarak A ,A,,A;,B;,B,,C seklinde alti katsayiyi belirlemek mumkiindir. Ancak
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bu uzun ve hata yapmaya elverisli bir yol olur. Bunun yerine problemi li¢ asamada ¢6zmek
ve sonugcta her asamada elde edilen 6zel ¢ozlimleri toplamak da ayni sonucu verecektir.

R, (X)=8x* =3x+1 igin Y, = A x> + A, X + A,
R,(X) =2sinx+4cosX igin Y, = B, sinX + B, cos X
R;(x) =—6e** igin y,, = Ce”

yazilarak ¢6ziim yapilirsa

Yor =—2X° +1.25x +0.375

2 . 24
Yoo =—53|nx—5cosx Yo = Yo1 + Yoo + Vg3 Olur.

2 2x
Yos :_§92

Ornek 3-14 Ozel ¢oziimler (Fonksiyon carpimlari)
y"+ 2y —4y=xe* +5e®* denkleminin bir 6zel ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim:
Onceki 6rneklerden farkli olarak burada xe?* seklinde fonksiyon carpimi vardir. Ozel
¢6ziimun yapisi hakkinda bir fikir edinmek icin bu fonksiyonun ilk iki tirevine bakalim.

R, (x)= xe*

R/(x)=e** +2xe™ ve R/(x)=2e*+2e* +4xe™

Goruldigu gibi turevlerden e ve xe?* gibi lineer bagiml olmayan iki ifade gelmektedir. O
halde onerilecek 6zel ¢6ziim bu iki ifadenin lineer bir kombinasyonu seklinde olmalidir.
Dolayisiyla

y, = Axe” + Be™ = (Ax+ B)e”

Denklemin sagindaki 5e2* terimiise Ce?* seklinde bir ifadeyi getirecektir. Ancak bunu da
Be?* terimi ile zaten dikkate almis oluyoruz. Birinci ve ikinci turevleri alip diferansiyel

denklemde yazalim:
y5 = Ae™ +2( Ax+B)e*
y§ =2Ae** +2[Aezx +2( Ax+ B)ezx] denklemde yazilirsa

y§ =4Ae”* + 4Axe™ +4Be™

le?*(4A+4B)+ 4Axe? |+ 2Ae? + 4AXe? + 4Be? — 4Axe? —4Be? = xe'* + 5e?'

e [4A+4B +2A+ 4B —4B]+ xe” [4A+ 4A - 4A]= xe® + 5"

6A+4B =561 +4B=5>B=1[5_3
4 4° 72
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4A=1—> A:1 ve B:Z
4 8

o o0 S 1 7 2X
Boylece 6zel ¢ozim Yy, = ZX +§ e“” olur.

Burada sunun altini cizmemiz gerekir: Fonksiyonlarin carpimi seklinde verilen bir R(X) igin

teklif edilecek olan 6zel ¢6ziim, carpima katilan her bir fonksiyonun 6zel ¢oziimlerinin
carpimidir.

2X

Ornedin R(X):Xe icin X’den dolayi AX+ B ve e*’den dolayi Ce?* &énerilmelidir.

X & e _ 2x _ 2x
Dolayisiyla Xe” igin y, = (AX + B)Ce _(&gx + EQJE

Ky Kz

Yo = (K1x+ K2)92X olmalidir.

Ornek 3-15 Baslangi¢-deger problemi

T,=20 °C sicakligindaki hava ortaminda bulunan bir kanatciktaki sicaklik dagilimi
T"—/i(T —Th):O ile tanimlanir. A1=4, T(O)=200 °C, T'(0)=—420 0C/m ve
T, =20 °C verildigine gore kanatgiktaki sicaklik dagilimini bulunuz.

Cozim:
Verilen baslangi¢c-deger problemi

T"—4T =-80; T(0)=200; T'(0)=-420 olarak 6zetlenebilir.
Denklem ikinci mertebeden sabit katsayili homojen olmayan bir diferansiyel denklemdir.
Karakteristik denklem m* =4 =0, m=F2 olur. Dolayisiyla homojen kismin genel ¢6ziimii

T(x)=C,e™?* +C,e*
denklemin sag yani, yani R(x) sabit oldugundan y; = A teklifi uygundur. yj =yg =0 alarak
denklemde yazalim.

0-4A=-80, A=20
Dolayisiyla Y, =20 olur. Buna gére homojen olmayan denklemin genel ¢6zimi
T(x)=Ce™?* +C,e** +20
Verilen kosullari kullanmak Uizere
T'(x)=—-2C,e ™ + 2C,e** yazlarak
T(0)=200 - C, +C, =200

T'(0)=-420 — —2C, +2C, = —420
,=-15

(@)
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C, =195 olarak elde edilir. Bdylece aranan denklem

T(X): —15e72* +195e2* olur.

Not: Verilen baslangi¢ sartlarinin problemin genel ¢6ziim denklemine uygulanmasi gerektigi
unutulmamahdir. Sadece homojen kismin ¢6ziimine veya o6zel ¢6ziime bu sartlar
uygulanmamalidir.

3.7. HOMOJEN OLMAYAN DENKLEMLER: SABITiN DEGiSiMi METODU

Bir onceki bélimde anlatilan belirsiz katsayillar metodu oldukca basit ve diiz bir mantikla
hareket etmeyi gerektirir. Ancak iki 6nemli dezavantaja sahip olmasi bu metodun
genellesmesini engellemigstir. Bunlardan biri denklemin sabit katsayili olmak zorunda olmasi,
bir digeri homojen olmayan kismin - R(X) - belirli tiplerde olmasi gerekliligidir. Bu iki eksikligi

gideren metot sabitin degisimi metodudur. Tek dezavantaji homojen kismin ¢ézlimiiniin
yapilmis olmasini gerektirmesidir. ilk defa Lagrange tarafinda gelistirildigi icin Lagrange
Teoremi veya Green Teoremi olarak bilinir.

Onceki bolimden bildigimiz gibi y”+ P(x)y’+Q(x)y = R(x) diferansiyel denkleminin
homojen kisminin yani y”+P(x)y’+ Q(x)y =0 denkleminin y,ve Y, gibi iki tane lineer
bagimsiz ¢6zim fonksiyonu vardir ve bu ¢ézim Yy, =C,y, +C,y, seklinde bu
fonksiyonlarin lineer bir kombinasyonudur. Bu ¢6zim metodunun arkasindaki temel fikir

Yo =U1yp +UyY,
formunda bir 6zel ¢6ziim arayisidir. Bdylece su sorunun cevabi aranir: Homojen kisminin
¢6ziimiinde yer alan C; ve G, sabiti nasil birer u(x) ve u,(x) fonksiyonlari olmal ki yukaridaki

ifade homojen olmayan diferansiyel denklemin bir 6zel ¢6ziimi olabilsin.

iki tane bilinmeyen fonksiyonu belirleyebilmek icin iki denkleme ihtiya¢ vardir. Bunlardan
biri ys; ¢6zimiinln diferansiyel denklemi saglama sartindan, digeri ise bu iki fonksiyonun

bizim tarafimizdan secilecek bir sarti saglamasindan elde edilir.

yr; = (ullyl +u;y2)+(u1y; +U2y;), u, =u,(X), U, =u,(x)
Simdi kendi sartimizi (butinler sart)

ule + U;Y2 =0

olacak sekilde belirleyelim. Bunu dikkate alarak ikinci tiirevi alalim.
Yg =Ury1 +Uzyy +Upyj +UsY)

Simdi de y; ve y; ifadelerini diferansiyel denklemde yerine koyalim. Boylece asagidaki
ifadeyi elde ederiz.
Uy (Y7 + Py; +Qy)+U, (Y3 + Py; +Qy,) + ujyy +Uzy; = R(X)
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Ancak y; ve y, ilgili homojen denklemin ¢6ziimi olduklarindan parantez igleri sifir olur.
Boylece

Uy +uyy; = R(X)

denklemi bulunur. Bu denklem ile bitinler sart olarak elde ettigimiz denklemin (
uyy, +uyy, = 0) olusturdugu denklem sisteminin ¢éziimiinden,

ull - _ y2R(X) ve Ué — le(X)

Y1¥s = YiYa Y1¥5 = YiYa

bulunur. Her iki denklemin paydasindaki Y, y; - yl’yz Wronskian degeri olup, y; ve y, lineer
bagimsiz oldugundan her zaman sifirdan farkh degerler alir. Boylece aradigimiz fonksiyonlar,

o[ VRO _YRM)

Y| y; - yl,yZ j Y| yz yl yz

olacaktir. Buradaki integrallerin sonucunda gelecek sabitlerin dikkate alinmamasi aranan
genel ¢6zUmu etkilemez. Bu ylzden integral sabitleri bu asamada dahil edilmez. Boylece
Ozel ¢6ziim elde edildikten sonar, genel ¢6zim,

Y=VYn+VYs =CYy +Cp¥y +UY Uy, = (U +C)Yy +(Uy +Cy)Y, oOlur.

Yukarida u; ve u, nin elde edilmesi sirasindaki integraller bazen analitik olarak
alinmayabilirler. Bu durumda sayisal integral alma yoluna gidilir.

Ornek 3-16 Sabitin degisimi metodu
X

y' =2y’ +y= & diferansiyel denkleminin genel ¢6ziminl bulunuz
X .

Coziim
_2m+1=0 = m, =m, =1 oldugundan homojen kismin ¢6ziimi
X X o ool Q X X 4 e
Yp =Ce” +Cyxe” Acika goriluyor ki Yy, =e”, Yy, =Xe'tir. Ayrica R(X)=— ve
X
y; =e* y, =e* +xe* =e*(x+1) oldugundan

W =y,y5 — Yy, =eX(e* +xe*)—e*xe* = e?* + xe?* —xe** =e** olur.

R(x xe*e*
u (x) = _[yz ™) i ——f ——jdx——
Boylece
y,R(X) e¥e* dx
U, (X) = dx = dx = =Inx
2(X) I erX ” n
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Dolayisiyla aradigimiz 6zel ¢6ziim,

Ys =U,Y, +U,Y, =—Xe* +xe* InXx ve genel ¢6ziim,

y=cCY,—C,Y,+Y, =Ce*+cC,xe* —xe* +xe"Inx

y=ce*+K,xe*+xe“InX olur. K,=C, -1 dir.
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3.8 EULER DENKLEMLERI

Simdiye kadar sabit katsayili lineer denklemler Uzerinde durduk. Katsayilarin degisken
olmasi durumunda ise sadece bazi 6zel durumlar disinda, basit bir ¢6ziim yolu yoktur. Sabit
katsayili lineer bir denkleme donistirilebilen Euler (veya Euler-Cauchy) denklemi buna bir
ornektir. Denklem,

X*y" +bxy’ +cy = r(x)
formunda verilir ve b, ¢ sabitlerdir. Euler denklemi genellikle

b C
y'+=yY'+—Yy=R(X), x=0 standart seklinde verilir. Agikca goriliiyor ki x=0 icin
X X

¢O6ziim yoktur.Dolayisiyla ¢6zim araligi bu noktayi haricte birakacak sekilde secilmelidir.
Ayrica mutlak deger isaretini kullanmamak icin x > 0 durumlari incelenecektir. Ancak x<0
icin de ¢ozimler yapilabilir. Euler denklemi sabit katsayil lineer bir diferansiyel denkleme
doénustirmek icin x=e' veya t=Inx déniisiimi uygulanir. Béylece denklem,

2
j+(D=1)y+cy =r(e') halini alr. Burada, ¥ =%, y = (jjtzy

dir.

Ornek 3-17 Euler Denklemi,
x>0 olmak tizere X*y” —2xy’ — 4y = 0 diferansiyel denklemini ¢ziniiz.

Coziim
Verilen denklem bir Euler denklemidir. Denklem standart formda yazilirsa,

y”—gy'—iyzo olarak,
X

x2
EE—E =>b=-2
X X elde edilerek
(o 4
—25——2 =c=-4
X X
2
u Rl -4y=0
dt> dt

Bu ise ikinci mertebeden, lineer, sabit katsayili ve homojen bir diferansiyel denklem olup
karakteristik denklemi

m?>-3m-4=0 = m; =—1 ve m, =4 bulunur. Buna gére dénusttirilmis denklemin
genel ¢cozimij,

y(t)=c,e +c,e* olur. Ancak t=Inxoldugundan,
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y(X) — Cleflnx + Cze4lnx

=il 4
— Cleln)( +C2elnx
c
==L +¢,x*
X
Not: e™ =u

Euler denklemlerinin genel ¢6zimd, alternatif bir yol izlendiginde, asagidaki gibi de
Ozetlenebilir.

x>y" +bxy’ + cy = 0 diferansiyel denkleminde y=x"dénisiimii uygulandiginda denklem,

xr[r2+(b—l)r+c}=0 halini alir. Bu denklemin r; ve r, kokleri icin su genellemeler

yapilabilir.

1 y=c¢|{"+c,|x> , 1 =r, gercekkokler

r
)

2. y=(c; +c, In[x|)|x

rn=r, =r gercek kék

3. y=[X" [c; sin(Bln|x|+ ¢, cosBIn[x)], r,=a=xip

Burada c¢; ve ¢, sabit olup x>0 icin mutlak deger isaretleri kaldirilabilir. Eger ¢6zim

—o0 < X <0 araliginda araniyorsa |X| = —X alinir.
Bunlarin disinda eger Euler denklemi
(X=X%)*y"+b(X=%,)y"+cy =r(x)

formunda verilmis olabilir. Bu durumda;
a) y=(Xx- Xo)r
b}-t=x-%x, ve y=t'

c)- Xx—Xx, =¢€'

donitstimlerinden biri uygulanarak verilen denklem sabit katsayil hale getirilebilir.
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Ornek 3-18 Metotlarin karsilastiriimasi

X>y"—2xy’'—4y =0 Euler denkleminin x>0 igin ve y=x"dénusimii yaparak genel
¢6zUimund bulunuz.

Coziim

y=x", y'=re"" ve y"=r(r-1)e"* eldeederek verilen denklemde yazalim.

xz[r(r —I)XH]—ZX[FXH]—4Xr =0, x" [r2 -3r —4]= 0 denklemine ulagilir. x>0
oldugundan X" # 0, dolayisiyla parantez ici sifir olmalidir. Buna gére r=-1ver=4
bulunarak genel ¢6ziim;

. ©
y=c|X" +c,[x" = y=cx" +c,x* ==L +c,x* elde edilir.
X

Ornel 3-19 Euler denklemleri (Ozel ¢6ziimiiniin bulunmasi)
x>0 olmak Uzere x“y" —2xy'—4y =10x diferansiyel denkleminin genel ¢c6zimuni bulunuz.
Coziim
c
Bir 6nceki 6rnekten Yy = —l-i-CZX4 olarak elde etmistik. Her ne kadar denklemin sag yani
X

10x oldugundan akla ilk gelebilecek 6zel ¢6ziim teklifi y;=Ax+B olsa da, bu ¢éziime belirsiz
katsayilar metodu ile gitmenin bir garantisi yoktur. Dolayisiyla sabitin degisimi metodu
kullanilacaktir. Ozellikle denklemi, metodun uygulanabilecegi standart hale getirmeliyiz.

2, 4 1 c
y"__y'__2y=_0 . Y, =—+¢,x* oldugundan R(X)=£, Y, =l, y, = x

dir.

Wronkskianise; W =y, Yy, — Y|y, = l(4X3) — (—LZ)X4 = 5x” olur. Boylece;
X X

4
U, = _J'%dx = —I 10 dx = —x°

5x°
y,R(X) 1 1 2
U, = | ———dx=|———50x=——+
.= w Ix5x2 3x°
. > 1 2 5 -
Bu duruma gére Yy, =UYy, +U,Yy, =—X ;—3X3X4:—§X ve genel ¢dzim

C, P
Yy=Y,+Ys =—+C,X _EX olacaktir.
X
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3.9. iKINCi MERTEBEDEN SABIiT KATSAYILI LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
UYGULAMALARI

Ornek 3-20 S6niimsiiz Serbest titresimler

Surtinmesiz  bir yay-kitle sistemi denge

Kk halindeyken kiitle asagi dogru X, mesafesine
k kadar cekilip V, hizina ulastiktan sonra t=0 aninda
serbest birakilmistir. Yayin deforme olmamis
X m -—--g-- - o .
konumu x=0 olarak ve asagl yoni pozitif kabul
Statik ederek kitlenin konumunu zamanin fonksiyonu
durum g _____ Fm | x(t) olarak elde ediniz. Ayrica titresimin genligini

ve periyodunu belirleyiniz.

Cozim:
Yay-kiitle-sonlimleyiciden olusan bir sistemin hareket denklemi Newton’un ikinci
kanunundan

d?x  dx
md_2+CE+ kx = Fdls diferansiyel denklemi olarak elde edilir. Burada m yaya bagli cismin
t
kitlesi, ¢ sdnimleme katsayisi ve k yay sabitidir. Fy ise zorlanmis séniimleme durumlari
haric sifirdir. Verilen problemde sénimleme elemani yoktur (c=0). Ayrica dis kuvvet,

slrtlinme veya baskaca bir soniimleme kuvveti bulunmadigindan denklem
mX +kx =0

halini alir. Sartlar olarak X(0)=X, Vve X(0)=V, yazlabilir. Bu denklem ise lineer,

homojen ve sabit katsayilidir. Denklemi standart hale getirmek icin mile bélersek,

X+—x=0 veya X+ 0)(2))( =0 bulunur. Boylece karekteristik denklemimiz,
m

r’+w; =0, r=Fio, ve X(t)=c, cosm,t+C,sinmt c;ve c,sabitleri baslangig

sartlarindan belirlenirse,

C, =X,
Vv

c,=—">
@,

vV, .
elde edilir. Buna gore X(t) =X, cosa)ot+—°sma)0t bulunur. Agikga goruliyor ki bir
20
periyodik harekettir. irdeleme acisindan daha uygun olmasi nedeniyle bu ifade
trigonometrik bir dontisiimle,

X(t) = Acos(aw,t — @) seklinde verilir. A ve @’nin belirlenmesi igin cos(a-b) 6zdesliginden

yararlanilarak bu ifade acilir ve yukaridaki ifadeyle karsilastirilarak,
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Vo
X

¢ =tan™"

. \'
olup faz agisi adini alir. Elde edilebilir. Buradaki ¢ degerinin Asm¢=—0 ifadesini
2

saglamasi gerekir.

X(t) = Acos(aw,t — @) basit harmonik hareketi tanimlar. cos(x) fonksiyonunun alabilecegi

maksimum deger 1 oldugundan buradaki A maksimum genliktir. Boylece kiitle —A ve +A
arasinda salinim yapar. cos fonksiyonu 22N (n tamsayi) acilarinda 1 degerini alacagindan

27h +
ot —¢=2nn =t= T+ ¢ , n=0,12,3,.... olarak kitlenin maksimum genlik
®o
noktalarindan gececegi zamanlar hesaplanabilir. Ardisik iki maksimum nokta arasinda gecen
slreye periyot (T ) denildigini biliyoruz.

Buna gore,

n=0 icin t =—"—

. 2 2
n=1 Icin tZ:”—W:_ﬂ_Fi
20 W, @,

2 1 o
T=t,-t = il olur. Peryodun (T) tersi ise frekanstir (f) ve f = —=— seklinde ifade
@, T 27

/ k
edilir. Frekansin birimi gevrim/s olup kisaca Hz. ile gosterilir. @, = ,[— ifadesi ise sistemin
m

dogal frekansidir.
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Ornek 3-21 S6niimsiiz Zorlanmis Titresimler:

Bazen yay-kitle-sonlimleyici sistemleri mekanik sistem Ulzerine etki eden dis kuvvetlere
maruz kalir. Bu tiir kuvvetler genel olarak periyodik karakterli olup F, cos ot veya F, sin wt
gibi fonksiyonlarla temsil edilirler. Baglangigta hareketsiz bulunan (x(0)=0, x'(0)=0) bir
kutle-yay sistemini dikkate alalim. Dis kuvvet ise F, cos @t uyarinca zamanla degismektedir.
Sistem siirtinmesiz olup séniimleme elemani yoktur. (c=0) @ # @w,durumu igin kitlenin
konumunu zamanin fonksiyonu olarak elde ediniz.

Coziim
Hareketi tanimlayan diferansiyel denklem
k mx + kx = F cos ot olur. Standart formda ise

y F
X+ a)gx =—" coswt Denklemin homojen kisminin
m

[ m | X(0)=0 ¢6zUmU X, =C; cos wyt + C, sin w,t olurken 6zel ¢éziim

— x'©0)=0 F/m
Xw ©) icin Xy = g coswt elde ederiz. Boylece genel ¢6zim
Wy — @

Fret = Fo cos ot F,/m
)

X(t) =, cosa,t +C, sinawt + coswt

Fo

2 2

Baslangig sartlarini dikkate aldigimizda ise; ¢, =
m(wy — o

ve C, =0 elde edilir. Sonug

olarak aranan genel ¢6ziim,

Fo/m
X(t) =%(cos ot — cos wyt) olarak elde edilir.
1)

0

Ornek 3-22 S6niimlii Serbest titresimler
Sonumli serbest titresim hareketini tanimlayan diferansiyel denklem iix + ¢cX + kx = 0 olrak
verildigine gore, X(0) =X,, x'(0) =V, olarak bir kiitle-yay séniimleyici sistemindeki kiitlenin
konumunu

a) ¢2—4mk>0

b) ¢ —4mk=0

) ¢?—4mk<0

durumlariicin elde ediniz. Her Uc¢ egriyi bir x-t grafiginde gosteriniz.

Ornek 3-22 S6niimlii Zorlanmis titresimler
Yukaridaki 6rnegin diferansiyel denklemin

MX + cX + kx = F; cos ot olmasi halinde c? —4mk >0 durumu icin ¢cozlinliz.

- 69 -

Miihendisler igin Diferansiyel Denklemler
Engin/Cengel



Coziim

Xy = Acos ot + B sin wt

Fom(wg — o?)

m? (o — w,) + ¢ w*
B=Acw
X, =ce™ +ce™

Ornek 3-23 Elektrik Devreleri

ikinci mertebeden, lineer, sabit katsayili diferansiyel denklemlerin énemli bir uygulama
alanida,elektrik mihendisliginde siklikla karsilasilan, basit RLC devreleridir. Bu tiir bir devre
R direncine sahip bir rezistér, C sigasina sahip bir kapasitor (veya kondansoér) ve L
indiktansina sahip bir bobinden olusur.

R (Q)
VWW
Uygulanan
6’ Gerilim(V) _ C(Farad)
I
L(henry)

Devreye elektrik enerjisi bir batarya, bir jenarator, radyo veya TV sinyali, veya basit olarak
ev cereyanindan saglanir. Bir batarya E, gibi sabit bir gerilim Uretirken bir jenarator
Ey cosatveya E,sinwt seklinde periyodik gerilim Uretir. Bu durumlarda Eo, Volt olarak

gerilim genligi olur.
Bir elektirik devresindeki ana blyliklik devreden ge¢cen akimdir ve birim zamanda akan

elektrik ylki olarak | Z(jj_? ile tanimlanir.

Bir elektrik devresindeki gerilim disimleinin toplami uygulanan gerilime esittir (Kirchhoff
kanunu). Bu gerilim disimleri,

Rdirenciicin Ex =1 R
dl

L bobiniigin E| =L—
LT g

C kondansatori icin Eq =%

Seklinde ifade edilir. Buna gore Kirchhoff kanunundan

L%-f- RI +éQ=E(t) elde edilir. Burada E(t) devreye uygulanan gerilimdir. Ancak

denklemin bu hali, iki tarafi bagimli degisken; 1,Q icerdiginden, kullanish degildir. Bunun
dQ

yerine denklem | :E oldugu dikkate alinarak,
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2
Ld_Q+ Rd_Q+iQ = E(t)
dt2 d C
seklinde sadece Q’ya bagli olarak elde edilebilir. Ayrica yukarida | ya gére verilen denklemi t
ye gore tireterek,

2
|_d_|+Rd_|+id_Q:@ veya I:d—Q alarak
dt? dt C dt dt

2
Ld—|+ Rﬂ+ll =—dE(t)
dt?2 d C dt

keyfi sabit gelir. Bunlari belirlemek icin genelikle

elde edilir. Bu denklemin genel ¢éziiminden c; ve ¢, gibi iki

Q0)=Q, ve Q(O): 1(0)=1, seklinde iki baglangi¢ sarti tanimlanir. E§er Q’'ya gore
d
ifadde edilen diferansiyel denklem c¢ozilirse, I=d—?ifadesinden akimda c¢ozilar. Diger

yandan once | akimi belirlenmisse ayni ifadeden integrasyon yoluyla Q'ya gegcilebilir.

Ornek 3-24 Basit Elektrik Devreleri

Bir RLC devresine uygulanan E(t) = E, sin ot periyodik gerilimi icin devreden gecen akimin
E, cos(at —
1) =D !
\/R2+(a)L—)2 1-LCw
aC

Akim ifadesinin paydasi genelde uygulamada empedans olarak tanimlanir ve

oRC

5 ifadesine gore degistigini gosteriniz.

2
Z :\/R2 +(a)L—$j seklindedir. Empedans bir RLC devresinin etkin direncini temsil

1 . - .
eder ve @, =——==oldugundan minimum olur, dolayisiyla maksimum akim devreden

JLe

dz
gecmeye baslar. (d—=0 dan @ bulunur) Frekansin bu degerine (w,) ©zel olarak
w

rezonans frekansi denir. Rezonans ¢ogu mekanik sistemler icin yikici etkisi olan ve
kaginilmasi gereken bir olay olmasina karsin elektrik sistemlerinde ¢ogu cihazlar rezonans
esasina gore ¢alisirlar ve bu durum istenen bir durumdur.
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3.10. YUKSEK MERTEBELi DiIFERANSIYEL DENKLEMLER
3.10.1 GiRiS

n. mertebeden lineer bir diferansiyel denklem,
yW + P )Yy .+ P ()Y + P (XY = R(X)

seklinde verilir. Burada P, ler x’e bagh olabilen fonksiyonlardir. Eger R(x)=0 ise denklemin
homojen olacagini biliyorum. ikinci mertebeden denklemlerde oldugu gibi homojen kismi
¢6zimin ayri yapilmasi daha uygundur. Bir Onceki bolimde ikinci mertebeden bir
diferansiyel denklemin X;, X, < X < X, araliginda bir nokta olmak (zere bu noktada iki

baslangi¢ kosulunun saglanmasi durumunda tek bir ¢6ziimiin olacagi ifade edilmisti. Benzer
sekilde bu durum n. mertebeden bir denklem i¢in asagidaki teoremle ifade edilir.

Teorem: y™ + P,(x)y"™ + ..+ P, (X)y'+ P, (x)y = R(x) denklemi igin,

P (X),P, (X),..., P, (X) ve R(x) X; < X < X, arali§inda siirekli fonksiyonlar ve x, bu aralikta

bir nokta ise ;

Y(0) = Yo, ¥'(0) = Yo..y "V (x) = yo "

baslangig sartlarini saglayan tek bir ¢oziim vardir.

Ornek 3.24 Coziim varhg

y" — X y"+3y = X—+1+ e* diferansiyel denkleminin ;
2 2
X°—4 X

yd) =0

y'()=-3

y')=5

baslangig sartlari icin tek bir ¢6ziimi oldugunu ve bu ¢6ziimin hangi aralikta oldugunu
gosteriniz.

Cozim:

P, (X) = —22—)(, P,(x)=0, P;(X)=3ve R(x)= X—Zl+ e* olduguna gore; P;(x)'in x=2 ve
X 4 X

x=-2 slireksiz oldugu, ayrica R(x)’in x=0’ da sireksiz oldugu anlasiimaktadir. O halde
denklemin, bu g noktayi disarida birakan bir aralikta ¢ozimu vardir. Bu araliklar ise,
—0< X< 2

—-2<x<0
0<x<2

olabilir.

2< X<
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Simdi de verilen x, noktasina bakalim. Baslangi¢ sartlari x=1’de tanimlandigindan verilen
baslangic deger probleminin sadece 0< X< 2araliginda var olan ¢ozimi igin tektir

diyebiliriz.

Ornek 3.25 Bir kirisin kendi agirhgi ile olusturuldugu sehim

Sekildeki gibi iki uctan mesnetlenmis bir kirisin sehimi

av) _ P9

Y El

diferansiyel denklemiyle tanimlanir. Burada p kirisin yogunlugu, g yercekimi ivmesi E kirisin

malzemesinin Young modila ve | kiris kesitinin atalet momentidir. Verilen diferansiyel
denklemin genel ve 6zel ¢6ziiminid bulunuz.

Cozim:
Verilen denklem art arda 4 kez integre edilerek genel ¢o6ziim:

p9 4 1 3 1 5
X)=—"2x* +=¢; x> +—C,X> +CX+C
y(X) ~aEl P 5 C2 3 4

bulunur. Kiris iki ugtan sabitlendigine gore y(0)= Yy(L)=0 olur. Ayrica kirisin bu iki ugtan

sikica sabitlenmis olmasi sehim egrisinin bu noktalarda yatay (sifir egimli) olmasini
gerektirdiginden y'(0)=y'(L)=0 vyazlir. Boylece elde edilen 4 denklemden sabitler

bulunup genel ¢oziimde yazilarak,
4 4 3 2
o =281 odl X} o[ XV (2] | elde edilr.
24El L L L

3.10.2 HOMOJEN DENKLEMLER TEORISi
Daha 6nce degindigimiz sliperpozisyon ilkesi burada da asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem: Eger y,,Y,,..., ¥, olarak n adet fonksiyon

vy 4 P )Yy 4 P ()Y + P (X)y=0
diferansiyel denkleminin ¢éziimleriyse, bunlarin lineer kombinasyonu olan
Yy=Cy1 t+C¥r+,.,+CprYp

ifadesi de bir ¢ozimdair. Bir kez daha dikkat cekmek gerekirse, sliperpozisyon kurali sadece
homojen kisim igin dogrudur. Bu prensip lineer olmayan homojen denklemler ile lineer olsa
bile homojen olmayan denklemlere uygulanmaz.

Verilen n adet y,, Y,,..., Y, ¢oziiminin lineer bagimli olup olmadigini anlamak igin bunlara
ait Wronskian degerine bakilmaldir. Bu deger
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W (Y1, Yoo V) = Ko RO

ifadesinden hesaplanir.Lineer bagimliik arastirmasi yapilirken yukaridaki Wronskian
degerinin, goz 6nlinde alinan araliktaki herhangi bir x, degeri icin hesaplanmasi yeterlidir.
Homojen denklemlerin genel ¢6ziimU asagidaki teoriyle verilir.

Teorem: X, < X< X, araliginda P,,P,,..., P, stirekli fonksiyonlar olmak lizere

vy 4 P )Yy + P ()Y + P, (X)y=0

homojen denklemi her zaman Yy,,Y,,..., ¥, gibi n adet lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir.

Ayrica denklemin genel ¢6zimi bu c¢6zimlerin lineer kombinasyonu olup
y=C1yY; +CyY¥s+,...4C Y, seklinde ifade edilir.

Buna gore Y;,Y,,..., Y, 'den olusan ¢dziimler grubuna temel ¢6ziim seti adini veriyoruz. Bu

teorem n.mertebeden bir homojen denklemin ¢6ziimiiniin n adet lineer bagimsiz ¢6zimin
bulunmasiyla esdeger oldugunu ifade etmektedir.

3.10.3 SABIT KATSAYILI| HOMOJEN DENKLEMLER

Sabit katsayili lineer ve homojen bir diferansiyel denklemi
agy™ +ay" V4, ra, Yy +a,y=0
a, # 0 olmak lzere tim terimleri ao’'a béliinerek elde edilecek olan

a, a,_ a
y® 4+ Ly Dy Ly Ty o
EN) EN) 3

denklemi her zaman tiim x ’ler igin

y=0C;Y; +Cy ¥, +,...,+C, Y, seklinde ifade edilebilen bir genel ¢éziime sahiptir. Bu ¢6ziim
verilen diferansiyel denklemin karakteristik denkleminden;

a,m" +a;m""

+,.t@pm+a, =0

elde edilecek koklerle belirlenir. Ancak karakteristik denklemin koklerini belirlemek igin 2.
ve 3. ve hatta 4. dereceden denklemlerde oldugu gibi belirgin bir ¢6ziim yolu yoktur. n>3
icin koklerden biri yada ikisi deneme-yanilma ile bulunmaya calisilir.
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Durum 1. Tiim kokler farkl ve reel sayi
y(x)=c,e™ +c,e™ 4, +ce™*
ornegin;

y"+6y"+8y'-3y=0

m’ +6m’>+8m—-3=0
veya,

(m+3)(m> +3m-1)=0,m; =-3, m,; =—%i£

2
3 413 3 13

——)X (—+—)X

Mice 2027 4cqe 202

y(x)=ce"

Durum 2.Eger m; =m, =,...,=m, ise

Y(X) = (C; + Cy Xeh,...,+Cp X)X
Ornegin;

(V) m " ' e
y +8y" +18y"+16y +5y=0igin

m* +8m? +18m?16m + 5 = 0 denkleminin kokleri -1, -1, -1, ve 5 bulunur.

k=3 alinirsa y(x) = (C; +CrX + 03x2)e_x + c4e5XO|ur.
Durum 3. Kompleks kdk durumu

Her bir eslenik kompleks kék igin (a+if) e“(c,cos fX +C, sin BX) yazabilecegimizi
biliyoruz. Bazen kompleks kokler de katl olabilir. Bu durum da 6rnegin;

m,, =m;, =a tifise ¢dzim

y(X) =e?(c, cos BX + C, sin AX) + xe ™ (c; cos X + ¢4 sin BX) seklinde yazilmalidir.

3.10.4 HOMOJEN OLMAYAN DENKLEMLER TEORISI

Teorem: Eger y;,
y® + POy + o+ Py (0Y 4+ Py (0Y = R(X)

lineer ve homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢6zimi ve y, homojen kismin genel ¢6zimi
ise,

Y=Yh+ Y5 =C¥1 tC¥Yo+tCp¥n + ¥
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ifadesi verilen denklemin genel ¢6zimudiir. Bu ifadelerde P, (X),P;(X),..., P,(X) ve R(x)
X| < X < X, araliginda surekli fonksiyonlardir.

R(x) terimi genellikle birkag terimi icerir ve bu tir durumlarda her bir terime karsilik gelen
ozel ¢ozlimleri ayri ayri bulmak ve bunlari daha sonra toplamak daha kolay bir yoldur. Bunu
onceki bollimde oldugu gibi siiperpozisyon ilkesiyle gerceklestiriyoruz.

3.10.5 HOMOJEN OLMAYAN DiFERANSIYEL DENKLEMLER: BELIRSiZ KATSAYILAR METODU

Daha 6nce Bolim 2'de 2.mertebeden homojen olmayan denklemler konusunda detayh
actkladigimiz bu yontem yiksek mertebeli denklemlere de uygulanabilir. Bu metot igin
gecerli oldugu belirtilen kisitlamalar burada da s6z konusudur. S6z gelimi bu metot sadece
lineer ve sabit katsayili denklemlere, R(x) ‘in asagidaki formlardan birine uymasi durumunda
uygulanabilir. R(x)’in alabilecegi formlar;

(1) R(x)=bir sabit, k

(2) R(x)=bir iistel fonksiyon, e

(3) R(x)=P(x)seklinde polinom

(4) R(x)=sin(ax), cos(ax) gibi fonksiyonlar

veya 4 maddede gecenlerin bir carpimi olan fonksiyonlar olabilir.

Ancak unutulmamasi gereken bir husus, eger Onerilen 6zel ¢oziimlerden biri homojen
kismin ¢o6ziimiiyse bu durumda Onerilen 6zel ¢6ziim x ile carpilir. Yeni form da homojen
kismin ¢oziimiiyse x° ile carpilir. Farkhilik elde edilene kadar buna devam edilir. Eger bir
diferansiyel denklem lineer olmasina ragmen degisken katsayili ise veya homojen olmayan
terimi (R(x)) yukaridaki formlara uymuyorsa ileride goriilecek olan sabitin degisimi metodu
uygulanmalidir.

Ornek 3.26 &~

y" + y" — 4y =10e>* denkleminin bir 6zel ¢éziimiinii bulunuz.

Cozim:
Ozel ¢ozim teklifimiz y, = ke* olacaktir. Ancak diyelim ki 3 rakami karakteristik denklemin
koklerinden birine esit. Bu durum onerilen ¢éziimin homojen kismin bir ¢ézimi olmasi

sonucunu doguracak bu durumda yy = kxe>* 6nermemiz gerekecekti.

y/ :3ke3X
y"=9ke** | diferansiyel denklemde yazilirsa,

ym _ 27ke3X

27ke* +9ke* — 4ke®* =103

30ke™ =106 > k=10 >
32 16
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5
elde edilir. Buna gére Y, =Ee3x olur.

Ornek 3.27 Homojen olmayan denklemin genel ¢6ziimii
y('V) =X + 2 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimlnl bulunuz.

Coziim
Karakteristik denklem m*=0 oldugundan ¢akisi 4 adet sifir kok vardir. Buna gore

X)=C + C, X+ C:X> +CyX° olur. (e%=1)
1 FCX+C3 4

Burada normalde 6zel ¢6zim icin akla ilk gelebilecek teklif ys; = AXx+ B’dir. Ancak sol

tarafta 4. mertebeden bir tiirev oldugundan boyle bir teklif 0= X + 2 gibi bir sonu¢ dogurur.
O halde 4.tiirevini aldigimizda birini mertebeye inecek bir fonksiyon gerekir. Bu da 6nerilen
4 defa x ile garpmakla miimkinddr.

Yo = x4(Ax + B) 6nerilmesi gereken 6zel ¢6ziimddr.

(IV)

Ys ~ =120AX + 24B bulunup yerine konuldugunda,

A:L, B :L bulunur. Boylece genel ¢6ziim ifadesi;
120 12

4
Y(X)=Yp + Yg =C; +CoX +C3x? +Cy x> +1);—0(x+10)

seklinde yazilir.

3.10.6 HOMOJEN OLMAYAN DENKLEMLER: SABITiN DEGiSiMi METODU

vy 4 P )Yy 4 4P (X)Y + P (X)y =R(x) diferansiyel denkleminde,

Py (%), Py (X),.... Py (X)

verilen bir aralikta x ‘e bagh fonksiyonlar olsun. Bu denklemin homojen kisminin ( R(x)=0
alinarak elde edilen halinin), y,,Y,,..., ¥, seklinde n adet lineer bagimsiz ¢6zimi oldugunu

biliyoruz. Bu ¢6zimin Yy, =C;y, +C,Y,+,...,+C, Y, olarak ifade edildigini de 6grenmistik.
2.Boliimde sordugumuz soruyu burada da tekrarlayalim:

C;,C,,...C,, sabitleri nasil birer u;(X),u, (X),...u, (x) seklinde x "e bagl fonksiyonlar olmali ki
Y (X)=U;y; +Uy Y, +,...,+U, Y, ifadesi homojen olmayan denklemin aradigimiz bir &zel
¢6ziimi olsun?

n adet u fonksiyonunun bulunabilmesi i¢in n adet denkleme ihtiya¢ vardir. Bunlardan biri
onerilen 6zel ¢c6zimin homojen olmayan denklemi saglama sartindan, kalanlari ise serbest
olarak bizim atayacagimiz sartlarin saglanma kosulundan (butinler sart olarak) elde edilir.
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Bu atamalar ¢6zimi basitlestirecek sekilde yapilir. Diger bir ifadeyle alinacak integral
islemleri basitlestirmek icin, u fonksiyonlarinin ikinci veya daha yiksek mertebedeki
turevlerini yok etmekle yonelik sartlar 6ne sirilir. Simdi de n. mertebeden lineer, degisken
katsayili ve homojen olmayan bir diferansiyel denklemi ¢6zebilecegimiz sabitin degisimi
metodunu bir teoremle 6zetleyelim.

Teorem: Sabitin Degisimi Metodu

P (X),P, (X),..., Py (X) ve R(x) X, < X < X, araliginda sirekli fonksiyonlar ve y,,Yy,,...,¥,;

y® + POy + Py 0y " 4Py (0Y = R(X)
diferansiyel denkleminin esas ¢6ziim setiyse bu durumda homojen olmayan denklemin bir

ozel ¢6zim;

Ys(X)=U;y; +UyY,+,...,+U, Y, olur. Burada

dx, k=1,2,...,n

[ ROM (0
W(yl ’ y2 EARAE yn)

olarak verilir.

Bu ifadede W(Y;,Y,,....Yp) = Kefm(x)dX olarak Wronskian degeri, W,(x) ise,
Y1 Yo -« Yn
Yi Y2 - Yn
i Y2 - Yn
W(yl> y2 [XXRR) yn) =
yl(n—1) y2(n—1) r(]nfl)

determinantindaki k. kolonun ve son satirin silinmesiyle elde edilecek yeni determinantin
(—l)k‘1 katidir. Boylece ys; ¢6zimi elde edildikten sonra homojen olmayan denklemin
¢6zimu;

Yy=C;Y; +Cy ¥y +,....4+Cn Y, + Y5 olarak elde edilir.

Ornek 3.28 Sabitin degisimi metodu
y” 4+ 2y" = e* diferansiyel denklemini sabitin degisimi metoduyla ¢éziiniiz.

Cozim:
Homojen kismin karakteristik denklemi,
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m> +2m* =m*(m+2)=0, m, =0, my =-2
yh =ce®* +cyxe® +cie
-2X

2
Y1 Y2 Y3 1 X e

Wronskian, W(Y;, Y5, Y3) =yl ¥y Yi|=[0 1 —2e**|=4e ** bulunur.
Yio Y2 Vi 0 0 4e

Simdi de W degerini bulalim.

k=1 icin W. () = ()= [¥ e ™ | Ixa—2X _ g=2X
=1icin W;(X) =(-1) | e =-2%xe °" —e
k=2 igin W (x)—(—l)z_ll e =2
2 0 —2e
. sl X
k=3 icin W5 (X) =(-1) =1
0 1
Boylece;
ROXOW, (X eX(2xe X —g 7 1 1
ulz'[ POINOY dx:j ( = )dx:——xex+—ex
W(ylay29y3) 4e~ 2 4
R(X)W, (x X(2e™ 1
[ ROMa00 _perCE L,
WY, Y2,Y3) 4e=% 2
R(X)W (X e*( 1
u3:J. ( ) 3( ) dX:J. (z)dxz_e3x
W(ylayZa y3) 4e_ X 12
Buna gore;
Yo =U1Yi+Usy, +Usy’
=(lxex +lex)+lexx+ie3x.e‘zx
2 4 2 12
:lex
3
sonug olarak aranan genel ¢6ziim;
_ —2X 1 X
y=C; +CyX+C38 °" +—¢e"olur.
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3.10.7 EULER DENKLEMLERI

Degisken katsayili denklemlerin ¢6ziimd igin belirli bir genel ¢ozim yoktur. Ancak 6zel bir
hale sahip Euler denklemleri istisnadir. TUm Euler denklemleri sabit katsayili denkleme
donistirilebilir. n. mertebeden bir Euler denklemi;

X"y™ o x" Ty v xy' + g,y = R(X)
verilmis olsun. Eger y=x" donlsiimi uygulanirsa yukaridaki fonksiyon r’'ye bagli n. dereceden
bir polinom fonksiyona doénistr. Eger bu denklemin n adet r kdki gercek ve birbirlerinden

farkhysa bu halde n adet ¢6ziim;

h yn T
X1,X2,..,X

esas ¢ozUm setini olusturun. Eger ornegin r;, k kath kok ise bu halde koke karsilik gelen k
adet lineer bagimsiz ¢déziimler,

X, (Inx)x", (Inx)> x",...,(In x)< 7 x"

olur. Burada diginda eger k kath r,, =a Fi seklinde kompleks kokler varsa bu halde bu

koklere karsilk gelen 2 k adet lineer bagimsiz ¢oziimler

x% cos(B1n X), x% sin(f1n X)
Inxx% cos(BInx), Inx x* sin(SB1nXx)

(In %) x% cos(BInx), (Inx)* X% sin(B1n x)

olur. x>0 i¢in bir Euler denkleminin genel ¢6ziimi , ayni karakteristik denkleme sahip lineer
sabit katsayili bir denklemin genel ¢o6ziimiindeki x'leri Inx'lerle yer degistirerek elde
edilebilir.

Ornek 3.29 Ugiincii mertebe Euler denklemi

y=x"donlsimi (x>0) uygulayarak;

x3y" —2xy'+4y =0 denklemini ¢oziiniiz.
Cozim:

Denklemdeki tiim terimler kx™ y(m) formunda oldugundan bu bir Euler denklemi olup
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y=x'

y' = rx"!

y =r(r-1x"?
y"=r(r=1)(r-2)x"3

ifadeleri diferansiyel denklemde yazilarak,

[X3(r —1)(r=2)—-2r +4]x" =0 veya x" # 0 oldugundan

r* —3r2 +4=0 karakteristik denklemi elde edilir.
bu denklemin kokleri ise 2, 2 ve -1 dir. Buna gore genel ¢oziim;

)/()()=CIXIrl +C, In x x" +C3Xr3 olarak

C
y(X) = (C; +C, InX)x? + = elde edilir.
X
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Béliim 3 ile ilgili problemler

3.1

a) Bir diferansiyel denklemin lineer olup olmadigini nasil anlarsiniz.

b) Sag tarafi sabit olmayan bir diferansiyel denklem sabit katsayili olabilir mi?

¢) Hangi kosullarda bir lineer baslangi¢-deger probleminin kesin bir ¢6zimu vardir.

d) Hangi kosullarda bir ikinci mertebeden lineer sinir-deger probleminin tek bir
¢6zUimu vardir.

3.2. Asagidaki denklemlerin lineer olup olmadiklarini, homojen olup olmadiklarini, sabit
veya degisken katsayili olup olmadiklarini belirtiniz.

a) y"+3yy =6x>
b) y"+Xxy' —3y=sin2x
) Yy +2yly'+2y=xe
d) y"+y =x%cosx
&) yrely——
X
f) y'+ely'-2y=6
n 1
g Yy +—=1
y

h) yn_gyr_elny -0
i) y'=5y'+cosy=x-1
i) y"—sin2xy'+y=0

3.3. Asagidaki baslangic deger problemlerinin tek bir ¢6ziime sahip oldugu aralig
belirleyiniz.

a) y'"+3y'=cosx, y(r)=0ve y'(r)=-2

b) x2y"+2xy’'—y=e*, y0)=2ve y'(0)=5

o (x=D’y"+2xy'—y=e¥, y(-2)=3vey(-2)=-7

d) (x> =4)y"-3xy'=2y=0, y)=0vey'()=7

3.4. Asagida genel ¢ozlimleri verilen diferansiyel denklemleri elde ediniz.(ipucu: verilen
ifadeyi iki kez tiretip c; ve ¢, yi yok ediniz.)

a) y=ce X +ce™

b) y=cix+¢,

c) y=c;sinh2X+C, cosh 2x

d) y=c sinx+C cos X
=10l —
Jx Jx

Cl lnX

e) y=—+C —

X X

f) y=c;x* +C,X
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3.5. lineer Bagimlilik ve Wronskian Fonksiyonlari
a) y, =0 ve y,="f(x) lineer bagimhmidir.
b) 5 ayri fonksiyonun wronskian’i bazi x degerleri icin sifir olurken bazilari igin
degildir. Bu fonksiyonlar lineer bagimli mi lineer bagimsiz midir?

3.6. Asagidaki fonksiyonlarin (1) kontrol yontemiyle (2) Wronskian degerleri yardimiyla
lineer bagimh olup olmadiklarini belirleyiniz.

a) y,=x+1 ve vy,=x*-1

b) y, =e*+e* ve y,=coshx

O yi=x* ve y,=-x

d y, =e*sinx ve y,=e"cos2x

e) Yy =|X+2 ve y,=x+2

f) y,=sin(e¢+p) ve y,=sina+sinf

g y,=x> ve y,=2

3.7. Wronskian Degerlerini hesaplayarak asagidaki fonksiyonlarin lineer bagimli olup
olmadiklarini gosteriniz.

a) Y =x+1 y,=x>, y3=x*-1
b) ylzxz, y2:53 y3:X2_1
C) yl: 5 yZZX: y3:1

d y, =e*sinx, y,=e*cosx, y;=¢e*

X

X X 2.X
e) yl:ea Y2:X9a y3zxe

3.8. Homojen Denklemler Teorisi
a) Siperpozisyon ilkesinin uygulanabilmesi icin bir diferansiyel denklemin lineer ve
homojen bir diferansiyel denklem olmasi sart midir?
b) Hangi tir diferansiyel denklemler igin bir ¢6zimiin sabit bir saylya carpimi da
¢O6zUmddr.

3.8.1. y; asagida verilen diferansiyel denklemlerin bir ¢6ziimiyse ky (k=sabit) ifadesin de
verilen denklemin ¢6ziimi olup olmadigini gésteriniz.

a) y'+e’y'-2y=6

b) y"-2y'+3y=0

) y'-2y' +y=x>cos2x
d) y'—x’y=x+1

e) x’y"+(x-1y=1

f) x*y"-5y=0

3.8.2.Asagidaki diferansiyel denklemlerin iki ¢6zimi (y.,y,) yanlarinda verilmistir. Hangi
¢Ozim ciftleri icin W(y4,y,)' nin x>0 olmak Uzere hig¢ bir zaman sifir olamayacagini sdyleyiniz.
W(y1y,) Degerinin her bir ¢ift icin hesabini yaparak disiincenizin dogrulugunu kontrol
ediniz.
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a) y'-4y=0 y =e* y, =-3e

b) y//_4y — O yl — _362)( y2 — 63*2)(
" ' EY 2
c) y'+5xy'-3y=0 y, =x3 ve yZZ;
3 1
d y"+5xy'-3y=0 y; =3x3 ve Y, =———r
x 3
e) X’y"-2xy'—4y=0 yy=2x*  ve y,=-4etlnX
f) y'+y=0 y; =sin X ve Y, =C0s X
y , 5Inx In x>
g) X’y"+5xy'+4y=0 n="s ve 2=

3.8.3. x>0 icin y; ve y, gibi iki ¢c6zimi verilen asagidaki diferansiyel denklemleri gbz 6niine
alarak bu iki ¢6zimin genel bir ¢6zim seti olusturup olusturamayacagini belirleyiniz.
Olusturulabilen ¢6zim ciftleri icin bu seti olusturunuz.

Ornegin, y"-9y=0da vy, =e’* ve y,=e>* lineer bagimsiz olduklarindan

Y (x) = ¢,e** +¢,e* tiim ¢oziimlerin elde edilebilecegi bir ¢éziim seti olur.

a) y'-y=0 y=e* ve y,=e’”
b) y"-y=0 Yy, =sinh X ve Yy, =cosh X

) XY +3xy'+y=0 ylzl ve yzzln_x

X X

2..m ' 1 3

d xYy'+3xy'+y=0 Yy =— ve Y, =—

X X

e) Y4y +dy=0  y=e¥  ve y,=xe”
f) y'-2y'+3y=0 y =€ siny2x  ve  y,=e*cos/2x

3.9.Bazi durumlarda, ¢oziimlerden biri bilinen ikinci mertebeden lineer ve homojen bir
denklem (y"+P(X)y'+Q(x)y=0) birinci mertebeden hale getirilebilir. Bilinen ¢&ziim
y; # 0 olmak lzere aranan diger ¢6zim y, =V(X)Yy,;, burada

—jP(x)dx
v(X) =I—2dx

Yi

ile verilir. Boylece basta verilen denklemin genel ¢6zimi Yy = ¢,y + C,V(X)Y, olur. Bu metod
mertebe diisirme metodu olarak bilinir. Buna gore asagidaki denklemlerin ikinci lineer
bagimsiz ¢coziimlerini elde ediniz.

a) y'-y=0 , y=¢
b) y"+4y=0 , y, =cos2x

o) y'-4y' +4y=0 , vy =e*

d y"-9y=0 , vy, =sin3x

”n ! 1
e) ﬂy+w+utqw=0, y =

f) XAy +3xy'+y=0 yl:%
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3.10. Sabit Katsayih Homojen Denklemler
3.10.1. Asagidaki Denklemlerin genel ¢ézimlerini bulunuz.
a) y'+y=0
b) y"+2y'+y=0
o y'+2y=0
d) y'-2y=0
e) y'+5y'+4y=0
f) y'+3y'+4y=0
g) y'+10y'=25y=0
h) y"+5y" +25y=0

3.10.2. Asagidaki baslangi¢ deger problemlerini verilen kosullar i¢in ¢o6ziniz.

a) y'+4y=0; y(z)=0 ve y'(n)=1
b) y"+3y' -5y=0; y(0)=0 ve y(0)=1
c) 2y"+y' -y=0; y(0)=-5 ve Yy'(0)=6

d) Y'+AY+20y=0;  Y()=0 ve y()=2

3.10.3.Asagidaki sinir-deger problemlerini verilen kosullar icin ¢ozliniz.

a) y'-y=0; y(0)=100 ve y(5)=0
b) y"+2y'+y=0; y(0)=0 ve y(2)=6
c) y'-3y'-4y=0; y)=1 ve y#)=10
d) y'-9y=0; y(0)=6 ve y(10)=0

3.11. Homojen Olmayan Denklemler Teorisi
3.11.1.
a) Verilen bir homojen olmayan diferansiyel denklemini saglayan ve icerisinde bir sabit
olan bir fonksiyon bu denkleme ait bir 6zel ¢6ziim olabilir mi? Aciklayiniz.
b) Homojen kismin ¢6zimi olan bir ifade homojen olmayan denklemin de bir 6zel
¢6zUm olabilirmi? Agiklayiniz.
c) Ozel ¢dziimler igin siiperpozisyon ilkesinin énemi nedir?

3.11.2. Asagidaki denklemlerin, verilen 6zel ¢ézimleri kullanarak genel ¢dziimlerini elde
ediniz. Bu ¢dzlimleri olabilecek en basit formda yaziniz.

a) y'-y=2; Yo =2

b) y"+y=4e*; Y5 =€~

o Yy -y=2 Yo =—2+3€e*

d) Y +4y' +dy=3e"% ys = x°e

e) y'+4y +4y=3e%; Yo =X(1-x)e™
1 1

f ”=X2—1; "=—X4——X2

)y Yo=15% =3

gy =x*-1; yézix4—lx3+3x—5
12 2
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3.11.3.

a)

b)

X
Eger yézzé, y"—9y =3denkleminin bir 6zel ¢6zimi ve be:—§ ise

y"—9y =X denkleminin bir ézel ¢ézimiyse; y"—9y =3+ x denkleminin genel
¢6zimund bulunuz.

Eger ys, =—2sin2X, y"+y=06sin2X’in ve Yz, =2, y"+y=2"nin birer 6zel
¢ozimleriyse y"+ y = 6sin x + 2 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinG bulunuz.

3.12. Homojen Olmayan Denklemlerin Belirsiz Katsaylar Metodu:

3.12.1.
a)

Hangi kosullarda bir diferansiyel denklemin homojen olmayan R(x) terimine karsilik
gelen 6zel ¢6zUmi AR(x) olur.

Hangi kosullarda AxR(x) olur.

Hangi kosullarda Ax’R(x) olur.

Homojen olmayan x° ve x> —4x+ 2 terimleri icin Onerilecek 6zel ¢6ziim hangi
formda olur.

Belirsiz katsayilar metodu neden R(x)=Inx igin uygun degildir.

R(x)=x""e karsilik gelen bir 6zel ¢6ziim teklifi neden sadece Ax’ seklinde yazilamaz.

3.12.2.Belirsiz katsayilar Metodunu Kullanarak asagidaki diferansiyel denklemleri ¢dzliniiz.

a) y'—4y=4e b) y"—4y = -3x%e**

o) y'—4y=2e¥ d) y"+9y =2Xcos X

e) y"+9y=-3cos3x f)  y"+9y=2xe"sin2x—5sin2Xx +3cos X
g) Yy -4y +4y=-2e* h) y'—4y' +4y =2e¥*3

i)y —4y +4y=5%xe** i) y"—4y'+4y =e” cos 2x

K)y" -2y’ +2y =e*sin x ) y' -2y +2y =x%"

m) y' -3y =x-2 n) y" =3y =(x-1e"

0) Y =6y +10y =20 p) Yy -6y +10y=x"e
r)y"—6y +10y =e** cos x s) y" =6y +10y = X* sin 2X + cos 2X

t) y'+y=2sinx-3cosx u) y"+y=e""sin3x

3.12.3. Asagidaki baslangic deger problemlerini belirsiz katsayilar metoduyla ¢6zliniiz.

a) y"+16y=sin2Xx—-3cos2X; y(%)zl ve y'(g)zo

b) y'-3y'=x+3-22";  y0)=0 ve y(0)=0
c) y' -y =4e"+xcosx; y0)=1 ve y'(0)=-2
d) y"+4y=3sin2x; y(r)=0 ve y'(r)=1

3.13. Homojen Olmayan Denklemler Sabitin Degisimi

3.131.
a)
b)

Belirsiz katsayilar metodunun kisitlari nelerdir.
Sabitin degisimi metodunun esasi nedir?
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3.13.2. Asagidaki diferansiyel denklemleri sabitin degisimi metodu ile ¢o6ziinliz. Belirsiz
katsayilar metodu ile ¢oziilebilecekleri de ¢6zerek sonuglari karsilastiriniz.

a)

c)

e)
g)

i)

k)

14 ! n 1 1
y' -y -2y=e b) y' -y —2y=—
Sin X
e2x
yrr_yr+2y=x3_5 d) yn_4y=7
y"+9y =cos 2X f) y'—9y= !
cos2X
y" —4y'+5y =e>* cos 3x h) y'—4y' =Inx
" . " 1
y" = x’e* ) y =X—2
eX
y =2y +y=e>*+8 1) Y -2y +y=—
X

3.14. Euler Denklemleri

3.14.1.

a) Euler denklemini nasil ayirdedersiniz

b) Euler denklemi her zaman sabit katsayil lineer bir denkleme doéndstirilebilir mi?

c) Euler denklemlerinin ¢6zimi neden x = 0 da gegersizdir.
3.1.4.2. Asagidaki Euler denklemlerini ¢6ziinGiz. Buldugunuz ¢6zimin ¢6ziim araligini
belirtiniz.

a) X’y"+y=0 b) x?y"—xy’ =0 Q) xy"—y=0

d) x*y"+xy'=0 e) (x=1)?y"+3(x-1)y' -2y=6

f) 2x%y"+xy'—=2y=0 g) 2x%y"+6xy’ +2y = 4x>

h) —2x2y"+6xy =12y =0 i) —2x y”+6xy’—12y:l

X
i) XPY"+5xy +4y=0 k) X2y" +5xy" + 4y = xe*

3.15. ikinci Mertebeden Lineer sabit katsayili Denklemlerin Uygulamalari

3.15.1. Yatay konumlandiriimis bir yay-kiitle-soniimleyici sisteminin hareketini tanimlayan
diferansiyel denklemi yaziniz.

3.15.2.
a)

b)

c)

d)

Yay sabiti k=500 N/m olan bir yayin ucuna m=0.2 kg’'lik kiutle baglanip denge
konumundan 1 cm asagidayken serbest birakiliyor. Sistemi sirtiinmesiz kabul
ederek, titresime ait dogal frekansini, peryodunu ve genligini bulunuz.

m=0.5 kg’lik bir kitle bir yayin ucuna asildiginda yayr asagl dogru 0.2 cm
uzatilmistir. Kitle bu konumdayken cekilip serbest birakiliyor. t=0 aninda kitlenin
x=0 konumundan 10 m/s hizla gegtigi gozlenmistir. SuUrtiinmeyi ihmal ederek
titresimin dogal frekansini, peryodunu ve genligini belirleyiniz.

k sabitli bir yay ucuna m kitlesi baglanmis ve baslangicta statik halde bulunan
kutleye F(t)=F,cosat+ F kuvveti uygulanmaya baglanmistir. Stirtinmeyi ihmal

ederek x(t)=? Ayrica rezonansin olusacagi frekansi ( ) belirleyiniz.
m=5 kg kitleli bir cisim bir yaya baglandiginda yayr 2 cm germistir. Kitle bir
abnimleyiciye bagh olup séniimleme katsayisi c=200 Ns/m dir. Kitleye baslangicta
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statik haldeyken F(t)=200cosatuyarinca kuvvet uygulamaya bashyor. x(t)=?
Ayrica genligin maksimum olacagl @ degerini belirleyiniz.

3.15.3.
a) Bir RLC devresinin rezonans frekansi nasil tanimlanir.
b) Bir RLC devresinden gecen akim fonksiyonu I(t) bilindiginde kondansatérdeki
elektrik yikinln zamanla degisimini nasil belirlersiniz.
c) Bir RLC devresinde R ihmal edilebilir dizeyde kiigiktir. (R=0), ve uygulanan

1
gerilim E(t)=Ejcosawt uyarinca degismektedir. (Dé :E almak suretiyle ilgili

diferansiyel denklemi ¢ézerek Q(t)’yi belirleyiniz. @ =@, oldugunda t— o

durumu icin ne soylenebilir.
d) Bir RLC devresinde gerilim yokken Q(t)’yi

_4ak

R? <0
C
r2-2L_
C
R? —£>O
C

icin elde ediniz.
e) Bir dnceki problemi I(t) igin ¢6zliniz.

Yiiksek Mertebeli Lineer Diferansiyel Denklemler

3.16 Asagidaki baslangic-deger problemlerinin tek bir ¢éziimiinden kesin olarak var oldugu
araliklari belirleyiniz.

a) y"+3y'=cosx ,y(r)=0 ve y'(r)=-2

b) x*y"+2xy'—y=e*,y(0)=0 ve y'(0)=5

) (X=D y"+2xy' —y=eX,y(-2)=3 ve y'(-2)=-7
d) X(X=Dy"+xy —2(x=3)==3x>,y()=2 ve y'(1)=-5
e) (x* —4)y"-3xy'-2y=0, y()=0ve y'(1)=7

3.17 Asagidaki lineer homojen denklemleri ve x>0 igin ¢ozlimlerini g6z onlne alin.
Wronskian degeri x>0 igin kesinlikle sifir olmayan ¢oézlimleri belirtiniz.

a) y"-3y"+3y' —y=0;e*,xe* ve x’e*
3.,m

b) X y"—3x2y"+6xy'—6y=0 ;X x> ve X°
o) XCy"+2x%y"—2xy'=0 ;e "X x* ves
2 1 InX 2

d) xX’y"+3x*y"-2y=0;—,— ve X
X' X

3.18 Asagidaki lineer homojen denklemleri ve ¢6ziimlerini inceleyin (x>0). Verilen
¢Oziimlerin bir esas ¢6zlim seti olusturup olusturulamayacagini belirleyiniz. Olusturan seti
kullanarak her bir denklemin genel ¢c6ziimini yaziniz.
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X

a) y™-y=0; Le¥e

b) y(iv) —y=0; 1,5sinh X,cosh X

C) y!//_y!/+y/_y:0 ;eX,XeX ’e—X

d) X3ym+3X2yﬂ_6Xy1_6y:0 ,g’ X4 eflnX’X3
X

X+In X ,36 —X

e) y!r/_yr/_yr+y:() ;Xex’e
f) ym_4y/r+4yy:O ;_5”e2X+1 ’eZX +15
3.19 Sabit katsayili homojen denklemler

a) Uclincii mertebeden lineer sabit katsayili bir homojen denklemini y;, y, ve y;
fonksiyonlarinin sagliyorsa, bunlarin herhangi ikisinin lineer kombinasyonunun da
bir ¢6zim oldugu séylenebilir mi?

b) x, x+1,x° ve x*+5 fonksiyonlarinin sagladigi ticiincii mertebeden lineer homojen bir
denklem bulunabilir mi?

3.20 Asagidaki denklemlerin genel ¢6zimlerini bulunuz.

a) y™-y=0

b) y"+2y'+y=0

c) y"+3y"+3y'+y=0

d y"+6y"+9y'=0

e) y"-2y"+y'+4y=0

f) y'-y"+5y"+25y=0

3.21 Asagidaki baslangic deger problemlerinin 6zel ¢éziimlerini bulunuz.

a) y™ —8ly=0:y(z)=y(7)=y"(7)=0,y"(7) =1
b) y"-4y"+4y'=0;y(0)=0,y'(0)=1,y"(0)=0

c) y'"-y=0;y(0)=1,y'(0)=y"(0)=0

d) y"-3y"+3y' —y=0;y(0)=1y'(0)=y"(0)=0

3.22 Homojen olmayan denklemler: Belirsiz Katsayilar Metodu

a) Belirsiz katsayllar metodunun ikinci ve daha yiksek mertebeli denklemlere
uygulanmasinda bir fark var midir?

b) Homojen olmayan terimleri ayni olan biri 2.mertebe digeri 3. mertebe denklem
duslinin. Bunlarin ayni olan terimlerine karsilik gelen 6zel ¢oziim teklifleri ayni
midir? Degilse nasil bir fark vardir?

3.23 Belirsiz katsayilar metoduyla asagidaki denklemleri ¢6zliniz.

a) ym_ y:4e3)(

b) ym_y:_3x2e3x
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c) y"+y =2sinX,y"+y =2xcosx
d) ym _4y/ +y :_2e3X
e) y
f) ym_zy":XZ +1

g) y"—4y'+y=sinX+ cos2X
hy y®™ —y=x-2

i) y®™ —y=xeXsin2x

"

—4y'+y=e"cos2x

) y"+8y=(x* —1e*
k) y"+8y=e**sin3x

I) ym:5

m) ym — _3X2eX

3.24 Sabitin degisimi metodunu kullanarak asagidaki diferansiyel denklemlerin 6zel
¢ozUmlerini bulunuz. Bu vyolla ¢dzemediklerinizi, uygulanabiliyorsa, belirsiz katsayilar
metodu ile ¢oziiniz.

a) ym_ y:e3x

m 1

b) y'-y=—
Sin X

c) y"+8y=cos2x

d y"+8y=
COS 2X
e) y'+y —-y=x+5
1
f) ym:_
¥2

g) ym+yﬂ_y:e2x+8

" ” eX
h) Y +y'—y=—
X

3.25 Euler Denklemi

a) Bir diferansiyel denklemin Euler tipinde olup olmadigini nasil anlarsiniz?

b) Bir Euler denklemini ¢ézerken (y=x" dénlsimi yaptiginizi dustinin.) tg kath kék
durumunda homojen kismin ¢ézimiinid nasil yazarsiniz.

c) b sikkinda tg kath a ¥ i koki bulsaydiniz durum ne olurdu?

3.26 x>0 icin asagidaki Euler denklemlerinin genel ¢c6zimiini belirleyiniz.

a) X3ym+x2yn+y=0

b) X’y"+3x%y"—6xy'—6y=0
) X’y"+y=0
d) x}y"-6xy'—12y=0

e) X3ym+3x2yrr_2y=0
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