Yiksek Mertebeden Denklemler



n-1i

n ) ) . .
TAN I IVI au(:{].ﬁ + a;(x). ;i}_-n—1 + o ta,  (X)y +ay(x)y = F(x)  seklindeki

denklemler lineer denklemdir. Eger bu denklemde F(x)=0 ise lineer diferansiyel denklem

homojen diferansivel denklem aksi halinde homojen olmayan diferansivel denklem demir.

Omegin.

v —9y' =0 Homojen adi diferansiyel denklem

v"'+ 5y =4x + sinx Homojen olmayan adi diferansivel denklem



SABIT KATSAYILI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

n 'inci mertebeden homojen olmayan bir lineer diferansiyel denklem genel olarak

dl'l—l
X

4t : ,
a0(x).53 +a1(®). -5 + -+ a1 (Y +ay(x)y = F&)

seklinde yvazilir. Burada ag(x) # 0.a,(x). ... .a,(x) degisken katsayilaridir. Bu katsayilar:
ve F(x) fonksiyonu. x “in bir I=[a.b] aralifanda alinmus stirekli fonksivonlardir ve bu durumda

ao(x) daima sifirdan farkli olur. Her x, bu [a.b] araliginin bir elemam olmak iizere
F(xg) =g, F'(xg) = ¢, ..., F" 1 (x0) = cpy

denklemumin F(x) olacak sekilde tek c¢6ziimii vardwr. Buradaki ¢y, ..., c,—; keyfi sabit

sayilardir.

Her a;(x) = ¢; sabit ise denklem sabit katsayili diferansiyvel denklemdir. ..



HOMOJEN DENKLEMLER, LINEER BAGIMSIZLIK VE WRONSKIAN

d“.—l ,
-1 Tt 3:1—1(1’*1)}' + EH(K)}" =0

- . dly
TANIM : aﬂ(_}:).@ + a,(x). 2

n‘inci mertebeden hepsi sifirdan farkh bir homojen diferansiyel denklemin birbirinden farkh k sayida
gozumil Vy, ...,V olsun. ¢4,¢s, ..., ¢y katsayilan keyfi sabit sayilar olmak lzere v=0¢;v; + v, +

-+ + € ¥y, denklemin bir cozumudur.

TANIM : Vi, Vs, ...,V herhangi k fonksivonu ve ¢y, ¢, ..., ¢ herhangi kevfi sabitler
olsun. Bu durumda ¢y + 65y, + -+ v = 0 ifadesine vy, Vs, ..., v, fonksiyvonlarimun

lineer kombinasyonudur. Aksi halde ey, ¢, ...,cp ° lerin hepsi sifir ise vy, v, ..., vy lineer

bagimsizdir.



ORNEK:

yi(x) =e®* —e?® _y,(x) =5e* —e® | yy(x) =e* —e ™™  fonksiyon kiimelerini ele
alalim. Hepsim sifirdan farklh olmayacak duwrumda ¢y, c; ve 3 gibi sabit sayi bulunabilse bu

durum da.
ci(e®* —e?™) + c,(5e® — ™) + c3(e®* —e™*) =0

ise. bu ii¢c fonksiyvon aralarinda lineer bagmml olurlar. Ciinkii c; = 3 ¢; = —1 ¢; = —2 olacak

sekilde sabit sayilar bu  denklemi saglar.



TANIM

Eger. (n-1)"inc1 dereceden tiirevlere sahip olan n-tane fonksiyonlarin lineer bagimsizhgim

bulmak durumunda daha genel bir formiil i¢in

1 | .112 T.-r:
W ¥, .. v,
W=\ . N Ea
(D (n-D) (n-1)
W ¥, R

kullanarak fonksivonlarimn kendi aralarinda lineer bagimsiz olduklar: ve aksi halde lineer

bagiml olduklar: bulunur ve bu determinanti vy, vs, ..., ¥, fonksivonlarin Wroskion idur.



TANIM

Vi, Vo, -, Vy D-inc1 mertebeden fonksiyonlarimun her biri denklemin birer céziimii lineer

bagimsizdir bu durumda Wroskionu ise sifirdan farkh olmalidar,

Ciy1 T CV2 + o+ Ve =V

fonksivonu da denklemin bir ¢oéziimiidir. Bu sekilde olusturulan fonksivona homojen

denklemin genel ¢oziimii adi verilir.

ORNEK : v —y'—12=0 denklemin c¢éziimleri y, =e™ ve 3, =e" dir

Wy, vo)(tg) =770 olup . vy, v, lineer bagimsizdr.

cie 4t +c,e3t genel coziimii olur.



SABIT KATSAYILI LINEER HOMOJEN DENKLEMLERIN COZUMLERI

Yiitksek mertebeden sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemler &meklerde
karsimuza cok sik rastlanan denklemlerdir. Bunlann genel ¢oztimlerim bulmak oldukea kolaydir. Bu
denklemler genellikle sonsuz serler cinsinden c¢éziiliir. n’inci mertebeden sabit katsayili lineer
homojen diferansiyel denklem.,

an dﬂ—l ,
A0- 7 + S +tapy +agy=20

seklinde vazilip ay # 0 dur.

genel ¢coziimii

V=0V + 0V, +--+0¢,V, seklinde ifade ederiz.



y=e™ y' =me™ .. y*¥ = m*e™* gibi
y = e™* ¢oziimil diferansiyvel denklemde yerine yazarsak.

a(mFe™ ) +aj(m*lem* )+ . +a,(e™) =0 veya

olur.

Esitligin sifir olabilmesi icin e™* = 0 oldugundan

e™ (am* +aym* 1+ +a,)=0

(am® +am**+--q,_;m+a,) =0 olmali ve bu karakteristik denklemdir.



1.DURUM: AYRIK KOK m; = my#...2m,,

Bu ozellikte e™1*,e™2%, ..., e™n* lineer bagunsiz olacag icin genel ¢oziumii
V=ce™m*+ce"* + .-+ e™n* olur.

2. DURUM: KATLI GERCEK KOK m,; = m;, =...=m,,

Bu 6zellikte denklemin kéklen k defa tekrarlandigi icin

(c; + cox + + + cpx¥ 1)e™n* seklinde olur.



3.DURUM: KOMPLEKS KOK

Bu durumda my; = a +iff vem, = a — iff dur ve iki eslenik kompleks sayilardir. Buradaki a

ve fi reel sayilar olup 1 =+/—1 dir. Bu duruma gére. diferansiyel denklemin genel ¢oziimii.

y =c,e@BX o o o(@-if)x geklinde yazilabili. Ama bu sekilde diferansiyel
denklenun ¢éziimiin verilmesi genel olarak pek uygun degildir. Bunun icin “Euler formiili™
olan e = cosf + isinf bazntisim kullanarak genel ¢éziimii daha uygun bir sekilde

yvazilabilir. Bu ise:
y = A.le{::r+££)x + A,EE,{:EI—EJE]I — Eﬂx{:kleiﬁ’x 1 kze—iﬁx}
=e ™[k, (cosfx + isinfix) + k,(cosfix — isinfSx)]

Bu sekilde sadelestirilir ve ky + k, = ¢; vei(k, — k;) = ¢, olmak iizere yeni keyfi sabit

sayilar kullanilirsa. diferansivel denklemin genel céziimii olarak

v = e*™(cycosfix + cysinfix) elde edilir,



ORNEK :2y" — 2y — 4 = 0 denklemi ¢oziiniiz.
i1k 6nce bu denklemin karakteristik denklemini yazilsin:
2m? —2m—4=0
Bu denklemuin kékler1 y; = —1 ve y, = 2 oldugundan diferansiyel denklemin genel ¢éziimii

v =ce™* + c,e%* olarak bulunur.



ORNEK :y" —8y+ 16 = 0 denklemini céziiniiz.
Bu denklemin karakteristik denklemini vazilsin..
m?—8m+16=0

Bu denklemin koékler1 vy = 4 ve v, = 4 olarak bulumur ve kath kok oldugundan dolayi

diferansivel denklemin genel ¢éziimiinii

v = c,e?® + c,xe** olarak bulunur.



Ornek :y®) 4 8y"" 4+ 16y’ = 0 denklemini coziiniiz
Bu denklemin karakteristik denklemim vazilsin.
m® + 8m® + 16m =0

Bu denklemin koklen vy, =0, y,=vs=2ivevy,=vs = —2i

Diferansivel denklemin genel ¢oziimii:

y = cq + (e + c3x)cos2x + (¢4 + cgx)sin2x  olarak bulunur.

olarak  bulunur.



SABIT KATSAYILI HOMOJEN OLMAYAN
DENKLEMLER

n'inci mertebeden. sabit katsayili homojen olmayan

¢oziimlerin incelecegiz. Sabit katsayili homojen olmayan

dﬂ}?. d]'.l. 1

dy. o= 1+ +aﬂ 1}' ‘I‘qny F(}I)

denklem seklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemi

F,(m) = agm™+am™ !+ +a,

seklinde almnus olsun. F,(x) = 0 homojen denklemin genel ¢éziimii

Y = Yn + Vs

bicimindedir.

lineer

denklemler

LINEER DIFERANSIYEL

icin ozel



1.  Belirsiz Katsayilar Metodu
1.  Parametrelerin Degisimi Metodu

1.  Mertebe Indirme Metodu



BELIRSIZ KATSAYILAR METODU

Belirsiz Katsayi Fonksiyonlari

n

1. XU, ned”
1. e*™ a=0
111, sin(bx+c) . b= 0. b ve ¢ sabat

1v. cos(bx+c) ., b= 0. b ve ¢ sabit



ORNEK : v + 4y' = sin2t denklemim ¢éziiniiz.

Ilk olarak denklemi homojen denklem seklinde ele alip ¢éziimiinii bulmaliyiz. Homojen
denklenu

v'' + 4y’ = 0 olup.
Bu denklemin karakteristik denklenu
A +44 =0

A (A +4)=0 bu denklemin kokleri A ,=Ove "{'z = 4 bulunur. Homojen denklemin ¢ozimii

vp =€ + e



UC = {sin 2f.cos 23‘}

Vs, =Asin2t+Beos2t denklemin 6zel ¢oziimii seklinde yazilir. Bunlarin tirevlerini alip

denklemde yerine vazilip kat sayilar1 belirlenir.

Vgt = 2Acos2t-2Bsin2t

Vsy = -4Asin2t-4Bcos2t

Bu tiirevler denklemde yerine vazilirsa

-4 Asin2t-4Bcos2t+8 Acos2t-8 Bsin2t=sin2t
sin2t(-4A-8B)+cos2t(-4B+8 A)=sin2t

-4A-8B=1
-4B+8A=0



i

: 1, 1 : . e
Seklinde bulunup vy = —ESIHZIT —EmsZt seklinde bulunur. Denklenun genel c¢éziimii

v = vy + V5 vazilacagindan

1 1
4 _ —gin2t — ECQSZE

T=C CrB
y 1T 02 20

olarak bulunr.



ORNEK 1y + 4y + 4y = te™" denklemini ¢oziiniiz.

ilk olarak denklemi homojen denklem seklinde ele alip ¢odziimiinii bulmaliyiz. Homojen

denklenu
v' + 4y' + 4y = 0 olup.

Bu denklenun karakteristik denklemi
2 _
A +44+4=0

(A +2)( A +2)=0 ve buradan / o= —2 bulunur ve bu denklem kath gercek kok oldugundan homojen

denklemin ¢ozumu

y, = e 4 ote



UuC={ et tet}

Vs, = Ae ™t + Bte'! denklemin ozel ¢éziimii seklinde vazilir. Bunlarin tirevlerini alip

denklemde yerine vazilip kat sayilar belirlenir.

Vg = —Ae '+ Be 't —Btet
Ve =Ae™" —Be™* —Be " + Bte™

Bu tiirevler denklemde verine yazilirsa

Ae P —2Be '+ Btet —4Ae '+ 4Be t —4Bte t + 4Ae P + 4Bte Pt + Ae t + 2Be t +
Be t4+Bet=rtet

A+2B=0

B=1 A=-2



Seklinde bulunup y; = —2e~t + te™t seklinde bulunur. Denklemin genel ¢6ziimii
v = v, + vs vazilacagmdan
v=ce ¥t +cte—2et+tet

olarak bulumur.



Parametrelerin Degisimi Yontemi

» Belirsiz katsayillar metodunun kullanilmadigi
durumlarda

(Sag taraf yani kaynak fonksiyonun belirsiz katsayi fonksiyonu olmadigi durumlarda)

» YUuksek mertebeden degisken katsayili lineer
adi diferansiyel denklemlerin cozumlerinin
elde edilmesinde kullaniimaktadir.



Parametrelerin Degigimi yontemini 2. mertebeden lineer denklemler {izerinde 63renelim.

y" +plx)y +q(z)y = f(z)
vukanidaki 2. mertebeden lineer denklemin ilgili homojen denklemin genel ¢oziimii

yn(z) = an(z) + cya(z)
olsun. Temel fikir kisaca soyledir: y,(z) fonksivonundaki ¢,, ¢; parametrelerinin yerine, r degiskenine bagh fonksiy-
onlar u, (). us(z) yazip, yeni olugan y;,(z) fonksiyonunu denklemimizde yazarak, u;(z),us(x) fonksiyonlarim be-

lirlemektir. Kisacas1 dzel ¢oziimiimiiz

Ya(z) = w(z)in () + uz(z)y2(x)

seklinde diisiiniilecek.



Bu 6zel ¢oziimii denklemde yerine yazarak bilinmeyen u;(z), u2(z) bulmaya cabsalim. Iki bilinmeyen fonksiyon-
umuz oldugunu gore, bunlan belirleyebilmek icin iki denkleme ihtiyacimiz var. Simdi bu denklemleri belirleyelim.

Ys = U1Yy+uainHuy th sy

Denklemde yerine yazabilmek icin 2. tiirevi almahyiz. 2. tiirevi alirsak u; ve up fonksivonlarmmn 2. tiirevleri
karsimiza gikacak ve igimizi zorlastiracaktir. Bu nedenle birinci denklemimizi igimizi kolaylastirsin dive

ujy +uhys =0
olarak alacagz.
Ys = iy + uals

Ozel ¢oziimiin ikinei tiirevini alahm
Ys = iy +uzys+uyy)Husy



Denklemimizde yerine yazalin

MYy T Uy + Y + tayp +p(E) (b + uap) +4(7) (it + uape) = f(7)

o

F", H:'._ Ya

1y, 2 parantezlerine alalim

1 () +!PfT}J1 +q(x)pn) + ua(yy +p{:r}y£ +q(z)y2) + uyy) +uyys, = f(x)
II' II-

y1 ve yz2 fonksiyonlan ilgili homojen denklemin (" + p(z)y" + g(x)y = 0) cbziimii oldugu igin w1, vz nin katsayilar
) dir.
Baylece ikinei denklemimizi elde etmis olduk.

H;y‘l + IIFE!,.F; =)
) + iy, = f(2)



Denklem sistenu 1ki1 bilinmeyenli 1k1 denklemden olusmaktadar.
Tam ¢oziimiinii Kramer Kuraliyla elde edilmesi miimkiindiir.

U, =

0 0
r r
Jx) »| |[f(x) »,
v, Y, W (v.v,)
r r
M Vs

Vi 0
r
M I/ (")
y, Y,
r r
3"11 J"z

Integre edilerek 6zel ¢oziim elde edilir.

0 v,
J(x) J*”zr
W (v.,)




Ornek 1.

y" + i = tan z diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Onee ilgili homojen denklemin i” + y = 0 genel ¢dziimiinii bulalim. Karakteristik denklemimiz:
rP+1=0
dir. Kékleri: ry 2 = Fi dir. y,(z) asagidaki gibi yazhr.
yn(z) = crcosxr 4+ easinx
Parametrelerin degigimi yontemini kullanaca@z. y,(z)’ e bakarak
1(x) = cosz ya(z) = sinzx
oldugunu stvleyebiliriz. Ozel ¢oziimiimiizii

Ys = ty(z)cos T + uz(xr)sinz



Yerine koyuldugunda asagidaki denklem sistemini elde edecegiz.

(u])cosz + (uj)sinx = 0,

—(uj)sinz + (1) cosz = tanx

Bilinmevyenlerimiz u$. v, fonksivonlan ise
A 1 o

0 sinrx
. tanr cosz )
U, = 1 - = —SInrtanr = cosT —secz
COS T 0
. —sinr tanzx :
Uy = 1 = sInxr

seklinde bulunur. Integral alarak u; ve u, fonksivonlarim bulabiliriz.
us(r) = —cosz

u1(z) = sinx — In|sec r + tan z|



uy(z) ve ua(zx) i yerine yazalim
Ys(z) = (sinx — In|secz + tanz|) cosz— cosrsinx

¥ys(r) = —cosxln|sec z + tan x|



ORNEK 2.

y"' + 4y +4y = e x~*, (z > 0) diferansivel denkleminin genel coziimiinii bulunuz.
Once ilgili homojen denklemin y" + 4y' + 4y = 0 genel ¢oziimiinii bulalim. Karakteristik denklemimiz:
PP tar+4=0
dir. Kikleri: ry 2 = —2 dir. y,(x) asagidaki gibi vazilir.
25

yn(z) = er1e7 % + caxe”

Denklemimizin sag tarah belirsiz katsayilar metodunda inceledigimiz fonsiyon tiplerinden farklhi. Parametrelerin
degisimi metodunu kullanacagiz. Ozel ¢éziimiimiizii

¥a(x) = wa(x) .~ +ua(x }&-E_h,

vi{x) yzl(x)

olarak segecegiz ve u,(r) ve ua(z) katsay: fonksiyonlanm bulacagz.



] _—a 4 —iL
e T tusre =0

uj(—2e™2F) +ul(e ™ — re ™) = e~ ~2

() T
r=2 1-=2r 1
e 1 T2
‘ 1 0
) -2 z~2 .
i = v ==

olarak bulunur. Integral alarak bilinmeven fonksivonlarimma buluruz.

n(z) = In (=)

1
us(x) = —=
Baylece ozel ¢oziimiimiiz . ,

1 -2 -2r __ -2z —2x
ys(x) = ln{i}ﬂ re” " =In (I]ﬁ 3

Iz
olur. Sonug olarak genel ¢coziimiimiiz

o

1
ye(7) = e1e ™ + caze > +In(2)e T —e



ORNEK 3.

x(x+1)y” (2 )y —=(2+x)y=(x+1 ) denkleminin homojen kismina ait

genel ¢6ztimii y, (x) = c,e” +¢,x~ olduguna gore 6zel ¢éztimiinii bulunuz.

= ce . ¥ |
Ozel ¢ozim v, (x) =u,(x)e" +u,(x)x~ formunda olup amacinz
i, (x) ve u, (x) fonksiyonlarim belirlemektir. Denklem sistemi

-

e +u, x =0
, o (x+1) (x+1)
X

(T-I—l) Y

Fox
Uy € —, X =

e



Sistemin ¢6zimii

integre eldildiginde 2

| | 52
W= W= S ) = e ) = -
Ozel ¢céziim

LLoXT 1
y,(x)=—€"e —?(x ):—E(x+2) olur.

Boylece genel ¢6ziim

. 1 L »
y(x)=ce" +c,x7 — 5(1 +2) seklinde ifade edilir.



ORNEK : v+ 2v' + v =e tlogt diferansiyel denklemini parametrelerin degisimi

metodu ile ¢oziiniiz.
{1k olarak denklemin homojen kismini ¢ézelim homojen denklemi
vi+2vi+y =0
dir.
Karakteristik denklemi
A2+2A+1=0
A-1DA-1)=0

’11,2 — _1 d].l



Bu durmunda homojen denklemin genel ¢éziimii
vy =8 F + cpxe™™
cy verine 114 (X) ve ¢, yerine u,(x) vazilirsa
Vp = uy(x)e™ + uy(x)x e ™™  yazihr ve tirev alirsak
e +uz(x)xe™ =0 ve
x)

uy ()1 () +up ()3 () = 7=

(x
alx)

esithifinden

—uj()e™ +us(x)(e™ —xe™) = e *logx denklemini elde ederiz.



0 xe ¥
' (x) = e *logx (1—x)e™  xe“e “logx
—e* (1—x)e™
_ xlogxe™**
i xlogx
P ) 1, _ 1
uy(x) = xlogx uy(x) = X (2logx — 1) bulunur.
e " 0
: —e * e *logx e **logx
uE('}‘) — o X e X = o—2x = IGQI

—e* (1 —x)e™™*

us(x) = logx u,(x) = x(logx — 1) bulunur.



Denklemin genel ¢éziimiinii
v =cyvy(x) + v () + 1y ) vy () + s () v, (%)
Verilerinuzi yerlerine yvazarsak

v=1_(c; +cx)e ™™ + i(ZEﬂgx — 3)x%e™* bulunur.



1) (x=1)»"—x"+y=(x-1) denkleminin homojen kismima ait lineer bagimsiz
coziimleri u, (x) = x ve u,(x) =" olduguna gore genel ¢oziimiini bulunuz.

2)y"+2v +y =4e " In(x) denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.
—2x

3) " +4y"+5y = —( denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.
Ccos(x)



MERTEBE INDIRGEME METODU

Y ontem. homojen olmayan bir diferansivel denklemin homojen kismimn bir 6zel ¢oéziimii
bilindigi halde uygulanabilen 6zel bir yontemdir. Ikinci mertebeden bir diferansiyel
denklemin ay(x)y"” +a;(xX)y' + a;(x)y =g(x) g(x) =0 ‘nin homojen denklemin
olan ap(x)v" +a(x)y' +a,(x)y =0 ‘nn bir o6zel c¢céziimili biliniyor 1se. mertebe
indirgeme yontemi ile denklem birinci mertebeye diistiriilerek genel ¢oziimii bulunur. Daha

yitksek mertebeli denklemler icinde benzer sekilde uygulanabilir.



n-inci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin ¢oéziimii f olsun ve bu f = 0

alalim.

v =vf(x) doniisiimii ile n-inc1 mertebeden denklemleri (n-1)-inci mertebeden

L : ] . dv
denkleme indirgenir ve bagimli degisken olarak w = — alalim.

agy'"'+a v +a;y =0 denklemin ¢éziimiiniin sifirdan farkli bir £ alalim.

y =vf

dw

v =S +of

}_,ff }r' 1 zd” f: 1 Lf.l'f

dxz

( f+2 f—l—*nf”)-I—n:rl(ﬁf—l-vf')—l-azvfzﬂ



dzv dv : ' '
(EUE‘F (2ao + ﬂ1)£)f tvlagf"+af'+af) =0f =0
apf" +ayf" +af=0

d%v dv
g (E"‘ [2(1[] + ﬂl)a) =0

dv dv d<w dw -
W=— = — ag— + (2ag +ay )w =10
dx’ dx  dx2 0 ax (2ag 1)
dw -
ag— = —(2ay + a,)w

dx

dw (Eﬂﬂ-l-ﬂ]_) dx

el



= e (=

Eﬂﬂ"‘ﬂl

g

olarak bulunur.

)*)




ORNEK :x2y" — 4xy' + 4y = 0 denklemin bir ¢éziimil y=x olmak {izere lineer
bagimsiz diger ¢coziimii mertebeden indirgeme yontenu ile ¢éziiniiz.

y = vx

vi=vix+v

}_TH' — _FIFI _I_ 21?.!'

x2y" — 4xy" + 4y = 0 denklemde yerine yazalim.



2(v"x+2v") —4x(v'x+v)+ 4vx=0

o 4 2x%v —4x?v’ —4xv+4xv =0

2"+ x2(2v —4v) =0

3" —2v'x2 =0 v' =wv"” =w' déniisiimleri olsun.

C*w —2x*w =0




Inw=2Inx w=x2

4
X
y=ox+cT bulunur.



ORNEK : 2x%y"" + 3xy’ — v = 0 diferansiyel denklemin bir ¢éziimiity = x ! olduguna

gore lineer bagimsiz diger ¢éziimii mertebeden indirgeme yéntemu ile ¢éziiniiz.
vy =v'x7t—px?
y'=v"x1—-2v't7% + 2vt 3

2x%y" 4+ 3xy" — y = 0 denklemde yerine yazalim.



2x2(v"x  —2v'x 2+ 2vx ) +3x(v'xt—vx ) —vx =0
2xv" —4v' +4vx 1+ 3vx —vx =
2xv" — v+ (4x 1 -3x1—x1H =0

2xv" — v’ =0 elde edilir ve v' = wv" =w' doéniistimler: olsun.

2xw —w =10 2yw’ = w
dw

2y—=w 2xdw = wdx
dx

dw dx

= ‘Enw—lhn’
W_E.I.‘_'? 2 '

-1 —1
Inw=Inx* —=w=x2



dv —1 1
— =x? = dv = xzdx

dx

2 _ 2 3 .
V=X v=x1tg + X2 seklinde bulunur,



CAUCHY EULER DENKLEMLERI

Ay, 4, g, ..., A, Ay # 0 olmak tizere katsayilan birer sabit olmak fizere n. Basamaktan
agx™y™ + g xmyU 44 q xyv' +a,y=0

Dogrusal denklenu, Cauchy Euler diferansivel denklemu olarak adlandinlir defisken katsayili

denklemler arasinda bir ézel ¢éziimil vardir. Bu denklemn defisken defistirerek ile sabit katsayili

lineer denkleme indirgenerek ¢dziim yapilir.
Bu 6zel ¢oziimler x = ef ya da x = Int degisken déniisiimii ile
apx™y™ + qx" 1y ¢t q xyv +a,v = F(x)

Sabit katsayili lineer denkleme indirgemnr.



2T

apXx*y" + a;xy’ + a,y = F(x)
- t - _ b4 - ! .
x=e" ==Inx =1t degen yerine vazilirsa

dy dydt 1ldy dy dy
dx _dtdx xdt dx _ dt

dy ddyy d gdxdty d (ldy
dx?  dx (m) T dx (dr d.t)  dx (.‘c dr,)

~ldy 1d ¢dy
- (dt)

x2dt  xdx

1 dy N 1d*y dt
x2dt  xdt?dx

1 dy N 1 d?y
x2dt  x?dt?

2 d*y _ d?y dy

“dxz deZ dr




d*y dy dy -
ﬂ”(dtz — dt)-l—ﬂlﬁ-l—ﬂz} = F(e")

d*y dy
dp- >3 di2 + (a; — ap) dhi? T+ a,v= F(Et)

Seklinde ikinci dereceden sabit katsayili lineer denklenu elde edilir.



Ornek : x2y" —3xy' + 3y = Inx denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

x=efvet =Inx degisken degistinlmesi vapilirsa.
dy _ dy 2d’y _ d’y dy

X = X =2 T 2
dx dt dt dt dt

d’y dy _dy
a2 dr Sac 7T

d?y 4@ L3
— 44— v =t
dt? dt -




Karakteristik denklenu yazarsak
2 _
A —44+3=0

(1 =3)(A—-1)=0
A=1ve A =3dir
Bu durumda homojen denklemin genel ¢éziimii

t

vy, = et + cye bulunur. x = ef yazilirsa y;, = ¢;x° + c,x olur.

Ozel ¢coziimii 1se



Karakteristik denklemde yerine vazilirsa

0—-—44A+3At+3B =1

—44A+3B=0
4. 1 1 : 4
E':Atzlweﬂzi ve —454—33:[};335:;

1 4 1 4
==t +— bulunur x = et vazilusa v, = =Inx +— olur.
Vp 3 + 5 ¥ Vp 3 + ;

Denklemin genel ¢oziimii

1 >
S — 3 . _E -
y = X +£"2I-|—3 nx-l—g

olarak bulunur.



Ornek :x%y" + 4xy’ + 2y = 2t — 1 denklemin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
x=etvet =Inx degisken degistirilmesi vapilirsa.

dy _ dy » d’y _ d*y dy
X—— = X% —= —
dx dt dt? dt? dt

d%y GI‘VJrﬂ:d‘VJrz =2t—1
dt? dt ac VT

Ty 3D oy a1
dacz a7

Elde edilir. Karakteristik denklemi vazarsak
2 _
A +3442=0
(A+2)(A+1)=0

A =—1ve A = —=2dir.



Bu durumda homojen denklemin genel ¢éziimii
vy, = cre t+ c,e ™ bulunur. x = ef yazilirsa v, = ¢;x % + c,x~ 1 olur.

Ozel ¢oziimii 1se



Karakteristik denklemde yerine vazilirsa

64+ 4At+ 28 =2t -1

4}1:2;'53}1:% ve 6§+25=—1f535=—2

Vp =t—2 bulunur x = e° yazilirsa y, = Inx — 2 bulunur.
Denklenmuin genel ¢coziimii

y=c;Xx 24+ ext+ Inx—2

olarak bulunur.






