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1 On Bilgiler ve Hata Analizi

1.1 On Bilgiler

1.1.1 Limit ve Sireklilik

Tanim 1.1.1. f fonksiyonu bir X reel sayi1 climlesi {izerinde tanimlanmaig olsun.
Her e porzitif sayisina kargilk 0 < |z — 29| < § (z € X) oldugu miiddetce
|f(z) — L| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi var ise bu durumda f fonksiyonun
ro noktasinda limiti L’dir denir ve

lim f(z)=1L

Tr—xo

olarak yazilir (Bkz. Sekil 1.1).

xo—0 Ty To+ 6

Sekil 1.1: Limit ifadesinin geometrik gosterilimi

Tanmim 1.1.2. f fonksiyonu bir X reel say1 climlesi {izerinde tanimlanmig ve
xg € X olsun. Bu durumda

Jim f(z) = f(w0)
esitligi saglamiyor ise f fonksiyonuna zy noktasinda siireklidir denir. Eger f

fonksiyonu X cilimlesinin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonu X ciimlesi
tizerinde siireklidir denir.



Bir X climlesi iizerinde siirekli olan tiim fonksiyonlarin ciimlesi C'(X) ile
gosterilsin. Eger X climlesi reel say1 dogrusu iizerindeki bir aralik ise bu no-
tasyonda parantezler ihmal edilecektir. Ornegin, [a,b] kapal arahgi iizerinde
stirekli fonksiyonlarin ctimlesi Cfa, b] olarak ifade edilir. Benzer gekilde R, reel
sayilar ciimlesi {izerindeki her noktada stirekli olan fonksiyonlarin ciimlesi C'(R)
veya C(—o00,00) seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.3. {z,,}>2, reel sayilarin sonsuz bir dizisi olsun. Her € > 0 sayisina
kargihik n > N(e) oldugu miiddetge |z, — x| < ¢ egitsizligini saglayan bir N (¢)
pozitif tamsayisi var ise bu dizinin limiti 2’dir (ya da dizi 2’e yakimnsar) denir
ve

lim z, =2 yada n — ocoicinazx, >z

n—oo
olarak gosterilir.

Teorem 1.1.4. f fonksiyonu bir X reel sayr ciimlesi izerinde tanimlanmas ve
xg € X olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(a) f fonksiyonu xo noktasinda streklidir;

(b) X i¢indeki herhangi bir {x,}° reel sayr dizisi xo a yakinsiyor ise
lim, o0 f(zn) = f(z0) esitligi saglanar.
Bir fonksiyonunun 6ngoriilebilir davranigi i¢in minimum beklenti, gbz 6niine

aliman fonksiyonun siirekli olmasidir. Dolayisiyla bu derste siirekli fonksiyonlar
iizerinden yaklagimlar yapilacaktir.

1.1.2 Diferansiyellenebilme

Tanmim 1.1.5. f fonksiyonu zy noktasini igeren bir agik aralikta tanimlanmig

olsun. Eger

T—TQ r — X

limiti var ise f fonksiyonuna xy noktasinda diferansiyellenebilir denir. f’(z)
degeri f fonksiyonunun xgy noktasindaki tiirevi olarak adlandirilir. Bir X ctim-
lesinin her noktasinda tiirevi olan bir fonksiyona X lizerinde diferansiyelle-
nebilir denir.

f'(z0) sayis1 f fonksiyonuna (zg, f(zo)) noktasindan gizilen tegetin egimidir
(Bkz. Sekil 1.2).

Teorem 1.1.6. f fonksiyonu z¢ noktasinda diferansiyellenebilirse bu noktada
aym zamanda streklidir.

Takip eden teoremler, hata tahminleri i¢in geligtirilen metotlarda 6nemli
yere sahiptirler. Buradan 6nceki ve sonraki teoremlerin ispatlar1 Analiz dersle-
rinde yapildigindan ispatlar Niimerik Analiz dersi miifredat1 dahilinde degildir.
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f'(zo) egimine sahip teget

f(xo)

Zo

Sekil 1.2: Tiirev ifadesinin geometrik gosterilimi

X reel say1 climlesi tizerinde n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksi-
yonlarin climlesi C™(X) ile, her mertebeden tiireve sahip fonksiyonlarin ciim-
lesi C*°(X) ile gosterilsin. Polinom, rasyonel, trigonometrik, tistel ve logarit-
mik fonksiyonlar, X bu fonksiyonlarin tanimli oldugu ctimleyi géstermek tizere,
C>(X) climlesine aittirler. Daha 6nceden de vurgulandig: gibi X ciimlesi reel

say1 dogrusu iizerinde bir aralig1 gosteriyor ise bu notasyonda parantezler ihmal
edilecektir.

Teorem 1.1.7. (Rolle Teoremi)
f € Cla,b] ve f fonksiyonu (a,b) arabiginda diferansiyellenebilir olsun. Eger
f(a) = f(b) esitligi saglanwyor ise f'(c) = 0 olacak sekilde (a,b) arahginda bir
¢ sayist vardir (Bkz. Sekil 1.3).

a c b

Sekil 1.3: Rolle teoremi

Teorem 1.1.8. (Ortalama Deger Teoremi)
f € Cla,b] ve f fonksiyonu (a,b) aralginda diferansiyellenebilir olsun. Bu
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durumda (a,b) aralg iginde

f() = f(a)

R

esitligini saglayan bir ¢ sayisy vardir (Bkz. Sekil 1.4).

Paralel dogrular

"

ru

\
8

Sekil 1.4: Ortalama deger teoremi

Teorem 1.1.9. (Ekstremum Deger Teoremi)

f € Cla,b] ise her x € [a,b] i¢in f(c1) < f(x) < f(c2) olacak sekilde c1,co €
[a,b] sayilart vardir. Buna ek olarak eger f fonksiyonu (a,b) araliginda dife-
ransiyellenebilir ise ¢1 ve co sayart ya [a,b] araliginan ug noktalardir ya da
f! tireving sifir yapan degerlerdir (Bkz. Sekil 1.5).

a ¢ c1 b

Sekil 1.5: Ekstremum deger teoremi

Teorem 1.1.10. (Genellegtirilmis Rolle Teoremi)
f € Cla,b] fonksiyonu (a,b) araliginda n defa diferansiyellenebilir olsun. Ejer
a<mzpg <z < -0 < xpy <bgibi (n+ 1) tane farkl noktada f fonksiyonu
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sifir degerini alyor ise (xq,x,) aralign i¢inde ve dolayisiyla (a,b) araliginda
" (c) = 0 esitligini saglayan bir ¢ sayist vardar.

Teorem 1.1.11. (Ara Deger Teoremi)

f € Cla,b] ve K sayist f(a) ile f(b) arasinda herhangi bir sayu olsun. Buna
gore (a,b) araliginda f(c) = K esitligini saglayan bir ¢ sayist vardir (Bkz. Sekil
1.6).

Yy
A
i) (a, f(a))
K y= f(z)
f(®) (b, f(b))
a c b >

Sekil 1.6: Ara deger teoremi

Ornek 1.1.12. 2° — 223+ 322 — 1 = 0 denkleminin [0, 1] arahgnda bir ¢6ziimii
oldugunu gosteriniz.

Coziim. f(x) = 2 — 22% + 322 — 1 fonksiyonu gz éniine alinsm. f fonksiyonu
[0, 1] araliginda siireklidir ve

FO)=-1<0 ve f(1)=1>0

esitliklerini gergekler. Dolayisiyla, Ara Deger Teoremi geregi 0 < x < 1 arali-
gindaki bir z sayisi icin 2° — 223 + 322 — 1 = 0 esitligi saglanir.

Aligtirma 1.1.13. 2% — 32% + 22 — 1 = 0 denkleminin [0,2] arahgnda bir
¢Oztimi oldugunu gésteriniz.

Alstirma 1.1.14. z — (Inx)® = 0 denkleminin [4,5] araliginda bir ¢ozimi
oldugunu gdésteriniz.

Alstirma 1.1.15. 22 — 222 — 42 + 3 = 0 denkleminin ¢éziimlerini iceren
araliklar: tespit ediniz.

1.1.3 Integral

Tanim 1.1.16. Her i = 1,2,--- ,n i¢in Ax; = x; — x;—1 olmak lizere a =
o < a1 < -0 < x, = b egitsizligini saglayan xg, x1, - - - , x, sayilar: goéz oniline
alimsim ve [z;_1,z;] arahginda herhangi bir z; sayisi segilsin. Buna gore [a, b]

11



araliginda f fonksiyonunun Riemann integrali agagida belirtilen limitin var-
lig1 durumunda

b n
/ f(x)de = lim Zf(zl)sz
e i=1

max Az;—0
olarak tanimlanir.

[a,b] araliginda siirekli olan f fonksiyonu ayni zamanda bu aralikta Ri-
emann integrallenebilirdir. Bu durum, hesapta kolaylik saglamasi bakimindan,
her ¢ = 1,2,--- ,n igin [a,b] arahgindaki z; noktalarimi egit aralikli olarak
z; = x; seklinde segebilmemizi saglar. Dolayisiyla, x; = a + i(b — a)/n olmak
iizere yukarida verilen integral tanimi

b n
. b—a
/a flx)de = Jim. — E_l en!
haline doniigiir (Bkz. Sekil 1.7).

Y
A

}/=f(w)

20N /7

> T

a=x9 %1 T2...Ti—1%j...Tp_10=12,

Sekil 1.7: Riemann integrali

Teorem 1.1.17. (Integaller icin Agirhklh Ortalama Deger Teoremi)
f € Cla,bl, [a,b] tzerinde g fonksiyonunun Riemann integrali mevcut olsun ve
bu kapaly aralikta g(x) isaret degistirmesin. Buna gére (a,b) araliginda

b b
[ f@@iz = ) [ gtz
esitligini saglayan bir ¢ sayst vardar.

g(z) = 1 olmas1 durumunda Teorem 1.1.17 ifadesi

b
£e) = 5 [ fla)da

seklinde ifade edilen ve f fonksiyonunun [a,b] kapali arahgindaki ortalama
degerini veren Integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi’ne doniigiir (Bkz.
Sekil 1.8).
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> T
a c b

Sekil 1.8: Integraller icin ortalama deger teoremi

1.1.4 Taylor Polinomlar: ve Serileri

Bu boliimiin son teoremi Taylor polinomlarii ifade eden agagidaki teoremdir.
Bu tip polinomlar niimerik analizde gok¢a kullanilirlar.

Teorem 1.1.18. (Taylor Teoremi)
f € C™a,b], fY tirevi [a,b] arahginda mevcut ve xo € [a,b] olsun. Bu
durumda

N(xO)
2!

") (g
(x—a:g)2+-~-+fT(!0)(a:—xo)”

Pu(x) = f(zo) + f'(x0)(z — o) +

npk) (g
= Z fT('O)(x _ xo)k
k=0 )

ve her x € [a,b] igin xg ile x arasinda bir (x) sayist

FrD (€ ()

Bulw) = (n+1)!

(x — ;zco)"Jrl

olmak tizere
f(@) = Pa(z) + Rn(2)

egitligini saglayacak sekilde mevcuttur.

Yukaridaki bigimde tanimlanan P, (x) polinomuna f fonksiyonunun zq ci-
varindaki n. Taylor polinomu ve R, (x) ifadesine de P,(z) ile iligkili kalan
terim (ya da kesme hatasi) adi verilir. Kesme hatasindaki £(x) sayis1 P, (x)
polinomunun civarinda agildigr x sayisina bagh oldugundan x’in bir fonksi-
yonudur. Taylor Teoremi en basit anlamda bu tip fonksiyonlarin varligini ve
degerlerinin x ile x(y arasinda oldugunu garantiler. Niimerik analiz konusu iceri-
sindeki en yaygin problemlerden birisi, belirtilen aralik icerisindeki bir x sayisi
igin f(»*+1(¢(z)) ifadesine ait iist siir1 belirleme problemidir.
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n — oo i¢in P, (x)’in limitini almakla elde edilen sonsuz seri f fonksiyonu-
nun zq civarindaki Taylor serisi olarak adlandirilir. £y = 0 olmasi durumunda
Taylor polinomuna Maclaurin polinomu ve Taylor serisine de Maclaurin
serisi ad1 verilir.

Taylor polinomundaki kesme hatasi terimi, sonsuz bir seri toplamina sonlu
yaklagim yapilmasi sonucu olugsan kesme hatasini igerir.

Ornek 1.1.19. ¢* fonksiyonunun z = 0 civarinda n. Taylor Polinomu P, (x)
ise

max |e* — P, (z)| £ 1076
0<z<1

esitsizligini saglayan en kii¢iik n dogal sayisini bulunuz.

Cozim. f(x) = e fonksiyonunun her mertebeden siirekli tiirevleri vardir ve
her n € N i¢in f((x) = e® saglanir. 29 = 0 civarinda f(z) fonksiyonunun
n. Taylor Polinomu agiliminda olusan hata, {(z) says1 0 ile = arasinda olmak
tlizere,

eb(x)

_ | it e ()
B (n+ 1)!96

(n+1)!

n+1

| R ()] (z —0)"*

ifadest ile verilir. Burada, 0 £ x £ 1 oldugundan £(z) sayisi da 0 ile 1 arasinda
yer alir. Dolayisiyla

o)
(n+1)!

- _<10°°

n+1
v (n+1)! =

max |€”—P,(z)] = max |R,(x)| = max
0=z=1 0<z<1 0<2<1,086<1

elde edilir. Buradan e x 10% = 2718281.828 < (n + 1)! esitsizligini saglayan en
kii¢iik n sayisinin 9 oldugu sonucuna ulagilir.

Ornek 1.1.20. f(z) = cosz ve z¢ = 0 olsun.
(a) f fonksiyonunun zq civarinda ikinci Taylor polinomunu; ve
(b) f fonksiyonunun g civarinda iigiincii Taylor polinomunu
hesaplayimiz.

Cozim. f € C*°(R) oldugundan Taylor Teoremi her n > 0 i¢in uygulanabilir.
Ayrica

f'(x) = —sinx, f"(x) = —cosz, f"(x) =sinz ve fP(x)=cosz
oldugundan
£(0) =1,f(0) =0,£"(0) = =1 ve f"(0)=0
clde edilir.
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(a) n = 2 ve zp = 0 icin f(x) = cosz fonksiyonu, £(z) sayist genellikle
bilinmeyen 0 ile z arasinda bir say1 olmak iizere

f"(0)
2!

(x —0)2 + W@c —-0)3

cosz = £(0) + £(0)(w — 0) +
_ Lo 1 5.
=1 5% + % sin&(x)
seklinde bir agihma sahiptir (Bkz. Sekil 1.9).

Sekil 1.9: y =cosx vey =1 — %xQ fonksiyonlarinin grafikleri

z = 0.01 olmas1 durumunda

—6

1 1 10
cos0.01 =1— 5(0.01)2—1—6(0.01)35in§(0.01) = 0.99995 + sin £(0.01)

elde edilir. Dolayisiyla cos0.01 degeri verilen Taylor polinomuyla yapilan
yaklagim ile 0.99995 olarak bulunur. Bu yaklagimin kesme hatasi ya da
diger ismi ile kalan terimi

—6

sin £(0.01) = 0.16 x 10~ %sin £(0.01)

olarak hesaplanir. sin£(0.01) ifadesini hesaplamak miimkiin olmamasina
kargin siniis fonksiyonunun tiim degerlerini [—1, 1] araliginda aldig1 bilin-
diginden cos0.01 ifadesi i¢in yapilan yaklagimda olugsan hata

| cos0.01 — 0.99995] = 0.16 x 105 | sin £(0.01)| < 0.16 x 10~
~—_—

<1

sayist ile sinirlidir. Buna gore 0.99995 yaklagik degeri ile cos 0.01’in gergek
degerinin en az ilk bes ondaligi aynidir ve

0.9999483 = 0.99995 — 0.16 x 1075 < c0s0.01
< 0.99995 + 0.16 x 107 = 0.99995016

esitsizligi gerceklenir.

15



Gergekte, hata icin bulunan st siir gercek hatadan ¢ok daha biiyiik
olabilir. Bu durum |siné(z)| igin kullamlan simirin zayifligindan kay-
naklanmaktadir. Eger her © € R i¢in |sinz| < 2 oldugu kullanilirsa
0 < €&(x) < 0.01 esitliginden | sin&(z)| < 0.01 elde edilir ki bu ise olugan
hata igin bir stnirm 0.16 x 10~% oldugu sonucunu verir.

(b) f"(0) = 0 oldugundan cosz fonksiyonunun zo = 0 civarinda iigiincii
Taylor polinonumu kalan terimi ile 0 < £(x) < 0.01 igin

1 1,
cosz =1 295 —|—24x cos &(x)
seklinde elde edilir. (a) sikkinda elde edilen P (z) polinomu ile Ps(x) poli-
nomu ayni oldugundan cos 0.01 degeri i¢in yapilan yaklagim yine 0.99995
olarak bulunur. Fakat ii¢lincii Taylor polinomu kullanilarak yapilan yak-
lagimda olugan hata siniri, ikinci Taylor polinomu kullanilarak yapilan
yaklagimda olugsan hata simirindan daha kiigiiktiir. Gercekten, her x de-
geri igin |cosz| < 1 oldugu kullanilirsa

1 _
—4(0 01)* = 0.416 x 107°

‘—x cosﬁ

sonucuna ulagilir. Yani
| cos0.01 — 0.99995| < 0.416 x 10~°

ve

0.999949999583 = 0.99995 — 0.416 x 10™? < cos0.01
< 0.99995 4 0.416 x 10~ = 0.999950000417

esitsizlikleri elde edilir.

Gergek degerin bilinmemesi durumunda yapilan bir yaklagimin hassashigi-
nin saptanmasi, olusan hatanin iist sinir1 ile belirlendiginden kiiciik bir iist sinir
tespit etmek yaklagimin giivenirliliginin ortaya konmasi bakimindan 6nem ta-
simaktadir. Zira, bulunan bu {ist sinir gercek hata degerine egit ya da ondan
biiyiik olacaktir.

Algtirma 1.1.21. f(z) =Ilnz ve zo =1 olsun.

(a) zo civarimda f fonksiyonunun ikinci Taylor polinomunu kalan terimi ile
birlikte hesaplayimiz. Bu polinomu kullanarak In 1.1 i¢in bir yaklasik deger
bulunuz. Yaklasimda olusan hata i¢in bir dst sinwr hesaplayiniz.

(b) (a) gikkwne tciinci Taylor polinomu igin tekrarlayinz.

Ustel ve trigonometrik fonksiyonlar gibi tiirevi alinabilen siirekli fonksiyon-
lar i¢in, sonlu sayida terim kullanilarak yapilan yaklagimlar tam dogru bir sonug
vermez. Eklenecek her terim kiigiik de olsa yaklagimin iyilegmesine katkida
bulunur. Polinoma sonsuz sayida terim eklenirse tam dogru sonug elde edilir.
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Ornek 1.1.22. Ornek 1.1.20’de elde edilen iiciincii Taylor polinomunu ve kalan

terimini kullanarak o1
/ cos xdx
0

integralini yaklagik olarak hesaplayimiz ve bu yaklagimda olusan hata ic¢in bir
iist sinir belirleyiniz.

Coziim. Ornek 1.1.20°de elde edilen figiincii Taylor polinomu hata terimi ile
birlikte integre edilirse

0.1 0.1 1 1 o1 ~
/ coszdr = / 1— 2% )de+ — z cos&(x)dx

1 0.1 1 0.1 B
= [x — —xg} + = x* cosé(x)dx

6" |, 21/,
— 01— L1pyd /0'1 1 cosé(z)d
= U. 6 . 24 o X S X )ax

yani

0.1 1 )
/ cosxdr ~ 0.1 — 6(0.1)3 = 0.09983
0

elde edilir. Bu hesaptaki hata igin bir sir her z igin | cos€(z)| < 1 esitliginin
kalan teriminin integralinde kullanilmasi ile

1 ot ~ 0.1 ~
—/ xt cosé(x)dx| < — x| cosé(x)| da
<1
1ot 1 (0.1)° -
< o Yo = — =83x107"
<%, vidy = o7 8.3 x 10

seklinde bulunur. Istenen integralin gercek degeri

0.1
/ cosxdr = sinz|)" = sin0.1 ~ 0.099833416647
0

oldugundan bu yaklagimdaki gercek hata
|0.099833416647 — 0.09983| = 8.3314 x 10~°
dir ve bu sonug hata i¢in bulunan {ist simirdan daha kiigiiktiir.

Alistirma 1.1.23. z¢p = 1 civarinda f(x) = Inz fonksiyonunun kalan terimi
ile birlikte ticincid Taylor polinomunu kullanarak

1.1
/ Inxdzx
1

integraling yaklasik olarak hesaplayiniz ve bu yaklasimda olusan hata igin bir
st swnar belirleyiniz.
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Algtirma 1.1.24. (a) zo = 0 civarnda f(x) = e* cosx fonksiyonunun ka-
lan terimi ile birlikte Pa(x) ikinci Taylor polinomunu yaziniz.

(b) Py(z) polinomunu kullanarak f(0.5) degerine bir yaklasim yapinaz. Ayrica
| £(0.5) — P2(0.5)]

ifadesi i¢in bir st symir hesaplayiniz ve buldugunuz bu degeri gercek hata
ile karsgilastirimaz.

(c) [0,1] araligendaki x degerleri igin |f(x) — Pa(z)| ifadesine ait bir st sunar
belirleyiniz.

(d) {01 Py(x)dx degerini kullanarak fol f(z)dz integrali igin bir yaklasim bu-
unuz.

(e) (d) skkwnda verilen yaklagimda olusan hata igin bir dst sinuwr belirleyiniz.

1.2 Yuvarlama Hatalar1 ve Bilgisayar Aritmetigi

Her ne kadar niimerik teknikler analitik ¢6ziime yakin sonuclar verse de bir yak-
lagim icerdiginden arada bir fark, hata vardir. Temel olarak sayisal hatalar iki
tlirliiddiir. Bunlardan ilki Boliim 1.1°de anlatilan ve sayisal yontemlerde, mate-
matik igslemler sonucunda elde edilen gercek degerleri ifade etmek i¢in kullanilan
yaklagimlar sonucu olugan farkliliklardan dogan kesme hatalaridir. Bir diger
hata cesidi olan yuvarlama hatalar: bilgisayarin biiyiikliikleri sadece belirli
sayida haneyle gosterebilmesinden kaynaklanir. Ornegin birbirini tekrar etme-
yen sonsuz sayida ondalik kisim iceren 7 transandant sayisim ifade etmek igin
bu sayinin sonlu sayida ondaligini igeren bir kismi géz 6niine alindiginda yuvar-
lama hatasi yapilmig olur. Bunlarin diginda insanin kendisinden kaynaklanan,
fiziksel veya matematiksel bir modelin olusturulmasinda, iglem yaparken veya
program yazarken yapilan veya denklemlerin katsayilarini belirlemek amaci ile
yapilan deneylerde Olgiimlerde kullanilan aletlerin hassasligina bagh olarak olu-
san girig verisi hatalar: da s6z konusudur. Bu tip hatalar miifredat digidir.

1.2.1 1iki Tabanl Makine Sayilari

Bilgisayarda tam sayilarin ifade edilmesi i¢in kullanilan 6zel bir yéntem yoktur.
Tam sayilar ikili say1 sistemi kullanilarak ifade edilirler. Burada 6nemli olan
bir nokta, sayilarin ifade edilmesinde kullanilan bit sayisinin, gosterilebilecek
maksimum tam say1 degerini kisitlamasidir. Ornegin 16 bit kullanilarak yazi-
labilecek en biiyiik say1 2'6 = 65536 olmaktadir. Eger bu 16 bitin bir tanesini
isaret icin kullanarak sayiy1 ifade etmeye kalkarsak 2(16—1) = 32768 degeri elde
edilecektir. Eger tam say1 gosteriminde igaret biti kullaniliyorsa isaretli tam
say1 (signed integer), kullamlmiyorsa igsaretsiz tam say1 (unsigned integer)
adim alir. Tam say1 gosteriminde limitler agilirsa tagma (overflow, underflow)
problemi ile kargilagilir.
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Reel sayilarin gosterimi i¢in say sistemleri kullanilabilir olsa da bilgisayarda
cok kiiclik ve cok biiyiik reel sayilarin gosteriminde kayan nokta sayilari
kullanilir. Kayan nokta sayilari, bir say1 ile o saymin 10'un bir kuvveti ile
carpimi geklinde kullanilan bilimsel notasyona ¢ok benzer. Giiniimiizde kayan
nokta sayilarinin gosteriminde yaygin olarak kullanilan yontem IEEE 754 kayan
nokta aritmetik standardidir.

64 bit (ikili dijit) bir reel sayiy1 gostermek igin kullamlsin. s ile gosterilen
ilk bit saymnin isaretini ifade eder ve 1 ya da 0 degerini alir. Burada 1 sayimin
negatif, 0 ise pozitif oldugunu gosterir. s’yi 2 tabaninda yazilan, c ile gosterilen
ve karakteristik adi verilen 11 bitlik tst takip eder. ¢’nin ardindan ise 1/2
tabaninda yazilan, f ile gosterilen ve mantis adi verilen 52 bitlik kisim gelir.
Bu sistem kullanarak

(_1)32071023(1 + f)

formunda kayan nokta sayilar: elde edilir.

Kayan nokta gosterimi, hem kesirlerin hem de ¢ok biiyiik sayilarin bilgi-
sayarda gosterilmesine olanak tanir. Ancak bazi sakincalar: vardir. Ornegin,
kayan nokta sayilar: tamsayilara gore daha fazla yer tutar ve iglemler daha
uzun siirer. Daha da 6nemlisi, mantis sadece sonlu sayida anlamli basamak
tutabildiginden, bir hata olugturur. Béylece yuvarlama hatasi ortaya gikar.

Ornek 1.2.1. Agagidaki makine sayis1 goz oniine alimsin:

0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000000.

En soldaki bit s = 0 oldugundan verilen sayinin pozitif oldugu sonucu elde
edilir. Sonraki 11 bit 10000000011, sayinin karakteristigidir ve ondalik olarak

c=1-2940-224---40-224+1-2' +1-29=1024+2+1=1027

sayisina esittir. Dolayisiyla saymm iist kismi 2102771023 — 24 — 16’dir. Son
olarak 52 bitlik mantis kismi

r=g) () o (3) (@) e () e (B)

seklinde yazilir. Sonug olarak verilen makine sayisi1 tam olarak

1 1 1 1 1 1
_1)59¢-1023 (1 — (—1)0.91027-1023 [ 4 -4+ — 4 — 4+ — 4+ —
(-1) (1+f)=(1 T\t st 167352 " 256 T 2006

= 27.56640625

ondalik sayisina esittir. Diger taraftan yukarida verilen makine sayisindan bir
kiigiik say1

0 10000000011 10111001000011111111111711111111111111111111111111111
ve bir biiyiik say1
0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000001
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dir. Buna gore bizim orijinal makine sayimiz sadece 27.56640625 degerini gos-
termekle kalmayip yukarida verilen kendisinden bir biiyiik ve bir kii¢iik sayinin
isaret etmig oldugu sayilarla sinirli aralikta yer alan tiim sayilar1 géstermekte-
dir.

Bu formatta ifade edilebilecek

(i) en kiigiik pozitif say1: s =0, ¢ =1 ve f =0 igin

2710221 1 0) & 0.22251 x 10737,

(ii) en biiyiik say1: s = 0, ¢ = 2046 ve f =1 — 2752 icin

21023(2 — 2752) ~ 0.17977 x 103%°

oldugundan eger hesaplamalar sonucu elde edilen say1 271022(1 +0)’den biiyiik
ise agagi-tagma, 21923(2 — 2752) sayisindan biiyiik ise yukari-tasma yagsanaca-
gidan hesaplamanin belirli bir hassaslik ile yapilmamasi durumunda prosediir
kesintiye ugrayacaktir. Ayrica, sifir sayisi igin iki tiirlii gésterilim vardir: pozitif
sifir igin s =0, ¢ = 0 ve f = 0; negatif sifir igin s =1, c=0 ve f =0.

1.2.2 Ondalik Makine Sayilari

Bu béliimde, her i =2,--- [k i¢in 1 < d; <9 ve 0 <d; <9 olmak tizere
io.dldg s dk x 10™

olarak ifade edilen k-dijit normalize edilmis ondalik kayan-nokta formun-
daki sayilar ile ilgilenecegiz.

Niimerik olarak makinede bir tagmaya neden olmayan, normalize edilmisg
pozitif

Yy = O.dldg . 'dkdk+1dk+2 <o x 10"

sayist goz Oniine almsin. y sayisinin kayan nokta formu fi(y) ile gosterilir ve
ondalik kisminin sadece k-dijit olarak alinmasi ile elde edilir. Bu k-dijitin be-
lirlenmesinde genel olarak iki yontem takip edilir. Bunlardan ilki kesme denen
ve dgy1dg+2 - -+ ondaliklarinin atilmasi ile elde edilen

Fl(y) = 0.dids - - dy x 107

sayidir. Bir digeri ise yuvarlama adi verilen ve 5 x 10"~ *+1 sayismin 3’ye
eklenmesi sonrasinda kesme yapilmasi ile elde edilen

fl(y) = 0.5152 s 5k x 10™

sayisidir. Kisaca yuvarlama yaparken dgy1 > 5 ise fl(y)’yi elde etmek igin dy
sayisina 1 eklenirken (yukar1 yuvarlama), di11 < 5 ise k-dijitten sonra kesme
yapilir (agag1 yuvarlama). Eger agag1 yuvarlama yapiliyor ise her i = 1,2,--- |k
i¢in §; = d; olur. Bununla beraber, yukar: yuvarlama yapilmas: durumda tam
kisim da dahil olmak iizere tiim ondalik basamaklar degisebilir.
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Say1 Normalize Edilmis Ondalik Form

1222000 0.1222 x 107
—0.0000345 —0.345 x 104

0.0027 x 1073 0.27 x 1075
—3687.487 x 108 —0.3687487 x 1012
0.1001 x 10~° 0.1001 x 10~°
9.26539874 x 102! 0.926539874 x 10~20

Ornek 1.2.2. Irrasyonel 7 sayismm bes-dijit (a) kesme ve (b) yuvarlama
degerlerini elde ediniz.

Coziim. m = 3.141592654 - - - geklinde kendini tekrar etmeyen sonsuz ondaliga
sahip 7 sayis1 normalize edilerek

7 = 0.3141592654 - - - x 10"
olarak yazilsin. Buna goére
(a) bes-dijit kesme yapilarak 7 sayisinin kayan-nokta formu

fl(m) = 0.31415 x 10" = 3.1415,

(b) saymn altinci basamagi 9 oldugundan bes-dijit yuvarlama yapilarak
sayisin kayan-nokta formu

fl(m) = (0.31415 + 0.00001) x 10" = 3.1416

olarak elde edilir.

Tanim 1.2.3. p sayisina bir yaklagim p* olsun. Bu durumda |p — p*| farkina

mutlak hata ve p # 0 olmak iizere ‘p ;” - ‘ oranina ise bagil hata adi verilir.

Ornek 1.2.4. Asagida verilen p degerlerine yapilan p* yaklagimlarinda olugan
mutlak ve bagil hatalar1 hesaplayiniz.

(a) p=0.3000 x 10, p* = 0.3100 x 10%;
(b) p=0.3000 x 1073, p* = 0.3100 x 10~3;
(c) p=0.3000 x 10%, p* = 0.3100 x 10%.
Céziim.

(a) Mutlak hata: [p — p*| = ]0.3000 x 10! —0.3100 x 10*| = 0.1

Bagil Hata: 220 = 8 o = 0.3333 x 1071;

(b) Mutlak hata: |p — p*| = 0.3000 x 103 — 0.3100 x 10~3| = 0.1 x 10~*

Bagl Hata: 221 = ;OLA0 2 — 0.3333 < 107
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c) Mutlak hata: [p — p*| = |0. X X =0.1x
Mutlak h 0.3000 x 10* — 0.3100 x 10%| = 0.1 x 103

Bagil Hata: 221 = [OLA0 . — 03333 x 1071,

Yukaridaki 6rnekte goriildiigii iizere tiim yaklasimlarda bagil hata 0.3333x 10!
iken mutlak hata farkh degerler almaktadir. Yapilan yaklagimda gercek degere
ne oranda yaklagildigini 6l¢gmek bakimindan bagil hata mutlak hataya gore daha
anlamlidir. Ornegin 100 km’lik bir yolu 101 km ve 1 km’lik yolu 2 km 6lgmede
olugan mutlak hatalar 1 km iken bu 6l¢limlerin hangisinin daha kabul edilebilir
bir hata oranina sahip oldugunu anlamak i¢in bagil hatalarina bakmak gerekir.

Ornek 1.2.5. (a) f(z) = cosz — (z + 1)? fonksiyonunun z = 0 civarmda
iigiincii Taylor polinomunu hata terimini goz ardi ederek hesaplayiniz.

(b) Eger yukarida bulunan polinom 5-dijit yuvarlama artimetigi ile f(0.05)
degerini hesaplamak i¢in kullanilirsa olugacak mutlak ve bagil hatay tes-
pit ediniz.

Céziim.

(a) Hata terimi yazlmayacagimdan {iglincii Taylor polinomunu hesaplamak
i¢in agagidaki iglemler yapilir:

f(z) =cosx — (z+ 1), f(0) =cos0— (0+1)* =0,
f'(z)=—sinz—2(x+1), f(0)=-sin0—-2(0+1)=-2,
f’(z) = —cosx — 2, i 0):—cos0—2——3
f"(z) =sinz, f1(0) =

Buna gore

f"(0)

Py@) = £0) + T2 0) ¢ _t

({E — 0)2 + T($ —0)3

f0)
21

o2, 3 0

= —2x — Dk

olarak tigiincii Taylor polinomunu hesaplanir.
(b) 5-dijit yuvarlama artimetigi kullanilarak yapilan bu yaklagimda

P3(0.05) = —2(0.05) — 2(0.05)2 = —0.10375

olarak elde edilir. Buna gore mutlak hata

|£(0.05) — P5(0.05)| = | cos(0.05) — (0.05 + 1) — (—0.10375)]
=2.6039 x 10~ 7
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ve bagil hata da

|£(0.05) — P3(0.05)] | cos(0.05) — (0.05 + 1)% — (—0.10375)|
|£(0.05)] N | cos(0.05) — (0.05 + 1)2]
=2.5098 x 10~°

seklinde bulunur. Mutlak hatanin bagil hatadan daha kii¢iik ¢ikmasinin
nedeni yapilan yaklagimin gercek fonksiyon degerine ¢ok yakin olmasidir.

Tanmim 1.2.6.
lp — p*|
Ip|

<5x107?

esitsizligini saglayan, negatif olmayan en biiyiik ¢ pozitif tam sayis1 i¢in p*, p’ye
t anlamli basamakta bir yaklagimdir denir.

Verilen bir sayinin anlaml basamaklar: agagidaki gekilde tespit edilir:

e Tiim sifirdan farkh sayilar anlamli basamaktir:
4 sayisinin bir anlaml basamag: vardir.
1.3 sayisiun iki anlamli basamag: vardir.
320 sayisinin iki anlamli basamagi vardir.
4325.334 sayisiin yedi anlamli basamagi vardir.

e Tim anlamli basamaklar arasinda kalan sifirlar anlamli basamaklardir:
109 sayisinin ii¢ anlamli basamag: vardir.
3.005 sayisinin dort anlamli basamag: vardir.
40.001 sayisinin bes anlamli basamag vardir.

e Ondalikli bir sayida ondalik noktasinin saginda yer alan tiim sayilar an-
lamli basamaklardir:
0.10 sayisinin iki anlaml basamag: vardir (ilk sifir anlamh degildir, fakat
sondaki sifir anlamhidir).
0.0010 saywsinn iki anlaml basamag) vardir (sondaki bir ve sifir).
3.20 sayisinin {i¢ anlaml basamag: vardir.
14.3000 sayisinin alti anlamli basamag: vardir.
400.00 sayisinin beg anlamli basamag1 vardir (ondalik noktasimin solunda
yer alan iki sifir anlamli oldugu bilinen 4 sayisinin saginda oldugundan
anlamhdir, ayrica ondalik noktasinin saginda yer alan sifirlar 4 ile sifir
arasmda yer aldigindan anlamlidir).

x sayisinn k-dijit kayan nokta formu fl(x) ile gosterilsin. fi(z) sayisinin
yuvarlama aritmetigi kullanilarak elde edilmesi durumunda yaklagimda olugan
bagil hatanin bir {ist sinir

|z — fi(x)]

< 0.5 x 107k
||
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dir. Gergekten: di # 0, n € Z olmak fizere x sayisi
x=0.d1dy - - - dpdpy1 -+ x 10"
seklinde verilsin.
e di11 < 5 olsun: Bu durumda fl(z) = 0.d1ds - - - di x 10™ oldugundan

@ — fl()]  |0.dads - dydp i1 -+ x 10" — 0.dyds - - - dy x 107]

|:E| |0.d1d2---dkdk+1 s X 10”|
__[0diqrdpsn - x 10" < 05x U 0.5 % 10-F+1
|0.d1d2---dkdk+1 cee X 10”| - 0.1
bulunur.

e di.1 > 5 olsun: Bu durumda fi(x) = (0.dyds - - - dy) x 10™ — 10"~* oldu-
gundan

@ — fl()]  [0.dids - dydpyr - x 10" — (0.dyds - - - dy) x 10" — 10" K]

|:E| |0.d1d2---dkdk+1 s X 10"|
_0.dgqrdpga - x 10mF — 10" F|
N |0.d1d2---dkdk+1--- X 10”|
|(1 = 0.dpy1dpyo---) x 10mF|
|0.dyds - - - dppdpyq - -+ x 107
_ 05 107k
- 0.1

elde edilir.

= 0.5 x 107 F+1

Diger taraftan k-dijit kesme aritmetigi kullanilarak fi(z) sayisinin elde edilmesi
durumunda olugacak bagil hata icin bir {ist sinir agagidaki sekilde verilir:

|$ — fl($)| . |0d1d2 s d/kd/kJrl <o x 10™ — O.dldg s dk X 10n|
|33| B |0.d1d2 .- 'dkdk+1 cee X 10”|
_ |0.dk+1dk+2 S X 10”_k|
|0.d1d2 cee dkdk+1 e X 10"|
|0.dpt1dpt2 - |

= x 107%.
0.d1ds - - - dpdpyr - - |

Diger taraftan dy # 0 oldugundan paydanin alabilecegi minimum deger 0.1’dir.
Ayrica pay istten 1 ile sinirli oldugundan

seklinde bir iist sinir elde edilir.



1.3 Yakinsama Kavrami

Tanim 1.3.1. Yapilan bir hesabin herhangi bir adiminda olugan hata Ey > 0
ile, bu adim1 takip eden n adim sonrasinda olugsan hatanin biiyiikligi ise F,
ile gbsterilsin.

e (' sayist n’den bagimsiz bir sabit olmak iizere E,, = CnFy saglaniyor ise

hatanin biiyiimesi lineerdir,

e (' > 1 olmak iizere E,, ~ C"Ej saglaniyor ise hatanin biiylimesi tisteldir

denir.

Tanimdan da anlagilacag: {izere bir algoritmada hatanin lineer biiyiimesi
genellikle kabul edilebilir bir durum iken iistel biiylimeye sahip bir algoritma
kullanilarak yaklagimda bulunmaktan kaginmak gerekir. Dolayisiyla lineer ha-
taya sahip bir yaklagim kararl, iistel hataya sahip bir yaklagim ise kararsiz
yapidadir (Bkz. Sekill.10).

A
E,
E, = C"E, Kararsiz Ustel Hata Biiyiimesi
- E, = CnEy Kararh Lineer Hata Biiylimesi
E, |
——t———+— n
1 2 3 4 5 6 7

Sekil 1.10: Ustel ve lineer hatalar

Ornek 1.3.2. ¢; ve ¢y reel sabitler olmak iizere {p, }2, dizisi her n = 0,1, - - -

icin
1 n
DPn =C1 (g) + 23"

seklinde tanimlansin. Buna gore
(a) {pn} dizisinin n =2,3,--- icin

10

Pn = ?pn—l — Pn-2

seklinde tanimlanan rekiirsif denklemin bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.
(b) po =1 ve p; = 1/3 olarak verilmesi durumunda ¢; ve cq sabitlerini tespit

ediniz.
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(c) ¢1 ve cg igin (b)’de bulunan degerleri kullanarak p,, ifadesini daha sade
bir bigimde ifade ediniz.

(d) (b)’de verilen py ve p; degerlerine kargilik ¢; ve ¢y sabitlerini tespit et-
mek i¢in bes-dijit yuvarlama algoritmasi uygulandiginda olusan hatanin
karakteristigini aragtiriniz.

Cézim.

(a) Verilen ifade, denklemde yerine yazilirsa

10 10 0" 1\"?
?pn—l — Pn—2 = E} <Cl (g) +623n_1> — <C1 (g) +CQ3"_2>
N\N""2/10 1 10
=Cl<§> <?x§—1)+c23”_2(§x3_1>
N\N""?/1
=C1 <§> <§) + 623n72 (9)
=c 1 " + 377« —
= 3 C20 = Pn.

elde edilir. Buna gore istenen saglanmaig olur.

(b) po=1vep = % olsun. Dolayisiyla sabitler

pp=1=2n=0: 1=c+c

1 ) 1 1 5 =c1=1c=0
= — = M —_ = =
P1 3:>7'l 3 361+ Co

seklinde tek tiirlii belirli olarak elde edilirler.

(c) Verilen dizi yukarida bulunan sabit degerleri kullanilarak

— 1n_3—”
Pn = 3 =

olarak en sade halde yazilabilir.

(d) Simdi dizinin terimlerinin bes-dijit yuvarlama aritmetigi kullanilarak ya-
zildigim varsayalim. Buna gore pj; = 1.0000 ve p7 = 0.33333’diir ve bu
durumda sabitler ¢; = 1.0000 ve ¢5 = —0.12500 x 107> geklinde elde
edilir. Gergekten:

py =1.0000=n=0: 1.0000=c] +c5
1
p; =033333=n=1: 0.33333= gc’{ + 3¢5
oldugundan

1
¢ = 1.0000 — ¢ = 0.33333 = £ (1.0000 — c3) + 3¢5 =
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1 1, . 1 8,
0.33333 = 37 3% + 3c; = 0.33333 — 3=3% =

~0.33333 x 107° = gc; = ¢ = —0.12500 x 10~°

ve

¢t =1.0000 — (—0.12500 x 1073) = ¢} = 1.0000

bulunur. Dolayisiyla rekiirsif seri, yeni bulunan katsayilar ile
1 n
p,, = 1.0000 (§> + (—0.12500 x 107°)3"

seklinde yazlabilir.

Simdi bu yaklagimda olugan (mutlak) hatanin karakteristigini inceleyelim:

lpn — | = ‘3‘” - (1.0000 <%) + (—0.12500 x 10—5)3") ‘
= 37" — 37" — (~0.12500 x 10~°) 3"
= (0.12500 x 107°) 3"

oldugundan bu prosediir kararsizdir. Ciinkii hata iistel olarak biiylimek-
tedir. Asagidaki tabloda bazi n degerleri i¢in bu yaklagimda olugan bagil
hata gosterilmektedir:

n  Hesaplanan p} Degeri Gergek p, Degeri Bagil Hata
0 0.10000 x 107 0.10000 x 107

1 0.33333 x 10° 0.33333 x 10°

2 0.11110 x 10° 0.11111 x 10° 9x 105
3 0.37000 x 10! 0.37037 x 10! 1x1073
4 0.12230 x 10! 0.12346 x 10! 9x10°3
5 0.37660 x 102 0.41152 x 1072 8 x 1072
6 0.32300 x 1073 0.13717 x 10~2 8 x 101
7 —0.26893 x 102 0.45725 x 1073 7 % 100
8 —0.92872 x 1072 0.15242 x 103 6 x 10

Ornek 1.3.3. ¢; ve ¢y reel sabitler olmak iizere {p, }22, dizisi her n = 0,1, - - -
igin
Pn = C1+ C2n
seklinde tanimlansin. Buna gore
(a) {pn} dizisinin n =2,3,--- i¢in
Pn = 2pn—1 — Pn—2
seklinde tanimlanan rekiirsif denklemin bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.
(b) po =1 ve p; = 1/3 olarak verilmesi durumunda ¢; ve cq sabitlerini tespit

ediniz.
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(c) ¢1 ve cg igin (b)’de bulunan degerleri kullanarak p,, ifadesini daha sade
bir bigimde ifade ediniz.

(d) (b)’de verilen py ve p; degerlerine kargilik ¢; ve ¢y sabitlerini tespit et-
mek i¢in bes-dijit yuvarlama algoritmasi uygulandiginda olusan hatanin
karakteristigini aragtiriniz.

Céziim.
(a) Verilen ifade, denklemde yerine yazilirsa
2pp—1 — Pn—2 = 2(c1 + ca(n — 1)) — (¢1 + ca(n — 2))
= 2¢1 + 2ncy — 2¢9 — 1 — neg + 2¢9
=c1 +Ccan = p,
elde edilir. Buna gore istenen saglanmaig olur.

(b) po=1vep = % olsun. Dolayisiyla sabitler

pp=1=n=0: 1l=ci4+c-0=c¢ =1,
Lo L tepl=14+c= 2
= — n = . — =C Co - = C Co = ——
Y41 3 3 1 2 2 2 3

seklinde tek tiirlii belirli olarak elde edilirler.

(c) Verilen dizi yukarida bulunan sabit degerleri kullanilarak

1 2

n=1—-n.

P 3
olarak en sade halde yazilabilir.

(d) Simdi dizinin terimlerinin bes-dijit yuvarlama aritmetigi kullanilarak ya-
zildigim varsayalim. Buna gore p§ = 1.0000 ve pj = 0.33333’diir ve bu
durumda sabitler ¢j = 1.0000 ve c5 = —0.66667 seklinde elde edilir. Ger-
cekten:

po =1.0000=n=0: 1.0000=c] +c5-0=c] = ¢ =1.0000
p1=033333=n=1: 033333=c]+c;-1=c] +c;=c; =—0.66667
oldugundan
Py, = 1.0000 + (—0.66667)n
elde edilir.

Simdi bu yaklagimda olugan (mutlak) hatanin karakteristigini inceleyelim:

2
|pn — oyl = |1 — 3 (1.0000 + (—0.66667)n)

2
= ‘1—§n—1+0.66667-n

= <0.66667— ;) n
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oldugundan bu prosediir kararlidir. Ciinkii hata lineer olarak biiyiimek-
tedir. Asagidaki tabloda bazi n degerleri i¢in bu yaklagimda olugan bagil
hata gosterilmektedir:

n  Hesaplanan p} Degeri Gercek p, Degeri Bagil Hata
0 0.10000 x 10T 0.10000 x 10T

1 0.33333 x 10° 0.33333 x 10°

2 —0.33330 x 10° —0.33333 x 10° 9x10°°
3 —0.10000 x 10! —0.10000 x 10! 0
4 —0.16670 x 10" —0.16667 x 10" 0
5 —0.23334 x 10! —0.23333 x 10! 4 %1075
6 —0.30000 x 10* —0.30000 x 10* 0
7 —0.36667 x 101 —0.36667 x 101 0
8 —0.43334 x 10* —0.43333 x 10* 2x107°

1.3.1 Yakinsama Hizi

Iterasyon teknikleri kullanilarak yapilan yaklasimlarda genellikle diziler kulla-
nildigindan, bu béliimde baz1 tanimlar verilerek dizilerin yakinsama hiz iize-
rinde durulacaktir.

Tanim 1.3.4. {5,}52, dizisi sifira, {a,}52; dizisi herhangi bir a sayismma
yakinsasin. Yeterince biiylik n degerleri i¢in

|l — af < K|B,]

esitsizligini saglayan bir K sayisi varsa, {a, 52, dizisi a’ya O(3,) hizinda
yakinsar denir ve a,, = a + O(f,,) yazilr.

Tamim 1.3.4%¢ gore {a,}52, dizisi istenen Ozelligi saglayan herhangi bir
{8} dizisi ile kargilagtirilabilir olsa da biz hemen her durumda p > 0 igin

Bn:i

npbP

formundaki dizileri g6z 6niine alacagiz ve en biiylik p degeri ile ilgilenecegiz.
Burada o, = o + O(1/nP)’dir.

Ornek 1.3.5. n > 1 icin

n+1 R n+3
5~ Ve Gy = ——
n

Qp =
n3

seklinde tanimlanan iki dizi g6z 6niine alinsin. Her ne kadar

. . on+1 A . n+3
lim o, = lim =0 ve lim &, = lim T = 0
n—o00 n—oo N n—o00 n—oo N

saglansa da {&,} dizisi limit degerine {a,} dizine gore daha hizli yakisar.
Gergekten, bes-dijit yuvarlama aritmetigi kullanilarak asagidaki degerler elde
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edilir:

n 1 2 3 4 5 6 7
an  2.0000 0.75000 0.44444 0.31250 0.24000  0.19444  0.16327
&, 4.0000 0.62500 0.22222 0.10938 0.064000 0.041667 0.029155

Yukaridaki gekilde tanimlanan her iki dizinin de yakinsama hizini tespit ediniz.

Coziim. B = 1/n ve B, = 1/n? olarak tanimlansm.

1 1
o 0] = 22 < BE 9. 2 _gg,
n n n
e
v A _n+3<n+3n_4 1_4A
[ = 0 = nd = nd n? Bn

oldugundan {c,} dizisi sifira {1/n} nin sifira yakinsama hizinda yakinsarken
{ay,} dizisi aym degere daha hizh olarak {1/n?}nin sifira yakinsama hizinda
yakinsar. Buna gore

1 1
an:0—|—0<—> ve @n=0+0<—2)
n n
yazilabilir.

O notasyonu ayrica fonksiyonlarin yakinsama hizlarini belirtmek igin de
kullanilir.

Tanmim 1.3.6. limy_,oG(h) = 0 ve lim_,0 F'(h) = L olsun. Eger yeterince
kiigiik h degerleri icin
|F'(h) — L| < K|G(h)]|

esitsizligini saglayan bir K sayisi varsa F'(h) fonksiyonu L’ye O(G(h)) hizinda
yakinsar denir ve F'(h) = L + O(G(h)) yazilir.

Bu derste karsilagtirmada kullanilan G(h) fonksiyonu p > 0 olmak iizere
G(h) = h? formunda almacaktir. Dolayisiyla F'(h) = L + O(hP) esitligini sag-
layan en biiyilik p degeri ile ilgilenecektir.

Ornek 1.3.7. Kosiniis fonksiyonunun h = 0 civarmda iiciincii Taylor polino-
munu hata terimi ile birlikte goz éniine alarak

1
cosh + §h2 =1+ O0(h")

oldugunu gosteriniz.

Cézim. Ornek 1.1.20’dan £(h) sayisi 0 ile h arasmda olmak iizere
h=1—1p2y Lyt £(h)
cosh = 5 51" cos
seklinde yazilabilecegini biliyoruz. Buna gore
cosh + 1h2 —-1= ih4 cos&(h)
2 24
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esitligi elde edilir. Dolayisiyla

1
Bt < —pt
=24

<cosh—|— %h2) - 1} = }i cosé(h)

bulunur. Yani, h — 0 i¢in cosh + %h2 ifadesinin 1 limit degerine h*’iin 0’a
yakinsama hizinda yakinsadigi sonucu elde edilir. Bu ise

1
cosh + §h2 =1+0(h*)

demektir.
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2 Tek Degiskenli Denklemlerin Coziimleri

Bu boliimde niimerik yaklagimin en temel ugraglarindan birisi olan k6k bulma
problemi tizerinde durulacaktir. Bu siiregte verilen bir f fonksiyonu igin f(z) =
0 egitligini saglayan ve denklemin kokii, ¢6ziimi ya da sifir yeri olarak ad-
landirilan reel x sayilarina cesitli metodlar kullanilarak yaklagimlarda bulunu-
lacaktir.

2.1 ikiye Bo6lme Metodu

K&k bulma problemi incelenirken gbz Oniine alinacak ilk teknik temel olarak
Ara Deger Teoremi kullanilarak elde edilen ikiye Bo6lme Metodudur.

f fonksiyonu [a, b] aralig1 iizerinde tammli ve siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger f(a) ve f(b) degerlerinin igaretleri farkh ise Ara Deger Teoremi’'ne gore
(a,b) arahginda f(p) = 0 esitligini saglayacak gekilde bir p sayis1 vardir. Bu
prosediir her ne kadar verilen aralikta birden fazla kok olmasi durumunda da
kullanigh olsa dahi biz kolaylk saglamasi bakimindan (a,b) araliginda f fonk-
siyonunun tek tiirlii belirli bir kokii oldugunu varsayacagiz.

Ikiye bolme yontemi f(a)f(b) < 0 olmak iizere, [a,b] araligm ikiye bol-
mek sureti ile pargalayarak her bir adimda kokiin yer aldig: alt araligin tespit
edilmesi olgusuna dayanir.

a1 = a, by = b olmak iizere [a, b] arahginin orta noktasi olan

. +b1—a1_a1+b1
b1 =a1 5 = 5

noktasi goz 6niine alinsin:
e Eger f(p1) =0 ise p = py verilen denklemin kokiidiir.

o Eger f(p1) # 0ise f(p1) degeri ya f(a1) ya da f(b1) ile aym isaretlidir.

— Eger f(p1) ile f(a1) aym igaretli ise p € (p1,b1) dir. Bu durumda
as = p1 ve by = by aliir.

— Eger f(p1) ile f(a1) farkl isaretli ise p € (a1,p1) dir. Bu durumda
az = a1 ve by = p; almir.

Daha sonra verilen denklemin bir kokiinii barindirdig: bilinen [ag, b2] araligimin
orta noktasi yukarida anlatildig: sekilde tespit edilip ayni presediir uygulanarak
kok degeri verilen bir € hassaslik degeri ile belirlenir (Bkz Sekil 2.1).



v ok
fiby +
v = fix)
flpo 4+ P;
i i i i i -
a=a, 1, P P b= b, X
f(p2) +
flay +
a P b,
L | ]
as P> b,
as pxy by
1 1

Sekil 2.1: Tkiye bolme metodu

Yukarida anlatilan prosediir sonlu sayida tekrarlandiktan sonra bulunan
deger, gercek kok degerine bir yaklagim olarak elde edilir. Dolayisiyla durma
kriteri dedigimiz bir tolerans degerinin saglandiginin, yani yapilan yaklagimin
istedigimiz ¢ hassashginda oldugunun kontrol edilmesi gerekir. Ornegin, bir ¢
degeri verildiginde p1, p2, - - - , px her bir adimda kok degerine yapilan yaklagim-
lar olmak tizere n =1,2,--- | k igin

|pn — Pr—1| < e, (2.1)
[P = P <&, pn#0 (2.2)
2
veya
|f(pn)l < e (2.3)

esitsizliklerinden herhangi biri saglandiginda yapilan yaklagimin istenen hassas-
likta oldugu kabul edilebilir. Bununla birlikte yukarida verilen durma kriter-
lerinin kullaniminda baz zorluklar ortaya cikmaktadir: Ornegin, Syle {Pn},
dizileri vardir ki p, — pp—1 fark: sifira yakinsamasina karsin dizinin kendisi
wraksaktir. Diger tarafta, f(p,) degeri sifira ¢ok yakinken p,, ifadesi verilen ara-
liktaki gercek kok degeri p’den ¢ok farkl olabilir. Eger f ya da p hakkinda
herhangi bir bilgi verilmemigse (2.2) esitsizligini kullanmak oranin bagil hatay:
test etmeye yakin sonuglar vereceginden en uygun durma kriteridir.

Ikiye bslme algoritmasi kullanilarak bir yaklagim yapilmak istendiginde 6n-
celikle f(a)f(b) < 0 esitsizligini saglayacak [a, b] araligimin tespit edilmesi ge-
rekir. Her bir adimda, bulunan bu aralik ikiye boliinerek kokii barindiran alt
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aralik tayin edildiginden, [a, b] baglangig arahgimin kii¢iik olmas1 avantajli bir
durumdur. Ornegin f(z) = 22% — 2% + 2 — 1 fonksiyonu goz 6niine almsm (Bkz.
Sekil 2.2).

f(=4)f(4) <0 ve f(0)f(1) <0

olmasma kargin f fonksiyonunun bir kékiinii barindiran [a, b] araligim [—4, 4]
yerine [0, 1] seklinde almak iglem yiikii agisindan daha mantikhdir.

Sekil 2.2: f(z) = 223 — 22 + x — 1 fonksiyonunun grafigi

Asagidaki 6rnek ikiye bélme metodunun ne gekilde igletildigine dair bir uy-
gulama olarak verilmektedir. Bu 6rnekte bagil hata sinirinin 0.0001’den kiigiik
oldugu bir yaklagim yapilmakta ve bu yaklagimi elde etmek igin

[p—pn|

Ip|

esitsizliginin saglanip saglanmadigina bakilmaktadir.

<1074

Ornek 2.1.1. f(z) = 2% + 422 — 10 = 0 denkleminin [1,2] arahginda bir koki
oldugunu gdsteriniz ve ikiye bolme metodunu kullanarak bu araliktaki kéke en
az 10™* hassashkla bir yaklasimda bulununuz.

Céziim. f(1) = =5 < 0 ve f(2) = 14 > 0 oldugundan Teorem 1.1.8 ile verilen
Ara Deger Teoremi’ne gore siirekli f(x) fonksiyonunun verilen aralikta en az
bir koki vardir.

Ikiye bélme metodunun ilk adimmda [1, 2] araliginin orta noktas: 1.5 degeri
goz Oniine alimir. f(1.5) = 2.375 > 0 oldugundan kékiin [1,1.5] araliginda yer
aldig1 sonucu elde edilir. Dolayisiyla yeni araligimiz [1, 1.5] olarak tespit edilir.
Bu araligin orta noktas1 1.25 degeri igin f(1.25) = —1.796875 < 0 oldugundan
kok degerinin [1.25, 1.5] araliginda yer aldigi sonucu elde edilir. [1.25, 1.5] arali-
gimin orta noktasi 1.375 degeri igin f(1.375) = 0.16211 > 0 oldugundan verilen
denkleme ait kokiin [1,1.375] araliginda yer aldigi sonucuna ulagilir. Benzer
sekilde hareket ederek agagidaki tablo elde edilir:
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n an Pn br, f(pn)
1 1.0 15 2.0 2.375
2 1.0 1.25 1.5 —1.796875
3 1.25 1.375 1.5 0.162109375
4 1.25 1.3125 1.375 —0.8483886719
5 1.3125 1.34375 1.375 —0.350982666
6 1.34375 1.359375 1.375  —0.09640884399
7 1.359375  1.3671875 1.375 0.03235578537
8 1.359375  1.36328125  1.3671875  —0.03214997053
9 | 1.36328125 1.365234375  1.3671875 0.00007202476263
10 | 1.36328125 1.364257813 1.365234375  —0.01604669075
11 | 1.364257813 1.364746094 1.365234375 —0.007989262813
12 | 1.364746094 1.364990234 1.365234375  —0.003959101523
13 | 1.364990234 1.365112305 1.365234375  —0.00194365901

Sekil 2.3’de f(z) fonksiyonunun z eksenini kestigi nokta, yani sifir yeri goste-
rilmektedir.

~100F

_150;

Sekil 2.3: f(z) = 23 + 422 — 10 fonksiyonun grafigi

Tablodan goriildiigii iizere 13 iterasyon sonucunda p kdkiine bir yaklagim
1.365112305 olarak elde edilmigtir. Bu yaklagimda olugsan mutlak hata icin bir
siir

lp — p1s| < |bra — ara| = |1.365234375 — 1.365112305| = 0.000122070

seklinde elde edilir. Diger taraftan |a14] < |p| oldugundan istenen durma kriteri
kullanilarak

0.000122070
1.365112305

Ip —pis| _ |bia — a14]
Ip| la1a]

= (.8942121432 x 10~*

sonucuna ulagilir. Buna gore yapilan yaklasimim hassashginin en az 10~4 oldugu
goriiliir. Aslinda dokuz ondalik basamak ile aranan kokiin gercek degeri p =
1.365230013’tiir. Bu durumda pg yaklagimi p;s3’den daha iyi bir yaklagimdir.
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Bu olgu | f(pe)| < |f(p13)| olmasindan sezilmekle birlikte gergek kok degerinin
ne oldugu bilinmeden kesin bir yargiya varmak dogru olmaz.

Ikiye bolme metodu konsept olarak her ne kadar kolay anlagilir olsa da
onemli dezavantajlari vardir. |p — p,| farkinin ¢ok kiigiik olmasini saglayacak n
iterasyon sayis1 kimi zaman ¢ok biiyiik bir say1 olabilir. Buna gore gercek kok
degerine yakinsamas: yavagtir. Fakat, metot kesinlikle kok degerine yakinsar.
Yani, eger verilen fonksiyon siirekli ise bu metot kullanilarak sifir yerine bir
yaklagimda bulunmak her zaman mimkiindiir. Dolayisiyla yakinsamas1 daha
hizli metotlara gegmeden 6nce ikiye bélme metodunu incelemek bir baglangic
olarak onemlidir.

Ornek 2.1.2. Ikiye bélme metodunu kullanarak & = 10~3 hassashkla /3 de-
gerine bir yaklagimda bulununuz.

Coziim. Oncelikle metot verilen bir fonksiyonun kéklerinin bulunmasi icin kulla-
mldigindan kokii v/3 olan bir fonksiyon tanimlamak gerekir. Tiim olas: secimler
icerisinde s6z konusu fonksiyonu kolaylik saglamasi bakimmdan f(z) = 2% — 3
olarak tamimlayip pozitif kokiinii g6z 6niine alalim. Simdi f fonksiyonunun bu
kokiint barmndiran bir [a, b] araligi bulalim:

fla) = f(1.7) = —0.11 < 0 ve f(b) = f(1.8) =0.24 > 0

oldugundan Ara Deger Teoremi’ne gore [a,b] = [1.7,1.8] aralhginda f(x) =
x? — 3 fonksiyonunun bir kokii vardir. Diger bir degisle v/3 degeri (1.7,1.8)

araliginda yer alir. Buna gore agagidaki tablo elde edilir:

an Dn by, f(pn)
1.7 1.75 1.8 0.625 x 10~ T
1.7 1.725 1.75 —0.24375 x 107!
1.725 1.7375 1.75 0.1890625 x 10!
1.725 1.73125 1.7375 —0.27734375 x 1072

1.73125 1.734375 1.7375 0.8056640625 x 102
1.73125  1.7328125  1.734375 0.2639160156 x 107!
1.73125 1.73203125 1.7328125 —0.6774902344 x 10~*

N O Uk W N =3

Dolaysiyla | f(p7)| = 0.6774902344 x 10~% < 1072 oldugundan verilen hassaslik
degeri ile aranan kok p ~ p; = 1.73203125 seklinde elde edilir.

Ornek 2.1.3. (a) f(z) = e * — sinz fonksiyonunun kokiinii barmdiran bir
aralik tespit ediniz.

(b) Yukarida tespit ettiginiz araliktaki koke ikiye bolme metodunun ilk 4
adimimi gergekleyerek bir yaklagimda bulununuz.

Céziim.

(a) Her yerde siirekli f(z) fonksiyonu Ara Deger Teoremi’nin kogulunu sagla-
digindan reel sayilar iginde a < b esitsizligini saglayan bir a, b say1 ¢iftini
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f(a)f(b) < 0 ifadesini gergekleyecek gekilde bulmak yeterlidir. Burada
a =0 ve b =1 olarak gbz oniine alinirsa

fla)=f(0) =€’ —sin0=1>0

ve

fb)=f(1)=e* —sinl = —0.47359 < 0

oldugundan f(0)f(1) < 0 kosulu saglanir. Bu ise Ara Deger Teoremi’ne
gore [0, 1] araliginda f(x) = e~ —sin x fonksiyonunun bir kékiiniin oldugu
anlamina gelir.

n | a, by Dn J(pn)
1]0 1 0.5 0.12711
(b) 2]05 1 0.75 —0.20927
3105 0.75 0.625 —0.049836
4105 0.625 0.5625 0.036480

Buna gore aranan kok 10~! hassaslik ile p ~ py = 0.5625 olarak bulunur.

Teorem 2.1.4. f € Cla,b] ve f(a)f(b) < 0 olsun. Bu durumda ikiye bélme me-
todu ile elde edilen {p,}52, dizisi f fonksiyonunun verilen araliktaki p kokine
yakinsar ve n > 1 igin
b—a

277.

|pn - p| <
esitsizligi saglanar.

Kamit. Her n > 1 igin p € (an, by) ve

(b—a)

bn_an:F

dir. Ayrica, p, = %(an + by,) oldugundan

1
|pn - p| S §(bn - an) -
elde edilir. O

Ikiye bolme metodunda

1
Ipn — p| < o (b—a)

oldugundan {p, }52; dizisi p kokiine O (5= ) lizinda yakmsar. Yani
1
n = Ol =
po=9+0(5)
dur.
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Burada dikkat edilmesi gereken bir husus Teorem 2.1.4’{in yapilan yakla-
simda olugan hata icin bir iist sinir belirlememize yardimeci oldugudur. Baz
durumlarda bu iist siir gercek hatadan cok biiyiik olabilir. Ornegin Ornek
2.1.1’de dokuzuncu yaklagim i¢in

=1.953125 x 1073

lp—pol <
iken aslinda gercek hata degeri
Ip — po| = |1.365230013 — 1.365234375| = 4.362 x 10~ °

olarak tespit edilir.

Ornek 2.1.5. a = a; = 1, b = by = 2 olmak iizere f(z) = 2% + 42> — 10 = 0
denklemine en az 103 hassaslikla bir yaklagim ikiye bélme metodu kullanilarak
yapilmak istendiginde olusacak iterasyon sayisini hesaplayiniz.

C6zim. n iterasyon sayisini gostermek iizere
Ipn —p| <27"(b—a)=2"" <1073

esitsizligini gercekleyecek olan n sayisini tespit etmek gerekir. Buna gére 10
tabaninda gerekli logaritma iglemleri yapilirsa —nlog2 < —3log 10 yani

n > 3 = 9.965784285
log 2
elde edilir. Tterasyon sayis1 yukarida tespit edilen degerden biiyiik en yakin tam
say1 oldugundan on iterasyon sonucunda en az 10~3 hassaslik ile bir yaklasim
yapilmis olunacagi sonucuna ulagilir. Gergekten Ornek 2.1.1°de elde edilen tab-
loda p1g = 1.364257813 oldugundan olusan gergek hata

11.365230013 — 1.364257813| = 0.9722 x 1072 < 1073

olup verilen iist sinir1 gegmez. Burada tekrar belirtmek gerekir ki yukaridaki
sekilde bulunan n iterasyon sayisi bazi durumlarda verilen hassaslik degeri ile
bir yaklagimda bulunmak icin yapilmasi gereken iterasyon sayisindan ¢ok daha
fazla olabilir.

2.2 Sabit Nokta Iterasyonu

Bir fonksiyonun sabit noktalari, fonksiyon altindaki goriintiisii yine kendi de-
gerine esit olan noktalaridir.

Tamm 2.2.1. Bir g fonksiyonu verilsin. g(p) = p egitligini saglayan bir nok-
taya g fonksiyonunun sabit noktas: denir.

Bu boliimde sabit nokta problemine bir ¢oziimiin ne gekilde bulunacagi
ve sabit nokta problemi ile kok bulma problemi arasindaki iligki iizerinde du-
rulacaktir. Agagida anlatildign anlamda kdk bulma problemi ile sabit nokta
problemi birbirine denk simiflardir:
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e Verilen bir f(p) = 0 kdk bulma problemi i¢in

g9(x) =z — f(z) ya da g(x) = x + 3f(z)

gibi ¢ok farkli gekillerde p noktasinda bir sabit nokta iceren g fonksiyon-
lar1 tanimlanabilir. Zira

gp)=p—flp)=p—0=p=g(p)=p
dir.
e Tersine, eger g fonksiyonunun bir sabit noktas: p ise, 6rnegin

f(@) =z —g(x)
olarak tanimlanan f(z) fonksiyonunun bir koki
fp)=p—9p)=p—p=0
saglandigindan p’dir.

Her ne kadar {izerinde durulan konu verilen bir denklemin koklerine bir yak-
lagim yapma problemi olsa da sabit nokta barindiran fonksiyonlar kullanilarak
kok bulma problemini ¢ézme yolunda giiclii bir metot elde etmek miimkiindiir.

Oncelikle, verilen bir fonksiyonun sabit noktalarini bulma problemini incele-
meden 6nce sabit nokta konseptini daha da anlagilir kilmak amaci ile agagidaki
ornegi goz oniline alalim:

Ornek 2.2.2. g(x) = 22 — 2 fonksiyonun herhangi bir sabit noktasm tespit
ediniz.

(6zim. Bir g(z) fonksiyonu igin p sabit noktasi1 g(p) = p esitligini sagladigindan
p=p?>—2yanip?—p—2= (p+1)(p—2) = 0 denkleminin ¢éziimii olan p = —1
ve p = 2 noktalar1 aranan sabit noktalar olarak bulunur. Gergekten

g(—1) = (-1 =2 = —lve g(2) = (2)2 —2 =2

dir.
Tanimindan da anlagilacagi iizere sabit noktalar verilen g fonksiyonu ile
y = = dogrusunun kesim noktalaridir. Bu durum Sekil 2.4’de gosterilmektedir.
Asagidaki teorem bize sabit noktanin varhgi ve tekligi ile ilgili olarak yeter
sart1 vermektedir.

Teorem 2.2.3. (i) Eger g € Cla,b] ve her x € [a,b] i¢in g(x) € [a,b] ise
[a,b] araliginda g fonksiyonunun en az bir sabit noktasy vardr.

(ii) Yukarida verilenlere ek olarak, (a,b) tzerinde g'(x) tirevi mevcut ve her
x € (a,b) igin
lg' ()| <k

egitsizliging saglayacak bir k < 1 pozitif sabiti var ise [a,b] araliginda
g’nin tek tirld belirli bir sabit noktasy vardwr (Bkz Sekil 2.5).
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Sekil 2.5: Sabit noktalarin varlhig: ve tekligi

Kanat. (1) Eger g(a) = a veya g(b) = b ise g’nin sabit noktasi ug noktalarda
yer alir. Diger durumda her z € [a, ] i¢in g(x) € [a, b] oldugundan g(a) >
a ve g(b) < bdir. h(xz) = g(x) — = seklinde tanmimlanan fonksiyon [a, b]
araliginda stireklidir ve

h(a) = g(a) —a >0 ve h(b) =g(b) —b< 0

esitsizliklerini gergekler. Dolayisiyla Ara Deger Teoremi’ne gore h(p) = 0
olacak gekilde bir p sayisi (a,b) araliinda mevcuttur. Bu p sayisi i¢in

0=h(p)=g(p)—»p

oldugundan g(p) = p esitligini saglar. Yani (a,b) arahginda yer alan p
sayis1 g fonksiyonunun bir sabit noktasidir.

(i) Yukaridaki kosullara ek olarak |¢'(z)| < k < 1 saglansin ve [a,b] ara-
higinda g fonksiyonunun p ve ¢ gibi iki farkh sabit noktasi var olsun. Or-
talama Deger Teoremi’ne gore p ile ¢ arasinda ve dolayisiyla [a, b] aralig
iginde bir ¢ sayisi

9(p) —9(q) — g
p—q
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esitligini saglayacak sekilde mevcuttur. Buna gore yukaridaki ifadenin her
iki tarafinin mutlak degeri alimir, g(p) = p, g(q) = ¢ ve |[¢'(§)] < k < 1
oldugu kullanilarak gerekli iglemler yapilirsa

Ip—al = lg(p) —9(0)| = 1g'(Ellp —al < klp—ql < |p—¢

yani
lp—aql <Ip—q

geligkisi elde edilir. Bu ise bizi p # ¢ varsayiminin yanhs oldugu sonucuna
gotiiriir. Dolayisiyla p = ¢’dur, yani [a,b] araligindaki sabit nokta tek
tiirld belirlidir.

O

Ornek 2.2.4. g(z) = % fonksiyonunun [—1,1] aralginda tek tirli belirli
bir sabit noktast oldugunu gdsteriniz.

Cozim. ¢'(z) = 2 oldugundan siirekli g(x) fonksiyonunun [—1, 1] arahginda

tiirevi mevcuttur. Buna gore g(x) fonksiyonu maksimum ve minimum deger-
lerini ya sinir noktalar: olan x = —1 veya z = 1’de ya da tiirevini sifir yapan
z = 0 noktasinda alir. g(—1) = g(1) = 0 ve g(0) = —% oldugundan g fonksi-
yonun z = —1 ve z = 1 noktalarinda mutlak maksimumu ve z = 0 noktasinda
ise mutlak minimumu vardir. Buna gore her x € [—1, 1] i¢in

1
—1<—§<g(x)veg(x)<0<1
oldugundan g(x) € [a,b] = [—1, 1] saglamir. Dolayisiyla verilen aralikta fonksi-
yonun en az bir tane sabit noktasi vardir. Diger taraftan

2x

3

2z

2
=—-=k<1
3

lg' ()] = 3

< max
—1<z<1

esitsizligi de gergeklendiginden [—1, 1] araliginda yer alan sabit nokta tek tiirlii
belirlidir.

Ornek 2.2.4’de [—1,1] arahgmda tek tiirlii belirli oldugu saptanan sabit
nokta cebirsel olarak da bulunabilir: p = g(p) = ng L oldugundan p?—3p—1 =0
kuadratik denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden iki tane kdk bulunur.

Bunlardan biri [—1, 1] araliginda yer alan

p=%(3—\/1_3)

olup g fonksiyonunun sabit noktasidir (Bkz Sekil 2.6). Diger taraftan p? — 3p —
1 = 0 denkleminin diger bir kékii [3,4] arahginda yer alan p = (3 + v/13)’dur.

Bununla beraber ¢(3) = 32T71 = 2.6 ¢ [3,4] oldugundan [3,4] aralig ile goz
Oniine alindiginda g fonksiyonu Teorem 2.2.3’{in hipotez kogullarim saglamaz.
Dolayisiyla Teorem 2.2.3 verilen bir fonksiyonun stz konusu araliktaki sabit

noktasimin varligini garantilemek icin yeterdir fakat gerek degildir.
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ARSI L

1

Sekil 2.6: y = (2? — 1)/3 fonksiyonunun sabit noktalar

Ornek 2.2.5. g(z) = 37° fonksiyonunun [0,1] arahginda tek tirli belirli bir
sabit noktasinan varlginin Teorem 2.2.3 kullamilarak gosterilemeyecegini, fa-
kat aslinda bu aralikta verilen fonksiyona ait sadece bir sabit noktanin mevcut
oldugunu gdosteriniz.

Cozim. [0,1] arahginda ¢’'(x) = —37*1n3 < 0 oldugundan siirekli g(x) fonksi-
yonu verilen aralikta monoton azalandir. Buna gére maksimum degerini araligin
sol ucunda, minimum degerini ise sag ucunda alir. Ayrica

g(1) = 5 < g(x) <1=g(0)

Wl =

oldugundan her z € [0, 1] i¢in g(z) € [0, 1] saglamr. Dolayisiyla Teorem 2.2.3’iin
ilk kismina gore [0, 1] araliginda g fonksiyonunun en az bir sabit noktas: vardir.
Diger taraftan

g'(0.01) = =379 In3 = —1.086608855

oldugundan en azindan (0, 1) araliginda yer alan 0.01 noktas: i¢in |¢'(z)| £ 1
olur. Dolayisiyla Teorem 2.2.3 kullanilarak var oldugu bilinen sabit noktanin
tekligi hakkinda bir hiikiim bildirilemez. Burada dikkat edilmesi gereken nokta
ise |¢'(x)| £ 1 olmasindan sabit noktanin verilen aralikta tek tiirlii belirli ol-
madigl sonucu gikmadigidir. Sadece teklik hakkinda herhangi bir bilgi elde
edilememis olur. Gergekte, [0,1] araliginda g(x) = 3~ fonksiyonu g monoton
azalan oldugundan y = x dogrusunu sadece bir kez keser ve kesim noktasi g’'nin
tek tiirli belirli sabit noktasidir. Bu durum Sekil 2.7°de gosterilmektedir.

Sekil 2.7: g(x) = 37" fonksiyonunun sabit noktas
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2.2.1 Sabit Nokta iterasyonu

Bu asamada Ornek 2.2.5°de verilen g fonksiyonunun p = g(p) = 377 esitligini
gergekleyen sabit noktalarini tespit etmemizi saglayacak bir yontem bilmedi-
gimiz igin s6z konusu sabit noktalari belirleyemeyiz. Bununla birlikte belirli
bir yakinsaklik derecesine sahip olarak verilen fonksiyonun sabit noktalar: i¢in
yaklagimlarda bulunabiliriz.

g fonksiyonunun sabit noktasina bir yaklagimda bulunmak igin bir pg ilk
yaklagim degeri segelim ve her n > 1 i¢in p,, = g(pn—1) olacak sekilde {p, }52,
dizisi tamimlayalim. Eger bu dizi p’ye yakinsar ve g fonksiyonu siirekli ise

p= lim p, = lim g(p,—1) =g ( lim pnfl) =g(p)
n—00 n—00 n—r00

saglanir ve x = g(x) ifadesi igin ¢oziim elde edilmig olur. Bu teknik sabit nokta
iterasyonu ya da fonksiyonel iterasyon olarak adlandirihr (Bkz. Sekil 2.8).

Yy
A y=x
P2 = ggplg
p3 = g\p2
p1 = g(po) y=g(z)
>
P1 p3p2 Po
Yy
A y=x
P3 = g\p2
Pzzgplg 4 y=g(z)
p1 = g(po)
>
Po p1 D2

Sekil 2.8: Sabit nokta iterasyonu
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Ornek 2.2.6. Simdi Ornek 2.1.1°de incelenen z3 + 422 — 10 = 0 denklemini
g6z oniine alahm. Bu denklemin [1, 2] araliginda tek tiirlii belirli bir ¢oziimiiniin
oldugunu biliyoruz. Bu koke sabit nokta iterasyonu ile bir yaklagimda bulunmak
i¢in z = g(x) seklinde bir fonksiyon tanimlamak gerekir. Bu fonksiyon verilen
denklem kullamlarak pek ¢ok farkli sekilde olusturulabilir. Ornegin 422 = 10 —
2? yazarsak 2% = (10 — 2®) oldugundan = = +1v/10 — 23 elde edilir. Biz [1,2]
araligindaki ¢o6zlim ile ilgilendigimizden pozitif olan = = %\/10 — 3 ifadesini
sabit nokta fonksiyonu aday1 olarak segebiliriz. Bunun yanmda x3 + 422 —
10 = 0 denklemi kullanilarak z = g(x) esitligini saglayan bagka fonksiyonlar da
yazilabilir:

(a) z=g1(z) =z — 2% — 422 + 10,

(b) = = ga(x) = /L — 4z,

(c) == g3(x) = V10 — a3,

(d) == ga(2) = /75

(&) @ =gsle) = — Y

Okuyucu, yukaridaki sekilde tanimlanan her fonksiyonun 3 + 422 — 10 = 0
denkleminin [1,2] araligindaki ¢oziimiinii sabit nokta iterasyonu metodu ile
bulmak i¢in kullanilabilecek Teorem 2.2.3’in kosullarimi saglayan sabit nokta
fonksiyonu olup olmadiginmi aragtirmalidir ki bu fonksiyonlardan (b) ile verilen
[1,2] araliginda siirekli degil iken, (a) her x € [1,2] i¢in g(x) € [1,2] igerme-
sini saglamaz. Simdi bu ayrintiya deginmeden verilen aralikta herhangi bir pg
baglangic yaklagimi segelim ve bulunan yaklagimlarda elde edilen sonuglardan
tespit edilen sabit nokta fonksiyonu adaylarindan hangilerinin isteneni sagladi-
g1 gorelim. Eger pg = 1.5 olarak alinir ve g’nin yukaridaki sekilde tanimlanan
tim segimleri kullanilarak

Pn = 9(pn-1)

sabit nokta iterasyonu uygulanirsa agagidaki tablo degerleri elde edilir. Diger
taraftan Ornek 2.1.1°de belirtildigi iizere gercek kok degeri 1.365230013 diir.
Bu degere ikiye bolme metodu uygulanarak ulagilmak istendiginde 27 iteras-
yon yapmak gerekirken (c), (d) ve (e) ile verilen fonksiyonlar kullanilarak yapi-
lan yaklagimlarda farkli iterasyon sayilarina karsilik gercek kok degerine ulagil-
maktadir. Bununla beraber (a) ile verilen fonksiyon raksak iken (b) ile verilen
fonksiyonun tigiincli adimi tanimsizdir.

45



n (a) (b) (©) (d) (e)
0 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
1 —0.875 0.81649658 1.286953768 1.348399725 1.373333333
2 6.73242188 2.99690881 1.402540804 1.367376372 1.365262015
3 —469.720012 (—8.65)1/2 1.345458374 1.364957015 1.365230014
4 1.03 x 108 1.375170253 1.365264748 1.365230013
) 1.360094193  1.365225594

6 1.367846968 1.365230576

7 1.363887004  1.365229942

8 1.365916734  1.365230022

9 1.364878217 1.365230012

10 1.365410062 1.365230014

15 1.365223680 1.365230013

20 1.365230236

25 1.365230006

30 1.365230013

Yukaridaki ornekten goriilecegi iizere verilen bir denklemin ¢éziimiine sa-
bit nokta iterasyonu metodu kullanilarak yapilacak bir yaklagimda iki 6nemli
problem ortaya ¢ikmaktadir. Bunlardan ilki sabit nokta fonksiyonunun tanim-
lanmasi, bir digeri de tamimlanan bu fonksiyonun uygun bir adim sayisi ile
sonucu vermesidir. Bu agamada agagidaki teorem ve iligkili sonu¢ bu sorulara
cevap olacaktir:

Teorem 2.2.7. (Sabit Nokta Teoremi)
g € Cla,b] ve her x € [a,b] i¢in g(x) € [a,b] olsun. Bunlara ek olarak g’ tirevi
(a,b) araliinda mevcut ve her x € (a,b) i¢in

lg'(x)| < k

esitsizliging saglayan bir 0 < k < 1 sayise var olsun. Buna gére [a, b] araligindaki
her po sayist i¢in

Pn=9g(Pn-1), n=>1
seklinde tanwmlanan dizi [a,b] araliginda tek tirli belirli bir p sabit noktasina
yakinsar.

Kanat. Teorem 2.2.3’den biliyoruz ki [a, b] araliginda g fonksiyonunun g(p) = p
esitligini saglayan bir p sabit noktasi tektiirlii belirli olacak gekilde mevcut-
tur. Ayrica g fonksiyonu [a,b] araligim kendi i¢ine resmettiginden yukaridaki
sekilde verilen {p,}22, dizisi her n > 0 igin tammhdir ve p, € [a,b] baginti-
siu gergekler. Diger taraftan |¢’(x)| < k esitsizligi ve Ortalama Deger Teoremi
kullanilarak her n igin &, € (a,b) olmak lizere

[Pn = pl = 9(Pn—1) = 9(p)| = |9’ (&) lIPn—1 — p| < klpn—1 — p| (2.4)
ifadesi elde edilir. Bu prosediir indaktif olarak uygulandiginda

Ipn — p| < klpn—1 —p| < K*|pp—2 —p| < -+ < k"[po — p|
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sonucuna ulagilir. 0 < k < 1 oldugundan lim,,_,, k™ = 0 saglanir. Dolayisiyla
lim [p, —p| < lim &"|po —p[=0
n—oo n—oo

elde edilir. Yani, {p,}32, dizisi p’ye yakinsar. O

Sonug 2.2.8. g fonksiyonu Teorem 2.2.7'nin kosullarini saglyorsa p sabit nok-
tasina yapilan p, yaklasgyminda olusan mutlak hata i¢cin bir sinwr n > 1 olmak
tizere

|pn — p| < k" max{py — a,b —po} (2.5)

ve
n

k
1-k

[P —p| < [p1 = pol (2.6)
egitsizlikleri ile elde edilir.
Kanat. p € [a,b] oldugundan (2.4) esitsizliginden

[pn — p| < K"[po — p| < k" max{po — a,b — po}

sonucuna ulagilir. Diger taraftan n > 1 i¢in Teorem 2.2.7’nin ispat tarzindaki
gibi hareket ederek

[Pnt1 = pnl = 19(Pn) — 9(Pn-1)| < klpn — pr—1| < -+ < E"|p1 — po|
bulunur. Dolayisiyla m > n > 1 i¢in
|pm _pnl = |pm — Pm—1 +pm71 — Pm-2 +pm72 + - +pn+1 _pnl
<|pm — Pm—1| + [Pm—1 — Pm—2| + - - + [Pnt1 — Dnl
< K™ Ypr — po| + K™ 2p1 — po| + - k"1 — pol
=k"p1 —pol(1+k+ k> +-- + k™"

elde edilir. lim,;, oo P = p oldugundan

m—n—1 o0
p—=pal = lim_|py —pn| < lim E"|py — pol > K <E'pr—pol DK
1=0 =0

sonucuna ulagilir. Diger taraftan 0 < k < 1 igin Y ;7 k® serisi toplami
olan geometrik bir seri oldugundan
i
[P = pal < 7P = pol
esitsizligi elde edilir. O

Yukaridaki sonugta verilen her iki esitsizlik de tiirevi sinirlayan k sayisina
baghdir. Ayrica bu k degeri ne kadar kii¢iik olursa yakinsama hizi o kadar
yiiksek olacaktir. Eger k degeri 1’e yakin ise yakinsama c¢ok diigiik bir hizda
gerceklesir.
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Ornek 2.2.9. Teorem 2.2.7 ve Sonu¢ 2.2.8'de elde edilen sonuclar1 Ornek
2.2.6’da tamimlanan fonksiyonlar iizerinde uygulayalim:

(a)

(b)

(c)

(d)

gi1(z) = x —2® — 42% + 10 igin ¢1(1) = 6 ve g1(2) = —12 oldugun-
dan gy fonksiyonu [1,2] araligini kendi igine resmetmez. Ayrica, ¢1(z) =
1 — 32% — 8z oldugundan her z € [1,2] i¢in |¢}(z)| > 1 saglanir. Her ne
kadar Teorem 2.2.7, g1 seklinde tanimlanan fonksiyonun bu metotda kul-
lanilmayacagini sdylemesede, yakinsamanin garantisi yoktur. Keza ornege
iligkin tabloda fonksiyonun sabit noktaya yakinsamadig goriilmektedir.

g2(z) = /2 — 4z seklinde verilen fonksiyon [1,2] arahgm [1,2] igine
resmetmez. Ayrica verilen aralikta, en azindan bir pg = 1.5 noktas1 igin
Dn = g2(Pn—1) seklinde tammlanan {p,}22 , dizisi tanimsizdir. Bundan
daha fazla olarak, |g5(p)| = 3.4 oldugundan |g5(z)| < 1 esitsizligini sagla-
yan ve p &~ 1.356 degerini igeren bir aralik yoktur. Dolayisiyla bu metod
ile yakinsama garanti edilemez.

g3(x) = $v/10 — 23 seklinde tanimlanan fonksiyon [1,2] araliginda siirek-
lidir. Ayrica her z € [1, 2] igin

gs(z) = —%x2(10 — 272 <0

oldugundan monoton azalandir. Dolayisiyla maksimum degerini sol ugta,
minimum degerini ise araligin sag ucunda alir. Diger yandan

gs(1) = 1.5 < 2 fakat g3(2) = 0.7071067812 # 1

oldugundan g3 fonksiyonu [1,2] araligim kendi i¢ine resmetmez. Ayrica
|g5(2)] = 2.12 £ 1 oldugundan [1,2] araliginda |g5(z)] < k < 1 esitsizligi
de gegersizdir.

Simdi, [1, 2] aralig1 yerine po = 1.5 olmak tizere [1,1.5] araliginda {p, }°2,
dizisini goz 6niine alalim. [1,1.5] arahginda {p,}>2, dizisi yakinsaktir ve
yukarida oldugu gibi g5 (z) < 0 saglandigindan gs(z) fonksiyonu monoton
azalandir. Dolayisiyla her z € [1,1.5] i¢in

1 <1.28 = g3(1.5) < gs(z) < g3(1) = 1.5

esitsizligi gergeklendiginden g3 fonksiyonu [1, 1.5] araligim kendi igine res-
meder. Diger taraftan |g5(z)| < |¢'(1.5)| = 0.66 < 1 saglandigindan Te-
orem 2.2.7°e gore yakinsakligin saglandigi sonucuna ulagilir ki biz zaten
yukaridaki tabloda kdk degerine bir yaklagim elde etmigtik.

ga(x) = ;F—Oz seklinde tanimlanan fonksiyon [1,2] araliginda siireklidir.

Ayrica
5

— <0
V0 + 2)772
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oldugundan [1,2] araliginda monoton azalandir. Dolayisiyla maksimum
degerini araligin sol ucunda minimum degerini ise sag ucunda alir. Buna
gore her z € [1,2] i¢in

1 <1297 g4(2) < gu(z) < ga(l) =141 < 2

esitsizlikleri saglandigindan g4(z) € [1,2] bagntisi elde edilir. Diger ta-
raftan

o 5
642 = ‘——m( TR
5
‘mww?

sonucuna ulagilir ki buna gore Teorem 2.2.7°e gore yakinsama garantidir.
Daha fazla olarak, tiirev i¢in elde edilen birden kiigiik tist sinir degeri (d)
sikkinda yaklagik olarak 0.14142, (¢) sikkinda ise 0.66 olarak elde edildi-
ginden Sonug 2.2.8’e gore g4 fonksiyonu sabit noktasina gsz’e gore daha
hizli yakinsayacaktir. Bu olgu yukaridaki tablodan da goézlemlenmektedir.

5
V10(4 + z)3/2

< max
1<x<2

‘ ~0.14142 < 1

(e) Sabit nokta fonksiyonun gs(z) = — %ﬁ seklinde segilmesi ile yu-

karida yakinsaklhigini ortaya koydugumuz tim fonksiyonlardan daha hizli
bir bigimde sabit noktaya yakinsayan bir {p,, }°2, dizisi elde edilmis olur.
Okuyucu diger siklardaki gibi hareket ederek bu durumu analiz etmelidir.

Ornek 2.2.10. (a) sinz — 7% = 0 denkleminin [1,7/2] arahgndaki ¢ozii-
miinii Sabit-Nokta Metodu ile elde etmek i¢in bir g(x) sabit nokta fonk-
siyonu belirleyiniz.

(b) (a) sikkinda elde edilen g(x) fonksiyonunu kullanarak p, = 1.4 olmak
iizere yukarida verilen denklemin ¢oziimiinii € = 10~ hassaslikla bulmak
i¢in yapilmasi gereken iterasyon sayisini hesaplayiniz.

Céziim.

(a) sinz—75 =0 =z = 1.4sinz oldugundan g(r) = 1.4sin x fonksiyonunun

[1,7/2] araligida Sabit Nokta Teoreminin kogullarmi sagladigim goste-
relim. Yukaridaki gekilde tanimlanan g(z) fonksiyonun [1, 7 /2] araliginda
stirekli oldugu agiktir. Ayrica ¢'(z) = 1.4 cosx fonksiyonu her z € [1, /2]
i¢in pozitif oldugudan g(z) fonksiyonu verilen aralikta monoton artan-
dir. Dolayisiyla maksimum degerini 7/2’de ve minumum degerini ise 1’de
alir ve g(z) fonksiyonunun alacag: tiim degerler g(7/2) ve g(1) degerleri
arasinda olur.

mwm):14gng:14<ag:15m8

ve
g(1) =14sinl =1.1781 > 1
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gergeklendiginden her = € [1,7/2] i¢in g(z) € [1, 7/2] saglamir. Yani g(z)
fonksiyonunun [1,7/2] araliginda en az bir sabit noktasi vardir. Diger
taraftan

lg'(z)| = [1.4cosx| = 1.4|cosz| < 1.4 max |cosz|
1<z <%

oldugundan h(z) = cosz dersek bu fonksiyon z € [1,7/2] igin A/(z) =
—sinz < 0 Ozelligini sagladigindan monotan azalandir ve ekstremum
degerlerini u¢ noktalarda alir. Buna goére

[h(1)] = | cos 1| = 0.54030 > |h(n/2)| = cosg =0
oldugundan

lg'(z)] <1.4 max |cosx|=1.4cosl=Fk=0.75642 < 1
1<z <2

elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki sekilde tanimlanan g(z) fonksiyonunun
[1,7/2] araliginda tek tirld belirli bir sabit noktas: vardr.

(b) po = 1.4 ise p1 = g(po) = 1.4sin1.4 = 1.3796’dir. n iterasyon sayisini
gostermek tizere |p, — p| < 1’“_—k|p1 — po| < 1076 oldugundan

0.75642"

0.75642™
1—0.75642

1.3796—1.4| < 1076
[1.3796-1.4] <1077 = oo

lpn—p| < (0.0204) < 106 =

0.75642" < 0.11940 x 10™* = nlog(0.75642) < log(0.11940 x 10~*) =
n(—0.12124) < —4.9230 = n > 40.605
yani n > 41 elde edilir.
Ornek 2.2.11. Sabit Nokta Metodunu kullanarak ze* = 0.3 denkleminin

[0.1,0.9] araligindaki kokiinii beg-dijit yuvarlama aritmetigi kullanarak pg = 0.2
olmak iizere 10~* hassaslikla hesaplayiniz.

Cozim. f(x) = xe® — 0.3 fonksiyonunun bir sabit nokta fonksiyonunun g(z) =
0.3¢~* oldugunu gosterelim. Agik olarak iistel g(x) fonksiyonu R’de ve 6zel
olarak [0.1,0.9] araliginda siireklidir. Ayrica ¢’(z) = —0.3e™% < 0 egitsizligi her
2 i¢in saglandigindan fonksiyon monoton azalandir. Dolayisiyla g(z) maksimum
degerini [0.1,0.9] araliginin sol, minimum degerini ise sag ucunda alir.

g(0.1) = 0.3¢7%1 = 0.27145 < 0.9
9(0.9) = 0.9¢799 = 0.12197 > 0.1

oldugundan her z € [0.1,0.9] igin g(z) € [0.1,0.9] saglamir. Dolayisiyla Sa-
bit Nokta Teoremi’ne gore verilen aralikta g(z) fonksiyonunun en az bir sabit
noktas1 vardir. Ayrica

lg/(z)] =10.3¢7%) £0.3 max e " =03e"'=027145=Fk < 1
0.152£0.9
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saglandigindan yani g(x) fonksiyonunun mutlak degeri tstten & = 0.27145
gibi birden kii¢lik bir say1 ile simirli oldugundan, Sabit Nokta Teoremi’ne gore
[0.1,0.9] araliginda g(x) fonksiyonunun sabit noktas: tek tiirlii belirlidir. Simdi
Sabit Nokta Metodunu kullanarak 10~* hassashkla istenen kokii bulahm. Buna
gore

Pn = g(Pn—1) = pp = 0.3e” P!

oldugundan

Pn 9(pn) IPn — g(pn)l
0.20000 0.24562 0.45620x10~!
0.24562 0.23467 0.10950x 10!
0.23467 0.23725 0.25800x102
0.23725 0.23664 0.61000x10~3
0.23664 0.23678 0.14000x 103
0.23678 0.23675 0.30000x 104

Uk W~ O3

elde edilir. Dolaysiyla f(z) = xe® — 0.3 fonksiyonun [0.1, 0.9] arahgindaki kokii
10~* hassaslikla ps = 0.23675 olarak bulunur.

2.3 Newton, Secant ve Regula Falsi Metotlar1

Newton metodu ya da diger bilinen bir ismi ile Newton-Raphson metodu
kok bulma probleminde kullanilan en giiglii ve iyi bilinen metotlardan birisidir.
Bu boliimde anlatilacak diger yaklagim teknikleri Newton metodu kullanilarak
elde edilmektedir. Newton metodunu ortaya koymak i¢in pek ¢ok yol izlenebilir.
Biz metodun ingaasini Taylor polinomlari ile yapacagiz.

2.3.1 Newton Metodu

f € C?[a,b] olsun. f’'(pg) # 0 ve |p—po| fark: yeterince kiiciik olmak iizere p kok
degerine pg € [a, b] gibi bir yaklagim yapilsin. f(z) fonksiyonunun py civarinda
birinci Taylor polinomunu &(x) sayisi z ile py arasinda olmak iizere

£@) = Foo) + (2 o) o) + TP ()

seklinde yazlabilir. Burada eger = p alimirsa £(p) sayisi p ile py arasinda
olmak tizere

F(2) = £(oo) + (0~ 0) 00) + L2 7 (e(p)

elde edilir. f(p) = 0 oldugundan

0= 1(30) + (0 ~ po) ' tp0) + L2 ()

esitligine ulagilir.
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Newton metodu |p—po| farkinin ¢ok kiigiik oldugu varsayimi altinda (p—po)?
degerinin ¢ok daha kii¢iik olmasi olgusuna dayanir. Buna gore olusan hata
ihmal edilebilir bir biiyiikliiktedir. Dolayisiyla

0~ f(po) + (p = po)f'(po)
yazilabilir. Bu ifade p’ye gore diizenlenirse

T f(po)
f'(po)

elde edilir. Rekiirsif olarak n > 1 icin {p,}52, dizisi

f(pn-1)
Pn =Pn-1— %, ——~ 2.7
' fl (pnfl) ( )
seklinde tanimlanirsa pg baglangic yaklagimi olmak iizere Newton metodu elde
edilmig olur (Bkz. Sekil 2.9).

= D1, fl(po) 7é 0

Ay

Sekil 2.9: Newton metodu

Ikiye bélme metodunda aciklanan tiim durma kriterleri Newton metodunda
da kullanilabilir. Yani, bir ¢ degeri verildiginde pi,p2,- -+, px her bir adimda

kok degerine yapilan yaklagimlar olmak {izere n =1,--- |k i¢in
[pn — pn—1] <e, (2.8)
[Pn = pna] <& pn#0 (2.9)
Pl
veya
|f(pn)| <€ (2.10)
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esitsizliklerinden herhangi biri saglandiginda yapilan yaklagimin istenen hassas-

likta oldugu kabul edilebilir. Fakat biliyoruz ki ne (2.8) ne (2.9) ne de (2.10)’dan

elde edilen sonuglar |p, — p| gergek hata degerine tam olarak esit degildir.
Newton metodu n > 1 igin

f(pn—1)
9(Pn—1) =pn1 — H—= (2.11)

fl(pnfl)
olmak tizere p,, = g(pn—1) seklinde tanmimlanan fonksiyonel bir iterasyon tekni-
gidir. Bu metodun herhangi bir n i¢in f’(p,—1) = 0 degerini almasi durumda
kullanilamayacag1 (2.7)’den agiktir. Daha sonra gosterilecegi tizere teknik, f
ifadesinin siniriin sifira uzak olmasi durumda daha kuvvetli hale gelmektedir.

Ornek 2.3.1. f(z) = cosz — z = 0 foksiyonu géz 6niine almsm. (a) sabit
nokta ve (b) Newton metotlarim kullanarak f(z) fonksiyonunun kék degerine
bir yaklagimda bulununuz.

Cozim.

(a) Verilen kok bulma problemi 2 = cos x geklinde bir sabit nokta problemine
doniigtiriilebilir. Sekil 2.10’dan goriildigii gibi £ = cos x denkleminin tek
tiirlid belirli sabit noktasi [0, 7/2] araliginda yer alir.

6
4t
2

Sekil 2.10: x = cosx ve y = x egrilerinin grafikleri

po = 7/4 olmak tizere n > 1 igin p, = g(pr—1) = cos(pn—1) alinirsa sabit
nokta iterasyonu ile agagidaki tablo elde edilir:

Dn
0.7853981635
0.7071067810
0.7602445972
0.7246674808
0.7487198858
0.7325608446
0.7434642113
0.7361282565

N O U W~ O3
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Bu agamada dikkat edilmesi gereken bir husus yakinsamanin goz éniine
alinan fonksiyon igin ¢ok yavag oldugudur. Zira uygulanan sekiz adimda
Dn = g(pn—1) esitligi saglanmamigtir. Dolayisiyla adim sayisim arttirmak
gerekir.

(b) f(z) = cosx — x = 0 fonksiyonunun f'(x) = —sinz — 1 tiirevi lizerinde
caligilan [0, /2] araligida sifirdan farkli oldugundan Newton metodu kul-
lanilabilir. Buna gére pg = 7/4 segilir ve n > 1 igin

f(pn—1) COSPr—1 — Pn—1
Pn=0Pn-1—F,— ~=—"Pn=DPn-1— ———————
—sinpp,-1 —1

fl(pnfl)

dizisi goz oniline alinirsa agagidaki tablo degerleri elde edilir:

Dn
0.7853981635
0.7395361337
0.7390851781
0.7390851332
0.7390851332

= w NN = oS

Tabloya gore 10 ondalik basamak alinarak yapilan bu yaklagimda ps ile
py degerleri ayni oldugundan aranan kok degerinin 0.7390851332 oldugu
sonucuna ulagilir.

2.3.1.1 Newton Metodunda Yakinsama

Ornek 2.3.1°de goriildiigii iizere Newton metodu ile az sayida iteresyonla, yakin-
samasi cok hizli yaklagimlar yapmak miimkiindiir. Ornek 2.3.1°de sabit nokta
metodu ile elde edilen yedinci iterasyon degerinden daha iyi bir yaklagima New-
ton metodunun ilk iterasyonunda rastlanmaktadir. §imdi Newton metodunun
neden bu kadar etkili oldugunu inceleyelim: Newton metodunun Taylor serisi
kullanilarak yapilan ingaasinda py basglangi¢ yaklagimi biiylik 6nem tagimakta-
dir. Aslinda en kritik varsayim |p—po| degerinin gok kiigiik oldugu ve dolayisiyla
(p — po)? ifadesini iceren terimin ihmal edilebilecegidir. Bu varsayimm po bag-
langig yaklagimi p gergek kok degerinden ¢ok farkl olmasi durumunda gecersiz
olacaktir. Eger py yaklagimi gercek kok degerine yeterince yakin degil ise Ne-
wton metodu ile yapilan yaklagimda yakinsamanin saglanamayacagi giiphesi
olugabilir. Cogu durumda, istisnalar olmakla birlikle, zayif baglangi¢ yaklagimi
altinda dahi yakinsamanin gerceklendigi gézlemlenmektedir.

Teorem 2.3.2. f € C?%[a,b] olsun. Eger bir p € (a,b) i¢in f(p) = 0 ve
f'(p) # 0 kogullar: saglanwyorsa, alinan her py € [p—36, p+3] baslangi¢ yaklasima
i¢in Newton metodu kullanilarak yaratilan {p,}; dizisinin p kok dejerine ya-
kinsamasine saglayacak bir 6 > 0 sayist vardur.
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Kanat. Ispat Newton metodunun

W)
W=

olmak tizere n > 1 igin p,, = g(pn—1) seklinde bir fonksiyonel iterasyon olarak
analiz edilmesi olgusuna dayanir. k sayis1 (0, 1) araliginda yer alsin. g fonksiyo-
nunun kendini kendi igine resmettigi bir [p—4, p+0] araligini, her 2 € (p—3, p+9)
i¢in |¢’(2)] < k esitsizligi saglanacak sekilde tespit edelim.

Analiz derslerinden biliyoruz ki [a,b] araliginda siirekli bir h fonksiyonu
i¢in p € (a,b) olmak {izere h(p) # 0 kogulu saglaniyorsa, [a, b]’nin bir alt araligi
olan [p — d1,p + 01] araliginda yer alan her = degeri igin h(z) # 0 esitsizligini
saglayacak bir §; > 0 sayis1 mevcuttur. h = f’ olarak goz 6niine alinabilir. Zira
f! stireklidir ve f/(p) # 0 kosulunu saglar. Buna gore bir §; > 0 sayisi igin
x € [p—01,p+ 1] C [a,b] olmak lizere f'(x) # 0 esitsizligi gergeklenir. Diger
taraftan f € C?[a,b] ve her z € [p — 1, p + 1] igin

_ @) f (@) = f@)f(2) _ fl@) (@)
[f' ()] [f' ()]

oldugundan g € C*[p — 01, p + 61] bulunur.
f(p) = 0 kabulii altinda

g'(x)=1

[f"(p)]?

oldugu sonucu elde edilir. Diger taraftan yine analiz derslerinden biliyoruz ki
[a,b] arahiginda siirekli bir & fonksiyonu i¢in p € (a,b) olmak tizere h(p) = 0
kogulu saglaniyorsa, [a, b]'nin bir alt araligi olan [p —d, p+ ¢] araliginda yer alan
her x degeri igin |h(x)| < k esitsizligini saglayacak bir § > 0 sayis1 mevcuttur.
Gerekli kosullar sagladigindan h = ¢’ almabilir. Bu durumda 0 < § < &
kosulunu saglayan bir § sayisi igin x € [p—4,p+9] C [a, b] olmak lizere |¢'(z)| <
k egitsizligi gergeklenir.

Simdi g fonksiyonunun [p — ¢, p + ] araligim kendi igine resmettigini gos-
terelim: Ortalama Deger Teoremi’ne gore z € [p — 0, p + 4] igin |g(x) — g(p)| =
|g"(&)]|x — p| esitligini saglayacak bir ¢ sayis1 z ile p arasinda mevcuttur. Buna
gore

lg(x) —pl =lg(x) — g(p)| = lg'(©)llx — p| < klz —p| < |z —pl

elde edilir. z sayis1 z € [p— 4, p+0] araliginda yer aldigindan |z —p| < § saglanr
ve dolaysiyla |g(z)—p| < 0 oldugu sonucuna ulagilir. |g(z)—p| < ¢ yazihmidan
her z € [p—d0,p+ 9] igin p — § < g(x) < p + 0 esitsizligi elde edildiginden g
fonksiyonunun [p — 4, p + d] araligini kendi i¢ine resmettigi bulunur.

Yukarida elde edilen tiim ¢ikarimlardan g(x) fonksiyonunun [p—4d, p+4] ara-
higinda Sabit Nokta Teoreminin (Teorem 2.2.7) kogullarimi sagladigi sonucuna
ulagilir. Dolayisiyla ner n > 1 icin

Pn = g(pn—l) =Pn-1—
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seklinde tamimlanan {p,}52 , dizisi her py € [p — d,p + 8] baglangig yaklagimi
icin p kok degerine yakinsar. [l

Teorem 2.3.2’den anlagilacagi iizere uygun pg ilk yaklagimi ile Newton me-
todu kok degerine yakinsayan bir dizi elde etmemize olanak tamir. Ayrica g
fonksiyonunun sinir1 olan k sayisi yakinsamanin hizinda 6nemli rol oynar. Buna
gore k sayisi 0’a ne kadar yakin ise yakinsama o kadar hizl olacaktir. Bu sonug
Newton metodu igin 6nemli olmakla birlikte § sayisinin ne gekilde belirlenecegi
konusunda herhangi bir bilgi vermediginden uygulamada nadiren kullanilir.

Ornek 2.3.3. py = 3 basglangic yaklagimi olmak iizere bes-dijit yuvarlama
aritmetigi kullanarak y = 23 — 42 — 5 ve y = e® — 42 — 5 egrilerinin bir kesim
noktasini Newton metodunu ile £ = 10~ hassaslkla hesaplayimiz.

Coziim. Bu iki egri aym bir (z,y) noktasinda kesigeceginden 2® — 42 — 5 = % —
dr — 5 = 13 = €” esitligini saglayan x noktasi ya da buna denk olarak f(z) =
23 — e® fonksiyonunun kokleri aranmaldir. f(x) fonksiyonu her mertebeden
stirekli tiirevlere sahip ve f/(z) = 322 — e® tiirev fonksiyonu pg = 3 baglangig
yaklagimi i¢in f’(po) = f'(3) = 3 - 32 — 3 = 6.9145 # 0 sagladigindan Newton
f(pn—1)

metodu kullanmilabilir. Buna gére p, = p,—1 — oo 1) i¢in gerekli iglemler
asagidaki gibi yapilir:
f(po) f(3) 6.9145
PUERO T ) T T ) T Golds
|f(p1)| = [f(2)] = 0.61094 > ¢
f(p1) f(2) 0.61094
P2=Pr= 0 71(2) 4.6109
|f(p2)| = | f(1.8675)| = 0.40915 x 107! > ¢
f(p2) £(1.8675) 0.040915
=py — =1.8675— -~~~ — 18675 — ———— = 1.8572 =
Ps = P2 =i 00) 7/(1.8675) 3.9906
|f(ps)| = | f(1.8572)| = 0.63619 x 107* < ¢
n_ pn |f (Pn)]
0 3 6.9145
1 2 0.61094
2 1.8675 0.40915 x 107!
3 1.8572 0.63619 x 10~*

Buna gére yukarida verilen iki egrinin kesim noktasinin apsisine, 10~3 hassas-
likla yapilan yaklagimin degeri ps = 1.8572 olarak elde edilir.

2.3.2 Secant Metodu

Newton metodu ¢ok giiclii bir kok bulma teknigi olmakla birlikte her iteras-
yonda f fonksiyonunun tiirevinin aldig1 degerin kontrol edilmesi gerekliligi bir
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zorluk olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Bu problemi ortadan kaldirarak Newton
metodundan daha zayif bir metot elde etmek miimkiindiir.
Bir p,,—1 noktasindaki tiirev

f'(prn-1) = lim f() = f(pn)

T—Pn—1 T — Pn—1

ifadesi ile verildiginden p,,_; degerinin p,_2’ye yakin oldugu kullanilarak

[ (Pn—1) = f(pn—2) : fn-1) _ f(Pn-1) : f(pn—2)
Pn—2 = Pn-1 Pn—1 — Pn—2

elde edilir. Bu yaklagim degeri

_ o, A1)
Pn = Pn—1 f/(pn—1)

seklinde verilen Newton metodunda kullanilirsa

_ _ f(pnfl)
Prn = Pn—1 = 50, T F(pn—2)

Pn-1=Pn-2 (2.12)
f(Pn—1)(Pn—1 — Pn—2)

f(pn—1) = f(Pn—2)

ifadesine ulagilir. Yukarida ifade edilen kok bulma teknigine Secant Metodu
adi verilir (Bkz. Sekil 2.11). Sekant metodunda Newton’dan farkh olarak pg ve
p1 gibi iki tane baglangic yaklagimi belirlemek gerekir.

= Pn—-1—

Ay
y = f(x)

Do P2,/D /

Sekil 2.11: Secant metodu
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Ornek 2.3.4. Ornek 2.3.1’de gbz oniine alinan z = cosz denkleminin ¢ozii-
miine Secant metodunu kullanarak yaklagimlarda bulununuz. Buldugunuz bu
yaklagimlar1 Newton metodu ile elde edilen yaklagimlarla kiyaslayiniz.

Coziim. f(x) = cosz — x olmak iizere, Ornek 2.3.1'de py = m/4 baslangic
yaklagimi i¢in Newton ve sabit nokta metotlar: ile elde edilen yaklagimlarin
kargilagtirilmasi yapilmigti. Simdi problemi Secant metodu ile ¢ézelim. Bunun
i¢in iki tane baglangig yaklagimina ihtiyag vardir. pg = 0.5 ve p; = w/4 olarak
secilsin. n > 2 igin

_ . f(pn—l)(pn—l —pn—z)
Pn =P f(pnfl) - f(Pn72)
(Cospn—l - pn—l)(pn—l - pn—Z)
COSPp—1 — Pn—1) — (COSPp_2 — Pn—_2)

= Pn-1— (

iterasyonu yapilarak agagidaki tablo elde edilir:

Dn
0.5000000000
0.7853981635
0.7363841388
0.7390581392
0.7390851493
0.7390851332

Tk W~ O3

Ornek 2.3.1°den biliyoruz ki on ondalik basamak kullanilarak yapilan yaklagim
ile elde edilen kok degeri 0.7390851332°dir ve bu degere Newton metodu ile
p3 yaklagiminda, Secant metodu ile ps yaklagiminda ulagilmigtir. Bu érnekte
Secant metodunun yakinsama hizi Newton metoduna gore daha yavag iken
sabit nokta iterasyonu metodunun yakinsama hizina kiyasla ¢cok daha hizhdir.

Ornek 2.3.5. py = 1 ve p; = 1.2 olmak iizere Secant Metodunu kullanarak
Inz = cosz denkleminin bir ¢ézlimiinii bes-dijit yuvarlama aritmetigi ile ¢ =
1073 hassaslikla hesaplaymniz.

Cozim. f(x) = Inz — cosx olsun. Bu denklemin kdkleri bize yukaridaki esit-
ligi saglayan = degerini verir. Simdi Secant metodunu uygulayarak ¢ = 1073
hassaslikla po = 1 ve p; = 1.2 i¢in koke yaklagim yapalim.

_ _ f(pn—1)(Pn—1 — Pn—2)
b= Pnt f(pn—1) = f(Pn—2)
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oldugundan

e ), f0202-1)
P2 T ) — F(po) L2 F(1.2) = F(1)
B (—0.18004)(0.2) B
=12 (—0.18004) — (—0.54030) 13
f(p2) = f(1.3) = —0.51346 x 1072 =
|f(p2)] = |£(1.3)] = 0.51346 x 1072 > & = 103
0 —p) | F03)03-12)
P52 e) = F(p) L3 f(1.3) = f(1.2)
(—0.51346 x 10~2)(1.3 — 1.2)
(—0.51346 x 10—2) — (—0.18004)
f(ps) = f(1.3029) = —0.11084 x 1073 =

|f(p3)| = | £(1.3029)| = 0.11084 x 1073 < e =107

=13 - = 1.3029

elde edilir. Buna gore aranan kok p ~ p3 = 1.3029 olarak hesaplanir.

n Pn |f(pn)|

0 1 | — 0.54030]

1 1.2 | —0.18004]

2 1.3 | —0.51346 x 1072|
3 1.3029 |0.11084 x 1073

2.3.3 Regula Falsi Metodu

Eger bir yaklagimda Secant metodunu kullanarak iterasyonlar olusturur, aym
zamanda ikiye bélme metodunda oldugu gibi her bir adimda kokii ihtiva eden
araligi test ederek ilerlersek Regula Falsi Metodu ile bir yaklagimda bulun-
mus oluruz.

Bu metotla dnce f(po)f(p1) < 0 kogulunu saglayan pg ve p1 baglangic yakla-
simlari secilir. Daha sonra Secant metodunda elde edilen iteratif formiil kullani-
larak, (po, f(po)) ve (p1, f(p1)) noktalarini birlegtiren dogrunun z eksenini kes-
tigi nokta olan po yaklagimi bulunur. ps yaklagimini elde etmek igin f(po), f(p1)
ve f(p2) degerlerinin isaretlerine bakilir. Eger f(p1)f(p2) < 0ise (p1, f(p1)) ve
(p2, f(p2)) noktalarini birlegtiren dogrunun = eksenini kestigi nokta ps yakla-
sum1 olarak elde edilir. Eger f(po)f(p2) < 0 ise (po, f(po)) ve (p2, f(p2)) nok-
talarimi birlegtiren dogrunun x eksenini kestigi nokta p3 yaklagimi olarak elde
edilir. Bu prosediir tekrarlanarak py4, ps, - - - yaklagimlar: bulunur.

Sekil 2.12°de grafik anlamda Secant ve Regula Falsi metodu arasindaki fark
gosterilmektedir. Secant metodunda igaretine bakilmaksizin elde edilen arda-
sik yaklagim noktalarini birlegtiren dogrunun = eksenini kestigi noktanin yeni
yaklagim degeri olarak elde edilmesine kargin, Regula Falsi metodunda ardagik
yaklagim noktalarini birlestiren dogru pargasinin x eksenini kestigi yeni yak-
lagim noktasinin igaretinin kendinden 6nceki iki yaklagimin igaretleri ile kar-
silagtirilmas: yapilmaktadir. Sekil 2.12’de goriildiigii lizere Secant ve Regula
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(a) Secant Metodu (b) Regula Falsi Metodu

Sekil 2.12: Regula Falsi metodu

Falsi metotlar ile elde edilen py ve ps yaklagimlarinin degerleri ayni iken py
yaklagimlar1 birbirinden farklidir.

Ornek 2.3.6. Ornek 2.3.1’de géz 6niine alman = = cosz denkleminin ¢ozii-
miine Regula Falsi metodunu kullanarak yaklagimlarda bulununuz. Buldugu-
nuz bu yaklagimlari Ornek 2.3.1 ve Ornek 2.3.4’de elde edilen yaklagimlarla
kiyaslayiniz.

(oziim. Bir kiyaslama yapilmasina olanak saglamasi bakimidan py = 0.5 ve
p1 = 7/4 olarak segilsin. n > 2 i¢in yine Secant metodunda oldugu gibi

f(pn—l)(pn—l - pn—z)

Pn =Pn—-1—
" " f(pn-1) = f(Pn—2)
(COSpn,1 _pnfl)(pnfl _pn72)
= Pn-1—
(COSpnfl - Pn—l) - (COSpn72 - pn72)

formiilii kullanilarak her agamada elde edilen f(p,,) degerinin igareti de goz
Ontine alinirsa agagidaki tablo elde edilir:

f(pn)
0.3775825619
—0.07829138221

DPn—2 Dn
0.5000000000

0.7853981634

Pn—1

ULk W= O3

0.5000000000
0.7363841388
0.7390581392
0.7390848638
0.7390851305

0.7363841388
0.7390581392
0.7390848638
0.7390851305
0.7390851332

0.7853981634
0.7853981634
0.7853981634
0.7853981634
0.7853981634

0.0045177185
0.0000451772
4.5087180833 x 107
4.4996427695 x 10~
4.4905856811 x 10~ 1

Simdi Ornek 2.3.1, Ornek 2.3.4 ve Ornek 2.3.6’de farkli yontemlerle yapilan
yaklagimlar1 beraber gorelim:
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Sabit Nokta M.

Pn

Newton M.
Pn

Secant M.
Pn

Regula Falsi M.

Pn

0.785398164
0.707106781
0.760244597
0.724667481
0.748719886
0.732560845
0.743464211

0.7853981635
0.7395361337
0.7390851781
0.7390851332
0.7390851332

0.5000000000
0.7853981635
0.7363841388
0.7390581392
0.7390851493
0.7390851332

0.5000000000
0.7853981634
0.7363841388
0.7390581392
0.7390848638
0.7390851305
0.7390851332

O Ul W~ O3

0.736128257

Regula Falsi metodunda ilk iki yaklagim sayilmaz ise Secant metodunda
yvapilan adim sayisi ile ayni hassashiga sahip yaklagim degerinin elde edildigi
goriiliir. Bununla beraber Regula Falsi metodu icerdigi hesap yogunlugundan
otiirli ¢okca tercih edilmeyecektir.

2.4 Tlteratif Metotlarda Hata Analizi

Bu béliimde fonksiyonel iterasyon yapilarinin yakinsama hizlari incelenecek ve
daha hizl bir yakinsama elde etmek bakimindan Newton metodu iizerinde bazi
diizenlemeler yapilacaktir.

2.4.1 Yakinsamanin Mertebesi

Tanim 2.4.1. {p,}32, dizisi p degerine yakinsasin ve her n > 0 i¢in p,, # p
kogulu saglansin. Eger

s St J N

n— o0 |pn — p|0‘
esitligini saglayan a ve A pozitif sabitleri varsa {p,}>2 , dizisi p degerine A
asimtotik hata sabiti ile « mertebesinde yakinsar denir.

Eger {pn}22, dizisi p = g(p) ¢oziimiine oo mertebesinde yakinsiyor ise, p, =
g(pn—1) formundaki bir iteratif teknigin « mertebesinde oldugu soylenir.

Genelde, yiiksek mertebeden yakinsakliga sahip bir dizinin diigiik mertebe-
den yakinsakliga sahip bir diziye gore yakinsamasi daha hizlidir. Asimtotik hata
sabiti, yakinsama hizini etkiler fakat mertebeyi iyilestirmez. Agsagida verilen iki
mertebe 6zellikle 6nemlidir:

(i) eger a =1 (ve A < 1) ise dizi lineer (dogrusal) yakinsak,
(ii) eger o = 2 ise dizi kuadratik yakinsak,

denir.

Agagidaki Ornekte lineer yakinsak bir dizi ile kuadratik yakinsamaya sa-
hip bir dizinin karsilagtirmasi yapilmaktadir. Ayrica, neden yiiksek mertebe-
den yakinsamaya sahip diziler kullanarak yeni metodlar bulmaya caligtigimiz
anlatilmaktadir.

61



Ornek 2.4.2. {p, 152, dizisi lineer olarak \ = 0.5 asimtotik hata sabiti ile 0’a
yakinsasin:

nt1 — 0
lim |Pns1 |:

im |pn+1| _
n=oc |pp — 0

0.5.
n—oo  |py|
Benzer sekilde, {p,}52, dizisi kuadratik olarak A = 0.5 asimtotik sabiti ile 0’a
yakinsasin:
AP =0l Pl
lim —————— = lim

=0.5.
n—oo |ﬁn - 0|2

=00 Py /?

Kolaylik saglamasi bakimindan her n icin

|ﬁn+1|
|Pn?

|pn+1|

~ 0.5
||

~ 0.5 ve

yazilabilir. Lineer yakinsama yapisinda
|pn - 0| = |pn ~ 0-5|pn—1| ~ 0'52|pn—2| = 05n|p0| = |pn| ~ 0'5n|p0|

ifadesi gegerli iken kuadratik yakinsama yapisi ile

[P — O] = [Pn| = 0.5|pn—1]* = 0.5(0.5|pn—2|*)* = 0.5%pp—_2|*
~ 0.5%(0.5pn_3%)* = 0.57|pp_s|® ~ - - = 0.52" " Hpo|?" = |pn| =~ 0.52" "po|>”

sonucu elde edilir. Agagidaki tablo |pg| = |po] = 1 alinmasi durumunda 0’a
yakinsayan her iki dizinin de yakinsama hizin1 géstermektedir:

Lineer Yakinsak Kuadratik Yakinsak

{pn}se, dizisi {pn}se, dizisi
n 0.5" 0.52" 1
1 5.0000 x 10T 5.0000 x 10T
2 2.5000 x 10! 1.1250 x 1071
3 1.2500 x 10~ 1 7.8125 x 1073
4 6.2500 x 102 3.0518 x 1075
5  3.1250 x 1072 4.6566 x 1010
6  1.5625 x 1072 1.0842 x 10719
7 7.8125x 1073 5.8775 x 10739

Buna gore kuadratik yakinsak {p, }5°, dizisi 7. terimde sifira 10~3® hassashk
ile yaklagirken, lineer yakinsak {py, }52 ; dizisinin ayn hassashig1 yakalamasi i¢in
en az 126 terim gerekmektedir.

Ornek 2.4.3. (a) {n%rl}zozo, (b) {2%}:):0 ve (c) {2_(3/2)11}:;:0 dizilerinin
yakinsaklik mertebelerini ve asimtotik hata sabitlerini tespit ediniz. Buldugu-
nuz sonuglara gore (b) ve (c) ile verilen dizileri kargilagtiriniz.

Qozim. (a) pn n%rl oldugundan n — oo i¢in p, — 0 saglanir. Yani p = 0’dir.
Buna gore yukarida verilen tanim g6z 6niine alindiginda

62



_ iz 0’ 1
lim w: lim le lim izlz)\
n—o00 |pn—p|0‘ n—o00 L—O‘ n—oo 1 4+ 2
n+1

esitligi elde edilir. Yani, verilen dizinin yakinsamasinin mertebesi o = 1 ve
asimtotik hata sabiti ise A = 1 olarak bulunur.
(b) pn = 2% oldugundan n — oo i¢in p,, — 0 saglanir. Yani p = 0’dir. Buradan

1 no
lim 7|pn+l — 7l = lim 7}W _0| =1 —2 — lim 2 1

o py —ple  mote [L Q[T e 2091 b 22n(1-a)

elde edilir. lim,, Zn(l—l_w limit degeri o = 1 igin 1’e egittir. Dolayisiyla eger
« = 1 alimirsa verilen dizinin sifira A = 1/2 asimtotik hata sabitine sahip olarak
lineer yakinsadigi sonucuna ulagilir.

(c) pp = 2-G/2" oldugundan n — oo ic¢in p, — 0 saglamr. Yani p = 0’dur.
Buradan

‘2%3/2)"“ _ o‘
~ — lim 2-G/2"G/2-a)

ligg [Pt =Pl _
n—oo |pn — p|0‘ n— 00 |2—(3/2)" _ O‘Q n—oo

elde edilir. lim,,_, oo 2~ 3/2"3/2=9) Jimit degeri o = 3/2 igin 1’e esittir. Dolay1-
siyla eger o = 3/2 almursa verilen dizinin sifira A = 1 asimtotik hata sabitine
sahip olarak 3/2 mertebesinde yakinsadigi sonucuna ulagilir.

Simdi istenen kargilagtirmayi yapalim: p, = 2% ve g, = 2-G/2" olmak
iizere baz1 n degerleri i¢in

Pn qn
1.00000  0.50000000
0.50000 0.35355300
0.25000 0.21022400
0.12500 0.09638820
0.06250 0.02992510
0.03125 0.00517671

U W~ O3

tablosu elde edilir. {g, }52, dizisinin yakimsama mertebesi {p, } 22, dizisine gore
daha yiiksek oldugundan her iki dizinin de yakinsadigi nokta olan 0 degerine
{qn}22 dizisi {pn}32y’den daha 6nce ulagacaktir.

Teorem 2.4.4. g € Cla,b] ve her x € [a,b] i¢in g(x) € [a,b] olsun. Bunlara ek
olarak ¢’ tirevi (a,b) araliinda sirekli ve her x € (a,b) i¢in

lg' (@) < k

egitsizliging saglayan bir 0 < k < 1 sayst var olsun. Eger ¢'(p) # 0 ise [a,b]
araliindaki her pg # p sayist i¢in

Pn=Gg(Pn-1), n>1

63



seklinde tanimlanan dizi [a,b] araliginda tek tirli belirli bir p sabit noktasina
sadece lineer olarak yakinsar.

Kanit. Sabit Nokta Teoreminden (Teorem 2.2.7) p,, dizisinin p’ye yakinsadi-
g biliyoruz. (a,b) arahiginda ¢’ tiirevi mevcut oldugundan Ortalama Deger
Teoremi’ne gore her n icin

Prnt1— P = g(Pn) — 9(p) = ¢'(€x)(Pn — P)

esitligini gergekleyecek p,, ile p arasinda bir &, sayis1t mevcuttur. Ayrica {p, }22
dizisi p degerine yakinsadigindan {&,}°2 , dizisi de p’ye yaknsar. (a,b) arali-
ginda ¢’ siirekli oldugundan

lim ¢'(&,) = g'(p)

n—oo

esitligi gergeklenir. Dolayisiyla

. Pn - D .
lim ZHF = lim ¢'(¢,) = ¢'(p)

n—oo pPp — P n—00
ve buradan da
i |pn+1 - p|
im —————

sonucu elde edilir. Buna gore ¢'(p) # 0 ise sabit nokta iterasyonunun yakinsa-
masi |¢’(p)| asimtotik hata sabiti olmak tizere lineerdir. O

=1g'(p)|

Teorem 2.4.4’¢ gore g(p) = p formundaki bir sabit nokta iterasyonunda
yiiksek mertebeden yakinsaklik g’(p) = 0 olmas1 durumunda ortaya gikar. Asa-
gidaki teorem kuadratik yakinsamanin saglanmasi i¢in ne gibi ek kogullar ge-
tirilmesi gerektigini ifade etmektedir.

Teorem 2.4.5. x = g(x) denkleminin bir ¢ézimi p ve ¢'(p) = 0 olsun. Ayrica
p noktasine iceren bir I agik araliginda |g" (x)| < M esitsizligi saglanmak izere
g" tiirev ifadesi siirekli olsun. Buna gére n > 1 igin pg € [p—0, p+3] olmak izere
Pn = g(pn—1) seklinde tamimlanan dizinin en az kuadratik olarak p degerine
yakinsadige bir § > 0 sabiti vardir. Ayrica, yeterince biyiik n degerleri igin

M 2
|pn+1 _pnl < 7|pn _p|

esitsizligi gerceklenir.

Kamit. k € (0,1) olsun. Ayrica |¢'(z)] < k ve ¢” tirevinin siirekli oldugu I
agik araligy tarafindan igerilen bir [p — d,p + ¢] aralig1 6 > 0 igin mevcut olsun.
Teorem 2.3.2’nin ispatinda gosterildi ki |¢'(z)| < k < 1 egitsizligi gergeklen-
diginden {p,}22, dizisinin terimleri [p — §, p + ¢] aralig1 i¢inde yer alir. Eger
g(z) fonksiyonun lineer Taylor polinomunu p civarinda yazarsak, & sayisi p ile
x € [p— 0, p + §] arasinda olmak iizere

9(@) = g(p) + ¢ (p)(x — p) + &

64



esitligi elde edilir. g(p) = p ve ¢’(p) = 0 hipotez kogullar1 yukarida yazilirsa

bulunur. Ozel olarak = = p,, icin &, sayis1 p,, ile p arasinda yer almak iizere

"
Pos1 = g(pa) =p+ 2 (25”) (pn — p)?
ve buradan ")
g &Sn
Pr1 = p="">(pn = p)’

esitligine ulagilir. [p — 0, p + 0] arahiginda |¢'(x)| < k < 1 oldugundan g fonksi-
yonu [p — 0, p + ¢] araligim kendi i¢ine resmeder. Dolayisiyla Sabit Nokta Te-
oreminden {p,}52, dizisinin p degerine yakinsadigi sonucu elde edilir. Diger
taraftan her n icin &, sayisi p ile p,, arasinda yer aldigindan {&,}52, dizisi de
p’ye yakinsar ve buna gore

_ "
lim |Pns1 — D _ lg" (p)]
n— 00 |pn —p|2 2

esitligi gegerlidir. Son ifadeden elde edilen neticeler {p, }52, dizisinin kuadratik
olarak yakinsadigi ve daha yiiksek dereceden bir yakinsamanin saglanmasi i¢in
g"(p) = 0 degerini almas1 gerektigidir.

[p — 8, p + 0] araliginda ¢ fonksiyonu siirekli ve tistten M sayisiyla sinirh
oldugundan yeterince biiyiik n degerleri i¢in

M 2
P41 —p| < 7|pn —pl

esitsizliginin saglandigi sonucu elde edilir. [l

Sabit nokta metodu ile kuadratik bir yakinsama elde etmek icin g(p) =
p egitliginin yam sira ¢’(p) = 0 ifadesinin de saglanmasi gerekir. Simdi bu
iki esitligi saglayacak ve f(z) = 0 kok bulma problemi ile iligkili sabit nokta
fonksiyonunun ne gekilde belirlenecegi iizerinde duralim.

¢ daha sonra belirlenecek diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere

9(x) =z — ¢(x)f ()
formundaki ¢g fonksiyonu kullanilarak olugturulan
Pn=9(pn-1) n=>1

dizisini gbz Oniine alalim.
Uygulanacak iteratif metot ile kuadratik yakinsamanin saglanmasi igin f(p) =
0 degerini saglayan p noktasinda ¢'(p) = 0 olmalidir. Buna gore

g'(x) =1-=¢'(x)f(z) = f'(z)¢(x)
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ve burada f(p) = 0 oldugu kullanilirsa

g'(p) =1~ f'(p)o(p)

bulunur. Yani, ¢’(p) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢(p) = 1/f(p) esitligi-
nin gerceklenmesidir.

Eger ¢(x) = 1/f'(x) olarak secilir ise ¢(p) = 1/f'(p) esitliginin saglanmas:
garanti altina alinmig olur. Bu durumda iterasyon igin

_ _ _ f(pn—l)
Pn = g(pn—l) = Pn—-1 f/(pnfl)

ifadesi elde edilir. Bu ise Newton metodu ile verilen iterasyon formiiliinden
bagkas1 degildir.

Yukarida anlatilanlarin igiginda f(p) = 0 ve f'(p) # 0 olmasi durumunda
p’ye yeterince yakin bir degerle baglayarak Newton metodunu kullanmak sureti
ile yapilan bir yaklagimin mertebesi en az kuadratik olacaktur.

2.4.2 Kath Kok

Yukarida anlatildig: tizere f(x) = 0 fonksiyonunun koéklerinin bulunmasi prob-
leminde yiiksek mertebeden yakinsamaya sahip bir iteratif metot kullanilmak
istendiginde p degeri verilen fonksiyonun kokii olmak tizere f/(p) # 0 esitsizli-
ginin saglanmasi gerekir. Ozel olarak Newton ve Secant metotlarinda f(p) = 0
kok degeri i¢in f/(p) = 0 esitliginin ger¢eklenmesi baz zorluklara neden olmak-
tadir. Simdi bu durumu irdelemek i¢in agagidaki tanimi verelim:

Tanim 2.4.6. x # p ve lim,_,, g(z) # 0 olmak {izere f(z) = 0 fonksiyonunun
bir p kokii i¢in
f(x) = (z —p)"q(z)

esitligi saglaniyorsa bu p kokii m-kath sifir yeri olarak adlandirihir.

Yukarida s6zii edilen ¢ fonksiyonu aslinda f’nin herhangi bir sifir yerini
barmndirmayan bir pargasidir. §imdi verilen bir fonksiyonun 1-kath sifir yeri,
yani basit sifir1 olup olmadigini belirlememize yardimci olan agagidaki teoremi
inceleyelim.

Teorem 2.4.7. Bir f € Cla,b] fonksiyonunun p € (a,b) noktasinda basit
sifure olmasu igin gerek ve yeter sart f'(p) # 0 olmak tzere f(p) = 0 esitliginin
saglanmasidar.

Kanat. f fonksiyonun p noktasinda basit sifira sahip olsun. Bu durumda

lim ¢(z) #0

T—p
olmak fizere f(z) = (z — p)q(x) esitligi saglanir. f € C'[a,b] oldugundan
’ BT ’ BT _ ’ T
fi(p) = lim f'(z) = limlg(2) + (= — p)g'(p)] = lim g(z) # 0
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sonucu elde edilir. Yani f/(p) # 0’dir. Tersine f'(p) # 0 olmak {izere f(p) =0
esitligi saglansin. f fonksiyonunun p civarmda sifirmecr Taylor polinomu, &(x)
sayisi x ile p arasinda olmak iizere

fl@) = f(p)+ f'(E@)(x = p) = f(¢(=))(z —p)

seklinde yazilabilir. f € C![a,b] oldugundan

T—p

iy (6(0)) = £ (Jim 60) ) = /) #0
neticesi elde edilir. Diger taraftan sifirinci Taylor polinomunda g = f/o alinirsa

f(z) = (z —p)g(x)

sonucuna ulagilir ki bu ise f fonksiyonunun p noktasinda basit sifir1 oldugunu
gosterir. O

Asagidaki teorem, Teorem 2.4.7’nin bir genellegtirilmesi olarak verilmekte-
dir.

Teorem 2.4.8. f € C™[a,b] fonksiyonun bir p € (a,b) noktasinda m-katl sifer
yeri olmast icin gerek ve yeter sart f0™) (p) # 0 olmak tzere

0=f(p)=f'(p)=f"(p)=-=Ff"p)
esitliklerinin saglanmasidur.

Teorem 2.4.7’ye gore eger p noktasi f’'nin basit sifir1 ise p’nin civarindaki
bir aralikta Newton metodu kullanilarak elde edilen iterasyon her py baglangig
yaklagimi i¢in p kok degerine kuadratik olarak yakinsar. Agagida sifir yerinin
basit olmamasi durumda kuadratik yakinsamanin saglanamayabilecegine bir
ornek verilmektedir.

Ornek 2.4.9. f(z) = e*—2—1 olsun. (a) = 0 noktasmm f fonksiyonunun 2-
katli sifir yeri oldugunu gosteriniz. (b) po = 1 olmak iizere Newton metodunun
yakinsadiginin fakat yakinsamanin kuadratik olmadigini gésteriniz.

Coziim. (a) f(z)=e* —ax—1, f'(z) =e* — 1 ve f"’(z) = e igin
f0)=e2—0—-1=0, f/(0)=e"—1=0ve f/(0)=e’=1+#0
saglandigindan Teorem 2.4.8’e gore x = 0 noktasi f fonksiyonunun 2-kath sifir

yeridir.

(b) po = 1 olmak tizere Newton metodunu f fonksiyonuna uygulamak suretiyle
elde edilen ilk iki iterasyon degeri

f(po) _1_6—2

o) e
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ve

f(p1) 0.20759569
~ 0.58197671 — —— " ~ (.31905504
f'(p1) 0.78957240

dir. Benzer sekilde hareket ederek elde edilen ilk 16 iterasyon degeri agagida
gosterilmektedir:

P2 =Pp1 —

Pn n Pn
1.00000000
0.58197671 9 | 0.00277501
0.31905504 || 10 | 0.00138815
0.16799617 || 11 | 0.00069424
0.08634887 || 12 | 0.00034716
0.04379570 || 13 | 0.00017359
0.02205769 || 14 | 0.00008680
0.01106939 || 15 | 0.00004340
0.00554490 || 16 | 0.00002170

0~ ULk WO

Goriildigi lizere agikga dizi sifira yakinsiyor ama kuadratik olarak degil. f
fonksiyonunun grafigi Sekil 2.13’de gosterilmektedir.

Sekil 2.13: f(x) = ¢* — 2 — 1 fonksiyonunun grafigi

Ornek 2.4.10. f(z) = 23 —42%4+-5x—2 ve g(x) = 2° 62> +112—6 fonksiyonlar:
g6z 6niine alinsm. f(1) = g(1) = 0 oldugundan f ve g fonksiyonlarimin bir kokii
p = 1 noktasidir. Ayrica p = 1 noktasi f fonksiyonunun 2-katili sifir yeri iken g
fonksiyonunun basit sifiridir. Gergekten:

fl(x) =32 =8z 4+ 5= f'(1) =0
f'(x)=6x—-8= f"(1)=-2+#0
ve

g'(z) =32 =120+ 11 = f'(1) =2 #0.
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Eger f(z) ve g(x) fonksiyonlarmin kokii olan p = 1 noktasma py = 0.5 ilk
yaklagimi ile Newton metodunu kullanarak e = 102 hassaslikla bir yaklasimda
bulunursak agagidaki tablo elde edilir:

7@ 9(@)
2-kath sifir | basit sifir

n Pn Dn

0 0.5000 0.5000

1 0.7143 0.8261

2 0.8429 0.9677
3 0.9164 0.9985
4 0.9567 1.0000
5 0.9779 1.0000

Goriildiigii tizere Newton metodu ile yapilan yaklagimlarda kok ne kadar
yiiksek katl ise yakinsama o kadar yavas gerceklesir.

Cok kath sifir yerine sahip f fonksiyonunun kok degerine optimum sekilde
bir yaklagim yapmak icin agagidaki yontem izlenir:

olarak tamimlansin. Eger p noktasi f(z) = (x — p)™q(x) olmak iizere f fonksi-
yonunun m-katl sifir yeri ise

_ )
(

= (z — p)g (=)

fonksiyonunun da p noktasinda sifir1 vardir. Ayrica ¢(p) # 0 oldugu kullanihirsa

- q(p) _ 1
e(p) = mq(p) + (p—p)d'(p)  m #0

sonucuna ulagilir ki bu da p noktasimin u(x) fonksiyonunun basit sifir yeri
oldugunu gosterir. Newton metodu p(z) fonksiyonuna uygulanirsa

g(x) =z — ua) =r— —J{,((?)
! (@) —f () f" (@)
(@) ok
elde edilir ki bu ifade daha kisa bir gekilde
/
g(x) =z — e)f (@) (2.13)

[f'(@)]? = f(2) f" ()

olarak yazilabilir.
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Eger g fonksiyonu gerekli siireklilik kogulunu gerceklerse f fonksiyonunun
kag kath sifir yeri olursa olsun, g’ye uygulanacak fonksiyonel iterasyon kuad-
ratik olarak yakinsayacaktir. (2.13) denklemi ile verilen ifadeye degistirilmis
Newton metodu ad: verilir. Teoride, bu metodun tek zorlugu f”(z) tiirevi-
nin de hesaba katilmasidir. Pratikte ise, katl sifir yerine sahip bir fonksiyonun
kok degerine yapilan bir yaklagimda (2.13) formiilii uygulandiginda paydada
yer alan her iki terimin de sifira yakin olmasi ¢ok ciddi yuvarlama hatalarinin
ortaya ¢ikmasina neden olmaktadir.

Ornek 2.4.11. Ornek 2.4.9da gosterildi ki = 0 noktas1 f(z) = e* —x — 1
fonksiyonunun 2-kath sifir yeridir ve py = 1 ilk yaklagimi ile Newton metodu
kullanildiginda f fonksiyonu bu sifir yerine kuadratik olmayan bir sekilde ya-
kinsar. (2.13) denklemi ile verilen degistirilmiy Newton metodunu kullanarak
daha yiiksek mertebeden bir yakinsama elde edilebilecegini gosteriniz.

(¢'oziim. Degigtirilmis Newton metodu verilen fonksiyona uygulanirsa ilk adimda

f(po)f'(po)
T (Po)]> = f(po)f” (o)
(e—=2)(e—1)
(e—1)2—(e—2)e
= —2.3421061 x 107!

plzpo—[

=1

elde edilir. Bu deger Newton metodu ile yapilan yaklagimin ilk adiminda bu-
lunan 0.58197671 degerine gore oldukca iyi bir yaklagimdir. Asagidaki tablo
degistirilmis Newton metodu ile 2-kath sifir yeri olan 0 degerine yapilan yakla-
simlar1 gostermektedir:

Pn
—2.3421061 x 1071
—8.4582788 x 103
—1.1889524 x 10—°
—6.8638230 x 1076
—2.8085217 x 10~ 7

Uk W N =3

Agagidaki 6rnek verilen fonksiyonun basit sifir yeri olsa da degigtirilmis
Newton metodu ile yapilan bir yaklagimin kuadratik yakinsayacagini ortaya
koymaktadir.

Ornek 2.4.12. Ornek 2.1.1°de f(x) = 2 + 422 — 10 = 0 denkleminin bir
kokiiniin p = 1.36523001 oldugu gosterilmigti. Jimdi hem Newton hem de
degistirilmis Newton metodlarini kullanilarak bu kok degerine yaklagimlarda
bulunalim:

(i) Newton metodu:

P +4ps - 10
3p31_1 + 8pn71

Pn = Pn—-1—

3
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(ii) Degistirilmig Newton metodu:

(P31 +4p%_1 —10)(3p%_1 + 8pn—1)
3p2 4+ 8pn_1)>— (p3_, +4p2_, — 10)(6p,_1 +8)

Pn = Pn—-1 — (

po = 1.5 i¢in yukaridaki formiiller kullanilarak

Newton Metodu | Degistirilmig Newton M.
n Dn Dn
0 1.5 1.5
1 1.37333333 1.35689898
2 1.36526201 1.36519585
3 1.36523001 1.36523001

elde edilir. Buna gore her iki metot da sifir yerine hizh bir gekilde yakinsar ve
bu sifir yerine p3 yaklagiminda ulagilir.

2.5 Yakinsamalar: Hizlandirmak

2.5.1 Aitken A% Metodu

{pn}32, dizisi p limit degerine lineer olarak yakinsasin. Simdi, p degerine
{pn}32, dizisinden daha hizli yakinsayacak bir {p,}>°, dizisinin ne sekilde
olusturulacagini gostermek amaci ile p,, — p, Pn4+1 — p Ve Pr42 — p ayni igaretli
olmak {izere yeterince biiyiik n degerleri igin

Pn+1 =P _ Pnt2— P
Pn — P Pn4+1 — D

yaklagimi g6z oniine alinsin. Buna gore

(Prs1—P)* = (Pnt2 — p)(pn — p)
dolayisiyla
pi+1 — 2pp41p + p2 N PpyaPn — (Pn + Pni2)p + p2

yani
(pn+2 + Pn — 2pn+1)p ~ Pn+2Pn — p121+1
elde edilir. Son ifade p’ye gore ¢oziiliirse

Pn+2Pn — p%Jrl
DPn+2 + Pn — 2Pnt1

bulunur. Paya, p2 ve 2p,p,+1 degerleri eklenir ve gikarilir ise gerekli parantez-
leme iglemleri ile
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p g PnPrs2 = 20 Pr — Pas1 + 2PnPrs1 — D
Dn+2 — 2Pn+1 + Dn
pn(pn+2 — 2pn41 +pn) — (pqzz+1 + 2pnpni1 — pi)
Pn+2 — 2Pn+1 + Pn
(Pnt1 — pn)z
Pn+2 = 2Pnt1 + Pn

= DPn —

sonucuna ulagilir.
Aitken A% metodu

_ 2
DPn+2 — 2pn+1 + Pn

ﬁn = Pn —

seklinde tanmimlanan {p, }5%, dizisinin p’ye {p,}>, dizisinden daha hizli ya-
kinsadigr olgusuna dayanir.

Ornek 2.5.1. p, = cos(1/n) olmak iizere {p,}22, dizisi p = 1 degerine li-
neer olarak yakinsar. Aitken A2 metodu ile elde edilen dizinin ilk bes terimini
yaziniz.

Coziim. Aitken A2 metodu ile elde edilen dizinin p, terimlerini yazmak icin
orijinal dizinin p,,, pp+41 Ve pr42 terimlerini bilmek gerekir. Dolayisiyla ps terimi
i¢in {pn 52, dizisinin ilk 7 terimini hesaplamak gerekir. Buna gore agagidaki
tablo degerleri (2.14) esitligi kullanilarak elde edilir:

n Pn Pn

1 || 0.540302 | 0.961775
2 || 0.877583 | 0.982129
3 || 0.944957 | 0.989786
4 || 0.968912 | 0.993416
5 || 0.980067 | 0.995410
6 || 0.986143

7 || 0.989813

Bu teknikte A notastonunun kullanilmasimin asil nedeni agagidaki tanima
dayanir:

lizere
Apn = Pn+1 — DPn
seklinde tanimlanir. A operatoriiniin yiliksek kuvvetleri ise rekiirsif olarak k > 2
icin
Akpn = A(Ak71p71)

olarak ifade edilir.
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Tanima gore

A2pn = A(anrl - pn) = Aanrl — Ap, = (pn+2 _anrl) - (anrl - pn)

yani A?p, = ppi2 — 2pn41 + pn oldugu p, igin verilen (2.14) esitliginde kulla-
nilirsa Aitken A% metodu

n>0 (2.15)

seklinde de ifade edilebilir.
Teorem 2.5.3. {p,}52, dizisi p limit dejerine

lim Pny1 — P

<1

esitligi ile lineer olarak yakinsasin. {pn}5,, Aitken A? metodu ile yaratilan
bir dizi olmak tizere .
li Pn—D
im

=0

esitsizligi gergeklenir. Yani, {pn}o2 o dizisi p'ye {pn}5o o 'den hizly yakinsar.

Kamit. Teorem hipotezine gore

0 < lim Pt =2l

=<1

saglanir. Farz edelim ki yeterince biiyiik k£ degerleri i¢in pr — p fark: hep aym
isaretli olsun. §imdi

5n:w_/\7n20
Pn —P

dizisini tanmimlayalim. Agik¢a, lim,, o 6, = 0’dir ve

Pnt1 — P
Pn —P

=60+ A

oldugundan
Pny1 —DP = (511 + /\)(pn _p)
saglanir. Bu ise
p2 —p= (01 +A)(p1 —p)
ps —p= (62 + A)(p2 —p) = (02 + A) (01 + A)(p1 — p)

Pos1—p=(p1 —p) [J(6: + )

i=1
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oldugu anlamina gelir. Diger taraftan (2.15) ifadesi kullanilarak

pn—p 1 (n_(Apn)Z_p)

Pn—P Pn—P A?p,
—1_ (Apn)*
(pn — p)A%p,
—1_ (pn—H - pn)
(Pn = P)(Pnt2 — 2Pny1 + Pn)
_q ((Pnt1 —p) = (pn —p))?

(Pn = P)((Pnt2 — P) = 2(Pn+1 — p) + (Pn — D))
esitligi elde edilir. Dolayisiyla yukarida elde edilen rekiirsif bagintidan gerekli
islemler yapildiginda
ﬁn_p_l (5n+)\—1)2

=0 O+ N0 +A) —2(6, +A) + 1

sonucuna ulagilir ki buradan

lim Pn—P _ lim (1_ (6 +A—1)2 >
n—=o0 Pp — P n—o0 (5714—1 + )\) (577, + /\) - 2(511 + )\) +1
R G )
B Uy Wi
bulunur. O
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3 Interpolasyon ve Polinomsal Yaklasimlar

3.0.2 Giris

Amerika Birlegik Devletleri'nde her 10 yilda bir niifus sayimi yapilmaktadir.
Buna gore 1950 ile 2000 yillar: arasinda yapilan niifus sayimi sonucu elde edilen
veriler agagidaki tabloda ve grafikte gosterilmektedir:

Yil Niifus
1950 | 151,326,000
1960 | 179,323,000
1970 | 203,302,000
1980 | 226,542,000
1990 | 249,633,000
2000 | 281,422,000

Y P(2)
3 x 108 +
[ ]
[ ]
[ ]
2 x 108 - °
[ )

[ ]

1x 108 +
% % % % % % > 1
1950 1960 1970 1980 1990 2000

Verilen datalar igiginda 1975 ve hatta 2020 yilinda olusacak niifus yogunlugu
hakkinda bir yaklagim yapilmasi istenebilir. Bu tip bir kestirim yapmak i¢in s6z
konusu noktalardan gecen bir fonksiyon kullanihir. Bu prosese interpolasyon adi
verilir.



3.1 Interpolasyon ve Lagrange Polinomu

Reel sayilar ciimlesini kendi igine resmeden en kullanigh ve iyi bilinen fonksi-
yonlar smnifi, n negarif olmayan bir tamsay1 ve ag, - ,a, reel sabitler olmak
lizere

Po(2) = anz™ + ap_12° "+ -+ a1z + ap

formundaki cebirsel polinomlardir. Bu tip fonksiyonlarin énemi diizgiin yaklagik
stirekli fonksyonlar olmalaridir. Yani, kapal bir aralikta taniml ve siirekli her
fonksiyona istenildigi kadar yakin bir polinom vardir. Bu durum Weierstrass
Yaklagim Teoremi’'nde agik¢a ortaya koyulmaktadir (Bkz. Sekil 3.1).

Sekil 3.1: Polinom ile bir fonksiyona yaklagma

Teorem 3.1.1. f fonksiyonu [a,b] araliinda tanimly ve sirekli olsun. Her
e > 0 saysina karsilik bir P(x) polinomu

|f(z) — P(x)| <e, =€ [a,b]
esitsizliging saglayacak sekilde mevcuttur.

Bu teoremin ispati1 herhangi bir reel analiz kitabinda bulunabilir.

Fonksiyonlara polinomlarla yaklagim yapilmasinin bir diger énemli nedeni
ise tiirev ve integral degerlerinin kolayca hesaplanmasi ve sonucta elde edilen
fonksiyonun da yine bir polinom olmasidir.

Boliim 1.1°de Taylor polinomlari incelenirken niimerik analizin temel unsur-
larindan biri oldugu vurgulanmigti. Bu algiyla polinom yaklagiminda &zellikle
Taylor polinomlarimin kullanilacag: gibi bir beklenti olugabilir. Fakat, Taylor
polinomlari ile, etrafinda agildigi noktada tam, bu noktanin civarinda yaklagik
ve noktadan uzaklagtikca hassasligi kotii yaklagimlar elde edildiginden polinom
yaklagimindan bekleneni gerceklemezler. Bunun yerine bir aralik boyunca iste-
nen hassashigi gercekleyen bir polinom kullanmak gerekir. Ornegin, f(z) = e®
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fonksiyonunun zy = 0 civarindaki ilk alt1 Taylor polinomu g6z 6niine alinsin:

2 {E2 {E3

P(z)=1, Pi(zx) =1+, P2(x)=1+x+%, Py)=1+4a+ 5+

2 333 4 2 $3 $4 $5

x x x

P =1 —+—+—ve P. =1 —F =4+ —+ —.

4 () +x+2+6+24ve 5 () +$+2+6+24+120
Yukaridaki polinomlara ait grafikler Sekil 3.2’de gosterilmektedir. Her ne kadar
yiiksek mertebeden polinomlar kullanilsa da sifir noktasindan uzaklagtikca o-

lugsan hata degeri daha da biiytimektedir.

Y
20}
LYY= Ps(x)
Yy=¢) y=Pyx)
15+ /
| _y = Pa(2)
| = - = Pi(x)
= Py(x

Sekil 3.2: f(z) = e* fonksiyonunun grafigi

f(x) = e fonksiyonu igin daha iyi yaklagimlar yiiksek mertebeden Taylor
polinomlar: i¢in elde edilmis olsa da bu durum biitiin siirekli fonksiyonlarda
gecerli degildir. Ters 6rnek olarak, f(z) = 1/x fonksiyonunun zy = 1 civarn-
daki Taylor polinomunu kullanarak f(3) = 1/3 degerine yapilan yaklagimi goz
Oniine alalim:

fla)y=a"", f(z) = -2, f'(x) = (-1)*227"
ve en genel halde tiirev formiilii
f® (@) = (~1)Fkla=r1
oldugundan Taylor polinomlar:

P =3 W 1 = S 1) -
n=0 :

n=0

formiiliinden elde edilir. Artan n degerleri i¢in P(3) = 1/3 degerine yapilan
yaklagimda P, (z) polinomlar1 kullanildiginda elde edilen sonuglar agagida lis-
telenmektedir. Buna gore n degeri biiyiidiikce yaklagimdan elde edilen sonuglar
kabul edilemez hale gelmekte, hata gz ardi edilebilir olmaktan gikmaktadir.

n J0] 123 4] 5 [6] 7
P,(3) 1| -1 3] 5|11 | —21 43| -85

i



3.1.1 Lagrange Interpolasyon Polinomlari

f(xo) = yo ve f(z1) = y1 olsun. Yani f fonksiyonu (zg,yo) ve (z1,y1) nokta-
larindan gegsin. Simdi bu noktalardan gegen, yani (zq,yo) ve (21, y1) noktala-
rinda f fonksiyonunu kesen birinci dereceden interpolasyon polinomunun ne
sekilde yazilabilecegini aragtiralim. Zira bu polinom yardimi ile (zg,z1) ara-
higinda yer alan degerler i¢in verilen fonksiyona, elde edilen en fazla birinci
dereceden interpolasyon polinomu ile yaklagim yapilabilir.

Simdi

r — X1 T — X0

Lo(z) = ve Lqi(z) =

To — T1 1 — To
fonksiyonlarimi tanmmlayalim. (xg,yo) ve (z1,y1) noktalarimdan gegen lineer
Lagrange interpolasyon polinomu

r — T T — X9

P(x) = Lo(z)f(x0) + L1 (z)f(21) = fxo) +

To — T1 T — Zo

f(x1)

seklinde tanimlanir. Burada
Lo(xo) = 1, Lo(xl) = 0, Ll(aio) =0 ve Ll(a:l) =1
oldugu kullanilarak

P(xo) =1 f(x0) +0- f(x1) = f(x0) = yo

ve
P(z1)=0-f(zo)+1- f(z1) = f(z1) =w

elde edilir. Yani, yukaridaki sekilde tanimlanan P fonksiyonu (zo, y0) ve (21, y1)

noktalarindan gegen derecesi en fazla 1 olan tek tiirli belirli bir interpolasyon

polinomudur.

Ornek 3.1.2. (2,4) ve (5,1) noktalarindan gegen lineer Lagrange interpolas-
yon polinomunu yaziniz.

Cozim. xg = 2, yo = 4, 1 = 5 ve y; = 1 olmak {izere
r—95 1 x—2_1

Lo(x):2—5:_§(x_5) ve Ll(x):5—2_§

(z —2)

seklinde elde edilir. Buna gore istenen lineer Lagrange polinomu

1 1 4 20 1 2
P(a)=—=(x—5) 4+ =(x-2) 1= —-g4+=4-g_2—=_
(z) 3(35 5) +3(a: ) 3a:+ 3 +3a: 3 z+6

olarak elde edilir. y = P(z) polinomunun grafigi Sekil 3.3’de gosterilmektedir.
Lineer interpolasyon konseptini genellegtirmek igin

(o, f(20)), (1, f(x1)), -+ s (@, f(2n))

gibi n + 1 farkli noktadan gecen en fazla n. dereceden bir polinom insa etmeye
caligalm (Bkz. Sekil 3.4).
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To T1 X9 In

Sekil 3.4: n + 1 noktadan gecen Lagrange interpolasyon polinomu

Oncelikle k = 0,1, -+ ,n olmak iizere Ly (zx) = 1 ve i # k igin Ly(x;) =0
degerlerini alacak bir fonksiyon tanimlayalim. i # k i¢in Ly(x;) = 0 esitliginin
gerceklenmesi igin Ly(z)’in paymnin

(z —wo)(w — 1)+ (# — Tp—1) (& — Thy1) -+ (T — Tn)

seklinde bir terim igermesi gerekir. Diger taraftan Li(xp) = 1 olmasi igin ise
paydanin yukarida verilen esitlikte x = x; alinmasiyla elde edilen ifadeye denk
olmasi gerekir. Buna gore fonksiyonu

(@ —mo)(@ — 1) (@ — 2p—1) (@ — Tpp1) - (¥ — )
(xr —xo)(xr — 1) -+ (T — 1) (T — Thg1) -+~ (T — 1)

Lk(x) =

seklinde tamimlarsak isteneni saglamig oluruz.

Teorem 3.1.3. xg, 21, - , Ty, n+1 tane farklh nokta ve f, bu noktalarda aldwgr
degerler bilinen bir fonksiyon olsun. Bu durumda her k =0,1,2,---  n i¢in en
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fazla n. mertebeden bir polinom
f(zr) = P(ak)
esitligini saglayacak sekilde mevcuttur. Bu polinom

(@ —zo)(@ — 1) (& — 2p—1)(# — Tpy1) -+ (¥ — @)

Li(x) =
+(@) (xr —zo)(zkp — 1) -+ (Th — Th—1) (T — Tpg1) -+ (T — Tn)
noo (3.1)
= 11 ~ k=0,1,---,n
=05k Tk T i

olmak tizere

P(x) = f(zo)Lo(x) + f(x1)La(x) + -+ + f(@n) Ln(z) = D flar)Li(x) (3.2)
k=0

seklinde tansmlanir ve n. Lagrange Interpolasyon Polinomu adwm alur.

Ornek 3.1.4. (a) z¢ = 2, 71 = 2.75 ve 3 = 4 noktalarini kullanarak f(z) =
1/x fonksiyonu igin ikinci Lagrange interpolasyon polinomunu yaziniz.

(b) Yukarida elde edilen polinomu kullanarak f(3) = 1/3 degerine bir yakla-
simda bulununuz.

Cézim.

(a) Oncelikle Lo(z), L1(x) ve La(z) katsay1 polinomlarini tespit edelim:

Lo(z) = (é = ;;?;g - ;‘)) . %(x —2.75)(x — 4),
(x —2)(x —4) 16
L@ =Gn gem-—y~ BE V-4
and
wa__gigxx—zm)_ (z — 2)(z — 2.75).

Diger taraftan f(xo) = f(2) = 1/2, f(x1) = f(2.75) = 4/11 ve f(z2) =
f(4) = 1/4 degerleri

ifadesinde kullanilirsa
P(x) = f(zo)Lo(z) + f(z1)L1(z) + f(z2)La(z)

= 2@ 2T~ ) - (e~ D — )+ 12 (e~ 2)(@ — 275)

23 1115
1, 3% 49
22 88" " 44

ikinci Lagrange interpolasyon polinomu elde edilir (Bkz Sekil 3.5).

80



-o05}

Sekil 3.5: f(z) = 1/x ve P(z) = 552° — 322 4+ 72 fonksiyonlarmmn grafikleri

(b) Yukarida elde edilen polinom kullanilarak f(3) = 1/3 degerine bir yakla-
s1m A
1., 35 9 29 —
fB)= P(3) = EB - §3+ mows” 0.32954
olarak elde edilir.
Goriildiigii tizere Lagrange interpolasyon polinomu kullanildiginda elde
edilen bu yaklagim, boliimiin baginda xy = 1 civarinda f(z) = 1/z fonk-
siyonunu gesitli mertebelerden Taylor polinomununa agmak suretiyle elde
edilen f(3) yaklagimlarina kiyasla ¢ok ¢ok daha iyidir.

Teorem 3.1.5. zg,x1,- -, &, birbirinden farkl [a,b] araliginda n + 1 tane
nokta ve f € C"a,b] olsun. Buna gére P(z), (3.2) ile verilen interpolasyon
polinomu olmak tzere her x € [a,b] i¢in xo,z1, -+ , Ty arasinda ve dolayisiyla
(a,b) i¢inde

fr(E(=)

(@) = Pla) + oo

(x —xzo)(x—21) - (T — ) (3.3)

esitligini saglayan bir £(x) sayist mevcuttur.

Kanat. Herhangi bir k = 0,1,...,n i¢gin & = zp alnwr ise f(xy) = P(xy) ola-
cagindan (a, b) araligindan segilen herhangi bir £(xy) saysi (3.3) esitligini ger-
gekler. Zira, bu durumda yukaridaki gekilde tanimlanan polinom kullanilarak
yapilan yaklagim tam sonug vereceginden yaklagimin hatasi sifir olacaktir.

Her k = 0,1, -+ ,n igin @ # =z olsun. Simdi ¢ € [a,b] olmak iizere bir g
fonksiyonu
B B () — Pl (t—a0)(t —x1) - (t —xp)
= £(1) - P(t) ~ [f(@) ~ P@)] [] ==
i=0 ¢
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seklinde tanimlansin. f € C"*1[a, b] ve P € C*°[a, b] oldugundan g € C"*![a, b]'dir.
Eger t = xj, ise

g(xx) = flax) — Plax) - [f(z) — P(x)] H T =0 [f@) = P@)] x0=0
gerceklenir. Ayrica ¢t = z i¢in _

9(@) = f(2) = P(x) = f(x) - P(a)] H o = 1@ = P@) = [f(x) - P@)] =0
dir. Buna gére g € C"*'[a,b] fonksiyonunun z, zg, 21, - - - , 2, gibi n + 2 tane

farkli noktada sifir yeri vardir. Dolayisiyla Genellestirilmis Rolle Teoremi’ne
(Theorem 1.1.10) gére (a,b) arahgmnda bir € sayst icin g(* T (€) = 0 esitligi
gergeklenir. Buradan

0= g("+1)(§) = f("“)(f) _ P(n+l)(€) — [f(z) - P(2)] ;;;1 (H ;:g)
. i) e

sonucu elde edilir. Diger taraftan P(z), en fazla n. mertebeden bir polinom
oldugundan (n 4 1). tiirev ifadesi P**1 (z), sifira denktir. Ayrica []}_, =%

1=0 z—x;
garpim sonucu (n + 1). dereceden bir polinom olacagmdan, bu polinom

Not— 1
H Yi _ - t" 1 (t'nin diger daha diisiik dereceden terimleri)
io T T T [[imo (@ — i)

seklinde yazilir ve (n + 1). tiirevi alinirsa

dtt St —ay (n+1)!

dgntt 1w — gz — )

sonucu elde edilir. Dolayisiyla (3.4) esitligi

(n+1)!
H?:o(x - $Z)

olarak ifade edilebilir. Son esitlik f(z)’e gore yazilirsa

Fo©) 1
(n+1)!

0= f*(E) — 0~ [f(z) - P(a)]

f@) = Pa)+

(x — ;)
i=0

elde edilir. Bu ise dogrulugu gosterilmesi istenen ifadedir. [l

Teorem 3.1.5 ile verilen hata formiilii niimerik diferansiyel ve integral for-
miillerinin elde edilmesinde Lagrange polinomlarinin kullanilmasindan dolay1
biiyiik 6nem tagimaktadir. Daha sonra iizerinde durulacag: iizere, bu teknik-
lerde hata simir1 Lagrange hata formiilii kullanilarak elde edilecektir.
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Lagrange ve Taylor polinomlarinin hata terimleri birbirlerine benzer. Bir x¢
civarinda agilan n. Taylor polinomunun hata terimi

FUrtD(E(e)
(n+1)!

formundandir ve polinom sadece xy noktasinda verilen bilgilerle olusturulur.
o, %1, , %y gibi farkl noktalar i¢in yazilan n. Lagrange polinomu ise tiim
bu noktalarda verilen bilgiler ile yazilir ve hata terimi (z—xz¢)(z—x1) - - - (x—x,)
seklinde n + 1 tane terimin ¢arpimini igerir:

FUrD(E())
(n+1)!

Ornek 3.1.6. Ornek 3.1.4’de [2,4] arahginda f(z) = 1/z fonksiyonu igin
9 = 2, x1 = 2.75 ve 9 = 4 noktalar1 kullanarak ikinci Lagrange polino-
munu elde edilmigti. Bu polinoma ait hatanin formunu belirleyiniz ve x € [2, 4]
i¢gin f(z) fonksiyonuna ikinci Lagrange polinomu kullamlarak yapilan yakla-
simlarda olugacak hata i¢in bir siir tespit ediniz.

(0 = o)

(x —zo)(x —x1) -+ (T — y).

Coziim. f(x) =1/x = 27! oldugundan gerekli tiirevler
flx)=—272 f"(z) =222 ve f"(z) = —62~*

seklinde hesaplanir. Dolayisiyla £ € (2,4) olmak iizere ikinci Lagrange polino-
munun hata terimi

"
x _

#(m — @) (z — 21)(2 — x2) = —(£(2)) (2 — 2)(2 — 2.75)(x — 4)
olarak elde edilir. §imdi bu hata i¢in bir tist simr belirleyelim: verilen |2, 4] ara-
Liginda (£(x))~* ifadesinin alabilecegi maksimum deger 274 = 1/16’dir. Diger
taraftan

35 49
g(x) = (z —2)(x — 2.75)(x — 4) = 3 — zx2 + 73; —99
polinomunun tiirevi
35 49 35 49 1
D:E 3 _ 2 I 22 — 2 et 2 _ 2 B
(a: 4x+2a: ) 3x 2a:+2 2(391: (2x —17)

oldugundan kritik noktalar z = 7/3 ve x = 7/2 geklinde tespit edilir. Bu
noktalarda g(z) fonksiyonunun aldigi degerler

7 25 7 9
— | = — ~0.231481481 )= -2 = _-0.562
g<3> 108 0.23148148 5veg<2) 0.5625

dir. Dolayisiyla maksimum hata degeri

"
‘f (;(x)) 9 0.3515625 x 10!

(x — wo)(z — 21)(z — 22) T 16| 256

cL|g
— 16

olarak bulunur.
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Ornek 3.1.7. z € [0,1] olmak iizere f(z) = e* fonksiyonunun degerleri i¢in
bir tablo, her bir girdi d > 8 ondalik basamak kullanilarak ve birbirine komsu
x degerleri arasindaki mesafe, adim uzunlugu, birbirine esit ve h olacak gekilde
hazirlanmig olsun. Buna gore hangi h adim uzunlugu icin mutlak hatas: en
fazla 107% olan bir lineer interpolasyon polinomu yazilabilir?

Céziim. f fonksiyonu xg, 21, -+ noktalarinda hesaplanmig olsun ve = € [0, 1]
icin bir j indisi z; < & < x4 esitsizligini saglansin. (3.3) denklemi bir lineer
interpolasyonda hatanin

f"(©) /"9

BT ( —zj) (7 — xj41) :T|x—xj||x—ffj+1|

|f () — P(x)| =

formunda oldugunu sdyler. Adim araligi h oldugundan z; = jh ve zj41 =
(j + 1)h’dir ve buna gore

#@) - Pa) = L@y G+ 1)
yazilabilir. Dolayisiyla
§
) - P < (e 5 ) (| max Jw =)= G+ om)
<5, max = jh)—(+1h)|

elde edilir. jh < 2 < (j + 1)h olmak iizere g(z) = (z — jh)(z — (§ + 1)h)
foksiyonu goz 6ntine alinsin. Simdi bu fonksiyonun mutlak degerce maksimum
yaptig1 yeri bulalim. Biliyoruz ki verilen fonksiyonun maksimum ve minimum
noktalar: ya sinirlarda ya da tiirevinin sifir oldugu yerlerdedir. Buna gore

@)= (o= G+ D)+ =g =2 (2= jh - 5 )
oldugundan fonksiyonun aralik igerisindeki tek kritik noktasi @ = jh + h/2’dir.
Bu noktada fonksiyonun aldigi deger g(jh + h/2) = (h/2)? = h?/4 iken smir
noktalarda aldig1 degerler g(jh) = g((j+1)h) = 0 olarak tespit edilir. Buna gére
|g(x)| fonksiyonu [jh, (j+ 1)h] arahiginda maksimum degerini kritik noktasinda
alir. Dolayisiyla

e e h? eh?
(@) = P@)l <5 max |g(@)] <57 =5

elde edilir. Bu lineer interpolasyon yaklagiminda olusacak hata 107° ile siirh
oldugundan

h2
[f(2) = P(a)] < - < 107°
esitsizligini gercekleyen en kiiciik h degerinin secilmesi gerekir. Buna goére

eh? -6 2 68 68 -3
?glo =h"<10 E:>h§ 10 6;2>h§1.71552777><10
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olmalidir. n alt aralik sayis1 n = % formiilii ile hesaplanan bir tamsay1 oldu-
gundan adim uzunlugunu A = 0.001 geklinde almak istenen hassaslhiga ulagil-
masini garantiler.

Ornek 3.1.8. (a) zo = —1, 21 = 0 ve zo = 1 noktalarmda f(z) = sin ZZ
fonksiyonunu kesen ikinci Lagrange interpolasyon polinomu P (z)’i yazi-
niz.

(b) |f(z) — Py(x)| degeri i¢in bir simir belirleyiniz.
Céziim.
(a) Once Lagrange katsay: fonksiyonlarini hesaplayalim:

T — x2) (x—-0)(x—-1)  w(x-1)

)( 2
L) = e Tomo—m) “ Cio0) 1D - 2 3@ 9
(r—mo)(x—22) (x+1)(xz—1) 22 —1 2
Ll(ﬁ) o (331 — $0)(ZIJ1 — 332) (0 + 1)(0 — 1) —1 =1 ’
(x—m)@—21) _(z+1)(z-0) (z+lz 1 2t
Lalw) = (£y —x0) (w2 — 1)  (1+1)(1-0) 2 p @+ o).

Ayrica f(xg) = f(—1) = sin5F = —1, f(z1) = f(0) = sin0 = 0 ve
f(z2) = f(1) =sin g = 1 oldugundan zg = —1, x; = 0 ve z2 = 1 nokta-
larinda f(z) = sin &F fonksiyonunu kesen 1k1nc1 Lagrange interpolasyon

polinomu

Py(x) = f(xo)Lo(x) + f(z1)La1(z) + f(22
)5 — ) + 001~ %) + (1)

olarak elde edilir.

(b) Gerekli tiirevler agagidaki sekilde elde edilir:

T ™ T™r 7T2 T™r 7T3 T™r

f(ﬂf):SiHTa [ )—5‘305—, (= ):_meT’ [ (x )=—§C087-

Istenen mutlak deger, £(z) sayist —1 ile 1 arasinda olmak iizere

f"(E(x))

@) - Pa)| = |25

(x — zo)(z — x1)(x — 22)
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12 s TEE)
= 8 a1 2 (z+1)(z—-0)(z—1)
3 3
= " feos ”52(9”) o — ] £ To1a® — 2l
—_————
<1

elde edilir. Simdi |2® — x| ifadesinin maksimum yaptig1 noktay1 bulalim.

g(z) = x® — x olarak goz éniine alinsi. Buna gore g(—1) = g(1) =0 ve

/ 2 1

g'(z) =3z —1:O:>x::|:\/;
igin
3
1 1 1 2
gl /= =12/ = [£/2]] = 23

3 3 3 9

oldugundan

3 3 7r_32\/§_7r3\/§

|f(z) — P(z)] £ —|x3 —z| < T max |x3 —

= 48 = 18 —1<0<1 T 18 9 216
elde edilir.
Ornek 3.1.9. g(z) fonksiyonu xg, x1, - - - , zn—1 ve h(x) fonksiyonu z1, z2,- - -,z
noktalarinda f(z) fonksiyonunu interpole ediyor ise
o — T
k(z) = g(z) + ———(9(x) — h(x))
Tp — To
seklinde tamimlanan k(z) fonksiyonunun f(z)’i g, x1,- -, z, noktalarinda in-
terpole ettigini gosteriniz.
Cozim. g(x) fonksiyonu xg, 21, - , x,—1 noktalarinda f(z)’i interpole ettigin-

den
0<i<(n—1) igin g(x;) = f(:)

esitligi saglanir. Benzer sekilde h(x) fonksiyonu z1,zs,--- ,z, noktalarinda
f(x)’1 interpole ettiginden

1<iSn igin h(z;) = f(a;)
esitligi gerceklenir. Buna gore
1sis(n—1) icin g(z;) = h(x;)

dir. §imdi
k(a) = gla) + ——=

(9(z) = h(z))

Tn — T0

86



seklinde tanimlanan k(z) fonksiyonunun f(z)’i o, x1,- - ,z, noktalarinda in-
terpole ettigini, yani

0=isn igin f(x;) = k(z:)

esitliginin saglandigini géstermemiz gerekir.
To i¢in:

Lo — Zo

k(wo) = g(xo) + (9(z0) — h(x0)) = g(z0) = f(20),

Tn — L0
——
0

1 <4< (n—1) olmak iizere z; igin:

07T (ga) — hiw:) = glas) = fla2),
Tn o _0,—/

k(z;) = g(xi) +

Ty icin:

k(n) = g(xn) + 2 (g(wn) — h(wn)) = h(zn) = f(2n)

Tn — 0

saglandigindan her
05i<n icin f(x;) = k(z;)

esitligi gergeklenir.

3.2 Veri Yaklagsimi ve Neville Metodu

Bir 6nceki béliimde Lagrange polinomlarinin agik olarak nasil ifade edildigini
ve verilen bir aralik {izerinde bir fonksiyon degerine bu polinomlar ile yapilan
yaklagimlarda olugan hatanin formununun ne gekilde oldugunu 6grendik. Simdi
polinomun agik olarak degil de bazi noktalardaki degerlerinin verilmesi duru-
munda nasil yaklagim yapilabilecegi olgusu iizerinde durulacaktir. Bu durumda
fonksiyon belli olmadigindan olusacak hata i¢in bir acgik form belirlenemeyecek-
tir. Asagidaki 6rnek gz Oniine alinsin:

Ornek 3.2.1. Agagidaki tablo baz noktalarda f (z) fonksiyonun aldig deger-
leri gostermektedir:

T @
1.0 0.7651977
1.3  0.6200860
1.6  0.4554022
1.9 0.2818186
2.2 0.1103623
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Farkli noktalar se¢gmek suretli ile yazilan Lagrange interpolasyon polinomla-
rin1 kullanarak f(1.5) degerine yaklagimlarda bulunalim ve bu yaklagimlarin
hassasliklarini belirleyelim.

En yiiksek hassaslhiga sahip lineer yaklagim, 1.5 degeri 1.3 ile 1.6 arasinda
oldugundan, z¢o = 1.3 ve 1 = 1.6 se¢mek sureti ile yazilan Lagrange polino-
mundan elde edilir. Bu durumda

15— 1.6 1.5-1.3
P(1.5) = 1.3 1.6f(1'3)Jr 1.6 — 1.3f(1'6)
1.5-1.6 1.5-1.3
— 0 0.62 —0 0 (0.4554022
1.3_1'6(06 00860) + 1_6_1.3(0 554022)
— 0.5102968

yaklagimi bulunur.

Ikinci dereceden bir polinom yazilmak istendiginde iki farkli polinom {ize-
rinden yaklagimda bulunmak hassaslik agisindan uygun olacaktir. Bunlardan
ilki g = 1.3, 1 = 1.6 ve z2 = 1.9 noktalarim kullanarak elde edilen

(1.5— 1.6)(1.5 — 1.9)
(1.3-1.6)(1.3—1.9)
(1.5—1.3)(1.5 — 1.6)
(1.9—1.3)(1.9 - 1.6)
= 0.5112857

(1.5 - 1.3)(1.5 — 1.9)

Py(1.5) = (1.6 — 1.3)(1.6 — 1.9)

(0.6200860) +

(0.4554022)

(0.2818186)

yaklagimi iken bir digeri ise zg = 1.0, 1 = 1.3 ve x5 = 1.6 noktalari ile yapilan
Py(1.5) = 0.5124715 yaklagimmdr.

Uciincii derece bir polinom ile yaklasim yapilmasi durumunda kullanilabi-
lecek uygun iki tane polinom vardir. xg = 1.3, 1 = 1.6, x2 = 1.9 ve 3 = 2.2
noktalar: kullanilarak yazilan iigiincii Lagrange interpolasyon polinomu ile ya-
pilan yaklagimdan P5(1.5) = 0.5118302 degeri elde edilirken, xg = 1.0, 21 = 1.3,
r9 = 1.6 ve 3 = 1.9 olmasi durumunda ]53(1.5) = 0.5118127 yaklagimina ula-
silir.

Son olarak zg = 1.0, x1 = 1.3, 290 = 1.6, z3 = 1.9 ve z4 = 2.2 nok-
talar: kullanilarak yazilan tek dordiincii Lagrange interpolasyon polinomu ile
P, (1.5) = 0.5118200 yaklagimu elde edilir.

P3(1.5), P5(1.5) ve P4(1.5) yaklagimlar igin

|P5(1.5) — P5(1.5)] = [0.5118302 — 0.5118127| = 1.75 x 1077,

|P5(1.5) — Py(1.5)| = [0.5118302 — 0.5118200| = 1.20 x 10~°

ve

|P5(1.5) — Py(1.5)| = 0.5118127 — 0.5118200| = 7.30 x 10~°

oldugundan bu yaklagimlarin hassaslik derecelerinin en az 2 x 10~° olmasi bek-
lenir. Ayrica, tiim bu yaklagimlar igerisinden en iyi sonucun daha ¢ok noktanin
hesaba katilmasi ile olusturulan P, polinomu ile yapilan yaklagim olmasi gere-
kir.
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Ashinda, yaklagim yapilan fonksiyon sifir mertebeli birinci cins Bessel fonk-
siyonudur ve bu fonksiyonun 1.5 noktasinda aldigi gercek deger 0.5118277’dir.
Buna gore her bir yaklagimin gergek hassashigi agagidaki sekilde elde edilir:

|P1(1.5) — f(1.5)| =~ 1.53 x 1073,

|Py(1.5) — f(1.5)| = 5.42 x 107%,
|Py(1.5) — f(1.5)] ~ 6.44 x 1074,
|P3(1.5) — f(1.5)] =~ 2.50 x 1079,
|P5(1.5) — f(1.5)] ~ 1.50 x 1072,

|Py(1.5) — f(1.5)] ~ 7.7 x 107°.

Her ne kadar en iyi yaklasim P5(1.5) olsa da, f(1.5)’in gercek degerinin bilin-
memesi durumunda en iyi yaklagimin daha fazla nokta kullamlarak elde edi-
len P4(1.5) yaklagimi oldugu diigiiniilmelidir. Teorem 3.1.5’de verilen Lagrange
hata terimi, f fonksiyonunun tiirevleri bilinmediginden burada uygulanamaz.

3.2.1 Neville Metodu

Lagrange interpolasyon polinomlari ile islem yapmanin zorlugu hata terimin-
den kaynaklanir. Fonksiyonun verilmemis olmas1 durumunda istenen hassasliga
sahip bir yaklagimda bulunmak igin kaginci dereceden bir polinomun kullanil-
masinin gerektigini tiim hesab1 yapmadan belirlemek miimkiin degildir. Neville
metodu ile cesitli dereceden Lagrange polinomlarinin kolay bir sekilde elde edil-
mesi i¢in bir yontem ortaya koymaktadir.

Tanmim 3.2.2. f fonksiyonu xzq, 1, , 2z, noktalarinda tamimlanmis ve her
1 igin 0 < m; < n olmak tizere my,mo,--- ,myg, k tane farkli tamsay1 olsun.
f(z) fonksiyonunu Zp,,, Tm,, - Tm, gibi k noktada interpole eden Lagrange
polinomu P, ., .. .m, () ile gosterilir.

Ornek 3.2.3. f(z) =e*, 20 = 1,21 = 2, 13 = 3, 13 = 4 ve 24 = 6 olsun.
P 5 4(z) interpolasyon polinomunu yazimz ve bu polinomu kullanarak f(5)
degerini hesaplayiniz.

Cozim. Py 2.4(x) Lagrange interpolasyon polinomu, f(x) fonksiyonunu z; = 2,
x2 = 3 ve x4 = 6 noktalarinda kesen polinomdur ve agagidaki sekilde hesapla-
nir:

_(@=3)(x—6) , (z—-2)(x—6) (x —2)(z—3)
P2al) = G 55=0 T G260 T 6-96-3)"
Buna gore, istenen yaklagim degeri
(56-3)5-6) » (6-2)(5-6)
2-3)2-06° B-2B-6°  6-2)6-3

f() = P(5) =
1 1
= —562 +e® + 566
~ 218.105
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olarak elde edilir. Bu deger fonksiyonun verilen noktadaki gergek degeri f(5) =
€5 = 148.413 ile karsilastinldiginda yaklagimin iyi olmadigi goriiliir.

Asagidaki teorem Lagrange polinom yaklagimlarim rekiirsif olarak olustur-
mak i¢in bir metot ortaya koymaktadir.

Teorem 3.2.4. f fonksiyonu xg,x1, - ,xx noktalarinda tamimlanmas olsun
ve bu noktalardan ki farkl x; ve x; saylary goz dniine alinsin. Buna gore

( —zj)Poa, - j—1,441, k(@) = (@ —2) Po1,o im1,i41, k(2)
(z; — x;)

seklinde tamimlanan polinom f fonksiyonunu xg, 1, ,xr gibi k41 tane nok-
tada interpole eden k. Lagrange polinomudur.

P(zr) =

Kanat. Notasyonu kolaylagtirmak igin
Q= Py, j1j4t,k Ve Q@=PFo1 .. i 1441,k

olarak yeniden adlandirilsim. Q(z) ve Q(z) polinomlar: en fazla (k — 1). dere-
ceden oldugundan P(z) polinomunun derecesi en ¢ok k’dir.

Q(x;) = f(x;) oldugundan

P(z;) = (zi — CC])Q(CQ) — (z — 2;)Q(x;) _ T Fla:) = flai)

(zi — ;) T; — T

ve benzer gekilde Q(x;) = f(x;) esitliginden P(x;) = f(x;) ifadesi elde edilir.
Eger 0 < r < k olmak iizere 7 sayisi ne i’ye ne de j'ye esit degilse bu

durumda Q(z,) = Q(z,) = f(z,) saglanir. Dolayisiyla
(xT — x])Q(xr) - (xr - ﬂil)Q(ZEr) £

g
P r) = == ! r) = T
(z) o S ) = ()
olarak elde edilir. Tamma gore Py 1.... x(z) polinomu zg, 1, -,z noktala-
rinda f’yi kesen en fazla n. dereceden tek tiirlii belirli polinom oldugundan
P = PFy,,...  sonucuna ulagilir. O

Teorem 3.2.4°e gore Lagrange polinomlar: rekiirsif olarak agagidaki sekilde
olugturulabilir:

PO,l(f) = T iﬂjo [(f — $0)P1 — ({E — $1)P0],
Prae) = ——— (@~ 21)Ps — (& — )P,
Popa(z) = = i - [(x —20) P12 — (. — 22) P01,

Bu metot ile elde edilen degerler agagidaki tabloda ifade edilmigtir. Burada her
bir satir, kendinden 6nce gelen satir kullanilarak yazilmaktadir.
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0o B

21 P Py

2o Po Pio FPoipo

23 P3 P33 Pip3z P23

x4 Py P34y Pozs Pipszsa 1234

Teorem 3.2.4°de ifade edildigi sekilde elde edilen interpolasyon polinomlar:
kullanarak yaklagimda bulunma teknigine Neville metodu adi verilir. Bu
teknikte kullanilan P notasyonunda yer alan indis sayisi ¢ok fazla oldugunda
gosterilimde sikint1 yaganabilir. Bunun yerine sadece iki indis igeren bir ifade
ile isteneni anlatmak miimkiindiir. Indislemeyi kolaylagtirmak icin 0 < j < i
olmak {izere Q; ; ile

Qij=Pi—ji—jr1, i1

seklinde x;—j, xi—j41, -+ ,®i—1,2; gibi j + 1 noktada f’yi kesen j. dereceden
interpolasyon polinomu ifade edilsin. Bu notasyon ile yukaridaki tablo

zo FPo=Qopo

1 Pr=Qi0 FPoi=@Q1,

T2 Po=Q20 Piao=Q21 Poi2=0Q22

23 P3=Q30 Poz=Q31 Pia3z=0Q32 Foi23=0Q33

s Pr=Qu0 P3sa=Qu1 Po3s=Qu2 Pioza=0Qu3z Foi1234=Qua

olarak tekrar yazilabilir. Metodu daha da anlagilir kilmak i¢in yaklagimlarin

(z —2i-j)Qij—1(z) — (z — 2)Qi—1,j—1(x)

Ti — Tj—yj

Qi j(x) =

formiilasyonu ile yapildigini ve burada j ile polinomun mertebesinin, i ile de
ardagik degerleri belirlemede kullanilan x’lerin gosterildigini vurgulayalim.

Ornek 3.2.5. Ornek 3.2.1°de verilenleri kullanarak Neville metodu ile f(1.5)
degerine bir yaklagimda bulununuz. Her bir adimda elde edilen rekiirsif ¢ika-
rimlar1 bir tablo {izerinde 6zetleyiniz.

Céziim. Ornek 3.2.1°de tablo degerleri

TR0
1.0 0.7651977
1.3  0.6200860
1.6 0.4554022
1.9 0.2818186
2.2 0.1103623

olarak verilmisti. zop = 1.0, 1 = 1.3, zo = 1.6, 3 = 1.9 ve x4 = 2.2 igin sifir
mertebeli yaklagim polinomlar: (sabitler) Qoo = f(1.0) = 0.7651977, Q1,0 =
f(1.3) = 0.6200860, Q2,0 = f(1.6) = 0.4554022, Q30 = f(1.9) = 0.2818186 ve
Q10 = f(2.2) = 0.1103623 olarak belirlenir.
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f(1.5) degerine yapilan Q1,1(1.5) birinci derece yaklagim agagidaki sekilde
hesaplanir:

(x —20)Q1,0 — (v — 331)@0,0

Q1(x) = =
r1 — o
(1.5 -1.0)Q10 — (1.5 — 1.3)Qoy0
@ul:5) = 1.3-1.0
~0.5(0.6200860) — 0.2(0.7651977)
N 0.3
= 0.5233449.
Benzer gekilde
Qar(z) = (x —x1)Q2,0 — (x — 22)Q1,0 N
To — X1
(1.5 1.3)Qa0 — (15— 1.6)Q1 0
@2.1(1:5) = 1.6—1.3
~0.2(0.4554022) + 0.1(0.6200860)
N 0.3
= 0.5102968

ve diger birinci derece yaklagimlar Q3,1(1.5) = 0.5132634 ve Q4.1(1.5) = 0.5104270
olarak elde edilir. z = 1.5 degeri 1 = 1.3 ile 3 = 1.6 arasinda yer aldigindan
en iyi yaklagimin ()2 1 olmasi beklenir.

Ikinci derece polinomlar kullanilarak yapilan yaklagimlardan

(x —20)Q2,1 — (x — x2)Q1,1
T2 — Io
(1.5 — 1.0)(0.5102968) — (1.5 — 1.6)(0.5233449)
1.6 —-1.0

Q2,2(x) =

=

Q22(1.5) =
=0.5124715

ve benzer tarzda hareket ederek Q3 2(1.5) = 0.5112857 ve Q4,2(1.5) = 0.5137361
elde edilir.

Daha yiiksek mertebeden polinomlar kullanildiginda agagidaki tablo deger-
lerine ulagilir.

1.0 0.7651977

1.3 0.6200860 0.5233449

1.6 0.4554022 0.5102968 0.5124715

1.9 0.2818186 0.5132634 0.5112857 0.5118127

2.2 0.1103623 0.5104270 0.5137361 0.5118302 0.5118200

Eger en son elde edilen (4 4 yaklagimi yeterli hassashkta degilse bir bagka
nokta, x5 hesaba katilir. Dolayisiyla, yeni bir satir yukaridaki tabloya eklenerek
Q5,0, Qs5,1, @52, @53, @54 ve Q55 yaklagimlar: elde edilir. Ornegin verilerin
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elde edildigi sifir merterbeli birinci cins Bessel fonksiyonunun zs = 2.5 nok-

tasinda aldigi deger —0.0483838 kullanilirsa yukaridaki tabloya eklenecek yeni
satir

2.5 —0.0483838 0.4807699 0.5301984 0.5119070 0.5118430 0.5118277

seklinde elde edilir. Bu durumda f(1.5) = 0.5118277 degerine yedi ondalik
basamakta ()5 5 yaklagimi ile ulasilmis olur.

Ornek 3.2.6. f(z) = Inz fonksiyonunun dért ondahk basamak ile degerleri
agagidaki tabloda verilmektedir:

ri  f(wi)

2.0 0.6931
2.2 0.7885
2.3 0.8329

O = O

f(2.1) = In2.1 degerine Neville metodu ile 4-dijit yuvarlama aritmetigini kul-
lanarak bir yaklagimda bulununuz. Buldugunuz degerleri Neville tablosunda
Ozetleyiniz.

Coziim. x = 2.1iginz—x0 = 0.1, x—21 = —0.1, z—22 = —0.2 ve Qo0 = 0.6931,
Q1,0 = 0.7885, Q2,0 = 0.8329 oldugu kullanilarak

(JJ — $0)Q1’0 — (ZI’ — ZIJl)Q070 (01)07885 — (—01)06931

@ui(21) = 1 — 7o - 2220
= 0'(1).4282 = 0.7410,
Qoa(21) = (x — 21)Q20 — (& —2)Q10 _ (~0.1)0.8329 — (~0.2)0.7885
’ To — X1 0.1
SUUETRo
ve
Qsn(2.1) = (z —20)Q21 — (£ —22)Q11 _ (0.1)0.7441 — (-0.2)0.7410
’ To — Tg 2.3-2.0
= 0'3?376 = 0.7420

yaklagimlar elde edilir. Buna gore istenen tablo

T, -z Qip Qi1 Qi2
2.0 0.1 0.6931

2.2  —0.1 0.7885 0.7410

2.3 —0.2 0.8329 0.7441 0.7420

O = O =
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seklinde olugturulur. 4-dijit ile f(2.1) = In2.1 = 0.7419 oldugundan mutlak
hata
1£(2.1) = Py(2.1)] = |0.7419 — 0.7420| = 10~*
dir. Bununla beraber f'(x) = 1/x, f"(x) = —1/2% ve f"(x) = 2/23 oldugun-
dan Teorem 3.1.5 ile verilen Lagrange hata terimi icin bir sinir
f"(€(2.1))

F(2.1) — Py(2.1)] = \T«s o)z — 1) — )

= ‘m(o.n(—o.n(—om‘

0.002
< —— max
3 2.0<¢<2.3

1
(€(2.1))°

olarak elde edilir. Bu 6rnekte, ger¢ek hata degerinin bulunan hata iist sinirindan
kii¢iik olmasinin nedeni sonlu-dijit aritmetiginin kullanilmasinin bir sonucudur.

0.002 1 - _5

Ornek 3.2.7. Neville metodunu kullanarak f(0.5) degerini bulmak icin yapilan
hesaplamalar sonucunda 9 = 0, 1 = 0.4, 2 = 0.7, Qoo = 0, Q1,0 = 2.8,
Q270 = Q, Ql,l = 35, Qg’l = 6, Q272 = 27/7 olarak belirlendigine gére « ve ﬁ
degerlerini tespit ediniz.

Céztim. Once Neville tablosunu olusturalim:
T; f(@i) = Qi Qi Qi2
o = 0.0 0.0 = Qo)o
T = 0.4 2.8 = QI,O 3.5 = Q171
z9 = 0.7 a=Qap B=Q21 27/7T=Q22

Buna gore

o (05 — $0)Q2’1 — (05 - $2)Q1’1 27 o (05 — O)ﬁ - (05 - 07)35
@22(05) = Ty — g 7T 0.7-0
oldugundan Q21 = 8 = 4 elde edilir. Ayrica
(05 — $1)Q2’0 — (05 — $2)Q1’0 -4 (05 — 04)04 — (05 — 07)28
Ty — 11 B 0.7—0.4

ifadesinden Q2,9 = @ = 6.4 sonucuna ulagilir.

Q2,1(0.5) =

3.3 Boliinmiis Farklar

To, %1, , Ty gibi n + 1 tane farklh noktada f fonksiyonun interpole eden n.
Lagrange polinomu P, (z) ile gosterilsin. Her ne kadar bu polinom tek tiirlii
belirli olsa da bazi durumlarda avantaj saglamasi bakimindan farkli cebirsel
gosterilimleri kullanilabilir. f fonksiyonunun zg, 1, - ,x, noktalarina gore
boliinmiig farklar: ag, a1, - - - a,’ler uygun sabitler olmak tizere

P, (z) = apt+ar(x—z0)+az(x—x0)(x—21)+ - +an(z—x0)(x—21) - - (T—Tp—1)
(3.5)
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formundaki P, (x) polinomu ile ifade edilir. Oncelikle bu sabitleri tespit etmek
i¢in bir metot geligtirelim: (3.5) ifadesinde x = xy yazarsak sifirdan farkh tek
terim ag katsayisi olur. Buna gore

ap = Py(x0) = f(70)

dir. Simdi, Béliim 2.5°de kullanilan Aitken A2 notasyonu ile iligkili olarak bo-
liinmiis fark notasyonunu tanimlayalim. x; noktasina gore f fonksiyonunun
sifirines bolinmis farky flz;] ile gosterilir ve f'nin x; noktasindaki degeri

f[ﬂfi] = f(xi) (3'6)

olarak tanimlanir.
Benzer gekilde P, (z) polinomu z; noktasinda hesaplamirsa, P(x;) ifadesin-
deki sifirdan farkh terimler igin

Po(z1) = ao + a1 (z1 — m0) = f(xo) + a1(z1 — z0) = f(z1)

oldugundan
oy = 1) = f(xo) _ flo] = flzo] (3.7)
1 — 2o r1 — o

elde edilir. Buna gére f fonksiyonunun z; ve z;y; noktalarina gore birinci
boliimmdis farky flx;, x,41] ile gosterilir ve

flziva] = flzi]

3.8
Ti+1 — T4 ( )

f[xi,xiﬂ] =

olarak tanimlanir.
Rekiirsif olarak ikinci bolimmis fark, f|x;, 11, Tiv2] seklinde gosterilir ve

Jlwiv1, wiya] — flog, v

flai, Tig1, Tiga] =

Ti+2 — T4
olarak tanmimlanir.
k — 1 boliinmiis fark islemi sonrasinda
flxi, i, Tigr—1] ve flTig1, Tiva,  Tigh—1, Titk]

terimleri elde edilmig olur ve bunlara bagh olarak f fonksiyonunun z;, z; 11, - -,
Z;i+r noktalarma gore k. bolinmiis fark: flx;, 11, , Ti1k), agagidaki ge-
kilde tanimlanir:

Flte, Tigts s @ign] = floivr, @igo, - Tigh—1, Tigw] — fli, Tigr, - Tigp ]
iy Li+1, y i+ Titk — T )
(3.9
Son olarak verilen f fonksiyonunun n. bolinmis fark:
flen, @, @] — flwo, @1, - Tn]
f[l'o,xl,"',ﬁrn]: b b) k) nxn—xoa b k) n
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seklinde tanmimlanir. (3.7) ifadesinden a; = flzg,z1] ve ag = f(xo) = flzo]
olarak yazilabildiginden (3.5) ile verilen interpolasyon polinomu

P, (x) = flxol+flro, x1](x—x0)+az(z—x0)(x—21)+ - ~+an(x—x0) (x—21) (T —THn_1)

formunda bir gosterilime sahiptir. ag ve a1 katsayilarinin hesabindan da sezil-
digi iizere aranan katsayilar k = 0,1, --- ,n olmak tizere

ap = flwo, @1, 2, -+, Tp]

formundadir. Dolaysiyla f fonksiyonunun Newton bélinmis farke P, (x)

n

Po(x) = flzo] + Zf[l’o,%l, o apl(@ —xo)(r —x1) - (2 —2K—1)  (3.10)
k=1

seklinde ifade edilir. flxo, 1, -+ ,zy] degeri xg, 1, -+ , zx sayllarin sirasma
bagl degildir.
Tabloda 3.1’de béliinmiig farklarin ne gekilde hesaplandigi 6zetlenmektedir.
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Ornek 3.3.1. Asagidaki tablo ile baz1 noktalardaki degerleri verilen ve daha
onceden Ornek 3.2.1°de incelenen degerler ile boliinmiis farklar tablosu olustu-
runuz ve tiim bu verileri kullanarak bir interpolasyon polinomu inga ediniz.

x f(z)
xo =1.0 0.7651977
1 =13 0.6200860
xo =1.6 0.4554022
3 =19 0.2818186
T4 =22 0.1103623

Cézim. xo ve x1’1 igeren birinci boliinmis fark

flz1] — flzo]  0.6200860 — 0.7651977

= = —0.4837057
flao, ] = =22 —2 13-10 04837057,
1 ve x2’yi igeren birinci boliinmiig fark
— 0.4554022 — 0.6200860
floy, @] = flzal = fln] = —0.5489460,
X9 — I 1.6 —-1.3
o ve x3’'l igeren birinci boliinmis fark
— 0.2818186 — 0.4554022
flwa, 3] = flwa] = Floa] _ = —0.5786120,
I3 — T2 1.9-1.6
ve son olarak da z3 ve 4’1 igeren birinci boliinmiisg fark ise
— 1103623 — 0.28181
flza] — flzs] _ 0.1103623 — 0.2818186 05715210

Flws, wa] = T4 — 3 22-19

seklinde elde edilir. Simdi ikinci boliinmiis farklar: sirasi ile elde edelim:

flar, wa] — flwo,a1]  —0.5489460 — (—0.4837057)

f['anxlamZ] - 79 — 70 — 16_10
— —0.1087339,
Fln, g,y = 1 E2 T8~ Sl @a] _ ~0.5786120 — (~0.5489460)
e T3 = 21 B 19-13
— —0.0494433,
Flag, g, za] = T8 Tl = floz@s] | —0.5715210 - (~0.5786120)
2,43, L4 — T4 — 1 = 5316
= 0.0118183.

Ikinci boliinmiis farklar1 kullanarak {igiincii boliinmiis farklar
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flr1, w2, 23] — flzo, 21, 2]

f[3307$1,$2,333] =

r3 — Io
| -0.0494433 — (~0.1087339)
- o — 0.0658784,
ve
Flot, @, 23, 74] = flxe, x3, x4]) — flz1, 22, 23]
X4 — I
0.0118183 — (—0.0494433)
= 5513 = 0.0680685

olarak bulunur. Son olarak da dordiincii boliinmiis fark ise

f[$17$27$37x4] - f[x07x17$27$3]

f[$07$17 x2, x37x4] =

T4 — X0
0.0680685 — 0.0658784
= 5210 = 0.0018251

seklinde elde edilir. Bu degerler agagidaki tabloda gosterilmektedir:

2 flz flei—1, x4 flei—g,zi—1, 2] flri—s, -, 2] flria, 2]
0 1.0 0.7651977
—0.4837057
1 1.3 0.6200860 —0.1087339
—0.5489460 0.0658784
2 1.6 0.4554022 —0.0494433 0.0018251
—0.5786120 0.0680685
3 19 0.2818186 0.0118183
—0.5715210

4 22 0.1103623

Tabloda kalin font ile gosterilen degerler interpolasyon polinomunun Newton
ileri bolinmis farklar formunun katsayilaridir. Buna gore polinom

Py(z) =0.7651977 — 0.4837057(z — 1.0) — 0.1087339(z — 1.0)(z — 1.3)
+0.0658784(z — 1.0)(z — 1.3)(z — 1.6)
+0.0018251(z — 1.0)(z — 1.3)(z — 1.6)(xz — 1.9)

olarak elde edilir. Eger bu polinom kullanilarak x = 1.5 degeri hesaplanirsa
Py (1.5) = 0.5118200 sonucuna ulagihir. Buna gore f(1.5) ~ P4(1.5)’dir. Aslinda
bu yaklagim degeri Ornek 3.2.1 ve Ornek 3.2.5’de elde edilmisti. Bu durum her
ne kadar formlar1 farkl olsa da polinomun tek tiirlii belirli olmasindan, yani
ayni polinomun farkl formlarinin g6z 6niine alinmasindan kaynaklanmaktadir.

Ornek 3.3.2. (0,2), (1,3), (2,12) ve (5,147) degerleri verilsin. Ugiincii Newton
boliinmiig fark formiilini kullanarak verilen noktalardan gegen, Ps;(z), Lag-
range interpolasyon polinomunu Newton formunda yaziniz ve P3(3) degerini
hesaplayimiz.
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Cézim. Newton boliinmiis farklar tablosu verilen degerler igin asagidaki gibi
elde edilir:

i flzd  fleoy, o] floeo, iy, ai]  flos, @i i1, @]
o — 0 2= ag
1= aq
T = 1 3 4= an
9 1=as
45
T3 =5 147
Buna gore

Ps(x) = ap + ar1(x — o) + az(x — xp)(z — 71) + az(x — zo)(x — 1) (z — 22)
=24+ 1(z—-0)+4(z—-0)(z— 1)+ 1(z —0)(z — 1)(x — 2)
=2—x+a2?+2°

elde edilir. Dolayisiyla istenen P3(3) degeri agagidaki sekilde hesaplanir:
Ps(z) =2 -3+ 3%+ 3% = 35.
Ornek 3.3.3. 29 = —2, 21 = —1, 22 = 0, 23 = 1, 24 = 2 ve x5 = 3 olmak iizere

Newton boliinmiis fark formili xg, x1, x2, 3 noktalar: i¢cin uygulandiginda bu
noktalardan gecen interpolasyon polinomu

1 1
Py(z)=4—-2(x+2)+ 5(x+2)(ar:+ 1) + 6(ar:+2)(a;+ 1)z
seklinde elde ediliyor. Ayrica
f[$1,$2,$3,$4] - f[$2,$3,$4,$5] - _1/3

oldugu bilindigine gére Ps(x) interpolasyon polinomunu yazinz.

(¢6zim. Dort noktadan gegen P3(z) Newton formunda Lagrange interpolasyon
polinomu

Ps(x) = ag+ a1(z — x0) + as(z — zo)(x — 1) + ag(z — x0)(x — z1)(z — x2)
oldugundan soruda verilen bilgiden ag = 4, a1 = =2, a2 = 1/2 ve a3 = 1/6
oldugu goriiliir. Beginci derece Lagrange interpolasyon polinomunu yazmak igin

bunlara ek olarak a4 ve as katsayilari tespit edilmelidir. f[zq, 2o, x3,24] =
flza, 23, x4, 25] = —1/3 olarak verildigine gore
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Uciincii Dérdiincii Besinci
bolinmiig farklar ~ boliinmiis farklar ~ boliinmiis farklar

CL3=1/6 L
576 —_1_,
—(—=2) — g — W4
1/3 2 0+ 1 _
-1/ . 3—(—2) — a0 U5
77“1'7
373(4”’) =0
~1/3

oldugundan
Ps(x) =Ps(z) + as(z — xo)(x — 1) (z — x2) (2 — x3)
+as(x —x0)(x — x1) (2 — 22)(x — 23) (2 — 24)

yani
Py(x) = Pg(ﬂ:)—%(a:—|—2)(a:+1)a:(x—1)(x—2)+4—10(x—|—2)(x—l—l)x(a:—l)(a:—?)(a:—?))
seklinde yazilir.

(3.8) egitligine Ortalama Deger Teoremi (Teorem 1.1.8), ¢ = 0 i¢in uygula-

s f(@1) = f(o)

f[fCOﬂ xl] =

Tr1 — o
oldugundan f’ tiirevinin mevcut olmasi durumunda zg ile z; arasindaki bir
& sayismun f'(§) = flzo,x1] esitligini saglayacak gekilde varhgimi garantiler.

Agagidaki teorem bu sonucun bir genellestirilmesidir.

Teorem 3.3.4. f € C"[a,b] ve xg, 21, " ,Zn, [a,b] araliginda birbirinden
farkly sayilar olsun. Buna gére (a,b) aralfinda
(n)
f[fo,ﬁ]_,"' 7xn]: f |(§)
n!

egitligini saglayan bir & sayist vardar.

Kanat.

9(x) = f(z) — Pp(x)
seklinde tamimlansin. Her ¢ = 0,1,---,n igin f(z;) = P,(z;) oldugundan g
fonksiyonunun [a,b] araliginda n + 1 farkh sifirn vardir. Dolayisiyla Genel-
legtirilmig Ortalama Deger Teoremi’'ne (Teorem 1.1.10) gore (a,b) araliginda
g™ (€) = 0 esitligini saglayan bir ¢ sayis1 mevcuttur. Buna gore

0=g™(&) = F™() = P& = f™(€) = PM(©)

yazlabilir. P, (z), katsayilar1 f[zo,x1,- - ,x,] seklinde belirlenen n. dereceden
bir polinom oldugundan n. tiirevi her z i¢in

P () = nlflzg, x1, - 2]
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dir. Sonug olarak

f[xo,ﬁ]_," : 7xn] =

ifadesi elde edilir. O
Newton boliinmiis fark formiilii géz 6niine alinan noktalarin hepsinin esit
aralikli olmasi durumunda daha basit bir formda ifade edilebilir. Bu durumda
her ¢ =0,1,--- ,n—1 i¢in h = x;4+1 — z; seklinde tanimlansin ve z = xg + sh

olsun. Dolayisiyla « — x; farki x; = x¢+ih oldugu kullamlarak z —x; = (s—1i)h
seklinde elde edilir. Dolayisiyla (3.10) formiilii

Py(x) =P, (20 + sh) = flxo] + shf[zo, x1] + s(s — 1)h? fxo, 21, 22]
+-+s(s—=1)---(s=n+ 1DA"flrg, 21, ,Tn)

+Zss—1 s—k+1)h flzo, 1, , Tk)
k=1

haline gelir.

s\ _ s(s—1)---(s—k+1)
(k) k!

olarak tanmimlanan Binom katsayilar1 yukarida elde edilen P, (x) ifadesinde kul-
lanilirsa

P, (z) = Py(xg + sh) = —|—Zn: ( )k'hk X0, L1, Th) (3.11)

k=1

formiiliine ulagilir.

3.3.1 [lleri Farklar

Newton ileri fark formiilii, A? Aitken metodunda ifade edilen ileri fark
formiilii A kullanilarak da inga edilebilir. Bu notasyon ile

flooyen) = HELZLE) 2 500) — ) = 18f(wo)
Flizo, o, o] = % <Af(x1) ; Af(:Co)) _ 2—312A2f(x0)
ve en genel halde
f[anxlv"'vxk] Akf( )

k'hk
elde edilir. flxo] = f(zo) oldugu kullamlarak (3.11) esitligi asagidaki gekilde
ifade edilebilir:

Newton ileri Fark Formiilii

Polo) = fa0) + Y- (1) A4 (oo (3.12)

k=1
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3.3.2 Geri Farklar

Eger interpolasyon noktalar: sondan basa dogru x,,,x,—1, - ,xo seklinde di-
zilir ise interpolasyon formiilii

Po(z) =flzn] + flen, 2n-1](x — 2n) + flZn, n-1, Tn—2](x — zp) (@ — T1—1)
+ oot flan, o xo)(® —xp) (@ — Tpe1) - (T —21)

olarak elde edilir.

Eger verilen noktalar i = 1,2,--- ,n i¢in x; — x;_1 = h egitligini sagliyorsa
yani, noktalarin hepsi esit aralikl ise = z,, + sh ve z —x; = (s + n —i)h
olmak {izere

:f[xn] + Shf[xna xnfl] + 5(5 + 1)h2f[xn7$n717$n72] + -
+S(S+1)(S+n— 1)hnf[$n;$n—1;"' 5330]

esitligini saglayan Newton geri fark formiilii elde edilir. Bu formiilii daha
kompak hale getirmek icin agagidaki tanima ihtiyag¢ vardir:

okunur)
Vpn =pn —Ppn-1, n 21

olarak ve daha yiiksek mertebeler rekiirsif olarak
VEpn, =V(VEF1p,), k> 2
seklinde tanimlansim.

Tanim 3.3.5’e gore

Fltns sl = 3VHGn), St tnos,t0a] = 5592 )

ve en genel halde

1
f[x’rh Tp—1,°"" 7xn7k])mka(xn)
formiilii elde edilir. Sonug olarak

s(s+1)
2!

V2 )4 3D nss Do )

P, (z) = flan]+sVf(zn)+

esitligine ulagilir. Binom katsay1 notasyonunun s’nin tiim reel say1 degerlerine
genigletilmesi ile elde edilen

-5 —5(—s—=1)--(=s—k+1 s(s+1)---(s+k—-1
<k>: (2o ) _ et )
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ifadesi kullamlarak

—S

Polo) ol + (-1

)Vf(a:n) +(—1)? <_2S> V2 f(@n)
b (=) (‘:) V" f (@)

formiilii elde edilir.

Newton Geri Fark Formiili

Pate) = flaa) + 300 () o) (3.13)

k=1

Ornek 3.3.6. Ornek 3.3.1’de verilen datalar1 kullanarak esit aralikl noktalar
icin Newton ileri fark tablosu asagidaki gsekilde elde edilir:

i@ f(=i) Af(i) AZ f(i) APf(xi)  A*f(zy)
0 1.0 0.7651977
—0.1451117
1 1.3 0.6200860 —0.0195721
—0.1646838 0.0106723
2 1.6 0.4554022 —0.0088998 0.0003548
~0.1735836 0.0110271
3 1.9 02818186 0.0021273
01714563
4 22 01103623
x; f(i) V(i) V2 f(xi) Vif(xi)  V*f(x)

Her ne kadar Newton geri ve ileri fark formiillerinin kullanilma kosulu olan
esit aralikli noktalar ile iglem yapma zorunlulugu bolinmis fark formiliini
kullanmak i¢in bir gereklilik olmasa da ileride bir kiyaslama imkani yaratmak
igin soruda noktalar esit aralikli olarak alinmigti.

Yukaridaki tablo goz 6niine alinarak beg nokta kullanilarak farkli sayilarda
1., 2., 3. ve 4. dereceden interpolasyon polinomlar:1 yazilabilir. Biz burada in-
terpolasyon polinomu ile yapilan yaklagimin hassashg ile ilgili bir varsayimda
bulunma imkani saglamasi bakimindan tektiirlii belirli oldugu bilinen dérdiincii
derece polinom ile ilgilenecegiz.

Eger f(1.1) degerine bir yaklagim yapilmasi istenirse daha 6énceden de vur-
gulandig1 tizere xp = 1.0, z1 = 1.3, z2 = 1.6, z3 = 1.9 ve 4 = 2.2 geklinde
verilen tiim noktalar1 isleme katarak dordiincii bolinmiis fark ile hesap yap-
mak hassasligin arttirilmasi bakimindan mantikli olacaktir. Buna gore h = 0.3
ve x = xo + sh oldugundan 1.1 = 1.0 + s(0.3) yani s = % i¢cin Newton ileri
boliinmiig fark formiilii yukaridaki tabloda diiz alt ¢izgi ile ifade edilen katsay:
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degerleri kullanilarak

P4(1.1):P4(10+3(03> +i()

k=1

=f<xo>+()Afxo (5)a2sta <3>A3f(xo>+(j>A4f<xo>

= (o) + 5Af(z0) + 55~ DAY (z )+%8(8—1)(8—2)A3f(xo)
%s@ ~1)(s — 2)(s — 3)A f (o)

—fa0) + AT+ g5 (5 -1) A% + g (5-1) (5-2) A%

I %é (% - 1) (% —2) (% —3) A* f(zo)

1 11/1
=0.7651977 + 2 (~0.1451117) + 75 (— - 1) (—0.0195721)

) (2o
() () (-

=0.7196460
seklinde elde edilir.

Yaklagim yapilmasi istenen f(x) degeri i¢in « noktas: verilen tablonun son-
larina dogru ise bu durumda Newton geri béliinmiis fark formiilii kullanilir.
Bu ornekte f(2.0) degerine bir yaklagim yapilmasi istenilirse h = 0.3 i¢in
& = x, + sh oldugundan 2.0 = 2.2 + $(0.3) yani s = —% i¢in Newton geri
boliinmiis fark formiilii yukaridaki tabloda dalgali alt ¢izgi ile ifade edilen kat-
say1 degerleri kullanilarak

Py(2.0) = (2 2 g(o 3))

— () + gjl(—nk ()7 s

=fe)+ 0 () 9 )+ 17 () o)
()7 + 0 () 7w
= () 5V (@) + (s + DV () + gs(s + 15 + 2V )

+s(s + 1)(s +2)(s +3)V* f(2)
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2 12/ 2
=0.1103623 — =(—0.1714563) — —= ( —=
3 )= 313 ( 37"

2 2
—~+1)(-%+2)0.0110271

2 2 2
—~+1)(-5+2) (-3 .000354
(-5+1) (=5+2) (-5 +3) vovossas

=0.2238754

1) 0.0021273

e
wlin Wl

olarak bulunur.

Ornek 3.3.7. 9 =0, z; = 0.6, 25 = 1.2 ve f(x) = cosz? olsun. Bes dijit yu-
varlama artimetigi kullanarak Newton geri fark formiilii ile verilen noktalarda
f(x) fonksiyonunu interpole eden ikinci Lagrange polinomunu yardimiyla f(1)
degeri i¢in bir yaklagimda bulununuz. Bu yaklagimda olusan mutlak hatay:
hesaplayiniz.

Coziim. h = 0.6 ve z = 1 igin s = *5™» = 52 = 1-12 _ —% dir. Newton

geri fark tablosu agagidaki gibi elde ed1hr

z; f(@i) V(i) V2 f (i)
T9 =12 0.13042 = f(z2)
r1=0.6 0.93590 —080548 = V f(z2)
ro = 0.0 1.00000 —0.0641 —0.74138 = V2 f(x2)

Buna gore
1)~ Po(1) = (o) + 59 ) + D2 ()
1 1 1 1
~ 0.13042 + <—§> (—0.80548) + <—§> (‘g + 1) (—0.74138)

~ 0.48129

yaklagimi elde edilir. cos 12 = 0.54030 oldugundan bu yaklagimda olugan mutlak
hata

|0.54030 — 0.48129| = 0.05901

seklinde bulunur.

3.3.3 Merkezi Farklar

Newton ileri ve geri fark formiilleri yaklagim yapilmas istenen f(x) degeri icin
x noktasinin verilen tablonun ortalarinda yer almasi durumunda kullanigl de-
gildir. Bu durum i¢in kullanilabilecek pek ¢ok béliinmiis fark formiilii mevcut
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olmakla birlikte biz Stirlig metodu olarak bilinen merkezi fark formiilii iize-
rinde duracagiz.

Yaklagim yapilmas: istenen noktaya yakin bir zy noktas: segelim ve bu
noktanin altinda yer alan noktalari x1,xs,- - -, lizerinde yer alan noktalari ise
T_1,T_g,- - olarak indisleyelim. Buna gore Stirling formiilii, eger n = 2m+1
gibi bir tek say1 ise

Po(z) =Pami1(x) = f(z0) + ﬂ(f[ﬂﬂ—la o] + flzo, z1]) + *h* flx_1, 20, 71]

2
s(s* —1)h3
—
R 32(32 _ 1)(32 —4)--- (32 —(m— 1)2)h2mf[$—m, o ,ﬂim]
8(82 — 1) A (52 _ m?)h2m+1
2

f[x—Zam—lvx()vxl] + f[x—laa:Oaxlva]

(f[x*mflv SRR xm] + f[x*mv T 7xm+1])7
(3.14)

n = 2m gibi bir ¢ift say1 ise yukaridaki formiiliin son satirinin silinmesi ile
elde edilen ifade olarak verilir. Bu formiilde kullanilan girdi degerleri agagidaki
tabloda alt1 gizilerek ifade edilmigtir.

Birinci Tkinci Uclincii Dordiincii
T fxq) boliinmiis fark  boliinmiis fark boliinmiis fark boliinmiis fark
z_2 flr_2]
Jle—2, 1]
r_1  fle—1] flz—2,2-1, 0]
fle—1,z0] flz—2,2-1,%0, 1]
zo flzo] flz—1,20,21] flz—2,2—1,%0,71, 2]
flzo, x1] flz—1,20, 21, 22]
T flz1] flzo, z1, 2]
f[:l?LIQ]

T2 flz2]

Ornek 3.3.8. Ornek 3.3.1 verilen tablo degerleri goz Gniine almsm. zo = 1.6
olmak tizere f(1.5) degerine Stirling formiiliinii kullanarak bir yaklagimda bu-
lununuz.

C6zim. Stirling formiiliini uygulamak i¢in agagidaki tabloda alt1 ¢izili olan
degerleri ihtiyag varidr:

i @ flz flei—1, 2] flea—o,xia, 2] floi—sz, -, xq]  flei—g, x4
0 1.0 0.7651977
—0.4837057
1 1.3  0.6200860 —0.1087339
—0.5489460 0.0658784
2 1.6  0.4554022 —0.0494433 0.0018251
—0.5786120 0.0680685
3 1.9 0.2818186 0.0118183
—0.5715210

4 2.2 0.1103623
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h = 0.3 ve zp = 1.6 oldugundan = = zp+sh igin 1.5 = 1.6 +(0.3) yani s = —
degeri elde edilir. Buna gore

f(1.5) ~P, (1.6+ (—%) (0.3))

1\ /o0.
=0.4554020 + (_g) (%) ((—0.5489460) + (—0.5786120))

1
3

+ <_1>2 (0.3)%(~0.0494433)

n % (_%) ((_%)2 - 1) (0.3)3(0.0658784 + 0.0680685)

n <_%>2 ((_%)2 - 1) (0.3)4(0.0018251)

=0.5118200

yaklagimina ulagilir.
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4 Niimerik Integral ve Diferansiyel

4.1 Niimerik Diferansiyel

f fonksiyonun, bir zy noktasindaki tiirevi agagidaki limitin varhginin garantisi

altinda ( ) (o)

, . fleo+h)— f(xo
ifadesi ile hesaplanir. Bu formiil kullanilarak A’nin yeterince kiiciik degerleri
icin

f(@o +h) = (o)
h

oraninin f’(xp) tiirevine bir yaklagim oldugunu sylemek miimkiindiir. Bununla
beraber s6z konusu yaklagim, igerdigi hatanin biiyiikliigiinden 6tiirii iyi bir
yaklagim degildir.

Niimerik tiirev kavramini anlamak amaciyla 6nce en basit olarak iki nokta
i¢in tiirev formiiliini elde edelim: z¢ € (a,b) verilsin ve ;1 € [a,b] olacak
sekilde 1 = xg + h esitligini saglayan h # 0 sayilari gbz 6niine alimsim. f €
C?[a,b] fonksiyonunun xo noktasindaki tiirevini hesaplayahm. £(x) sayisi zg
ile z; arasinda olmak iizere xy ve x; noktalarinda f fonksiyonu kesen lineer
Lagrange interpolasyon polinomu hata terimi ile beraber

T — T +f(961)$_x0 17(&(x))

o — T1 1 — 2o 2!

(x — o) (z — 1)

f(@) = f(xo)

seklinde yazilir. x1 = xg + h ise h = 1 — x¢ oldugundan yukaridaki ifade

kullanilarak
fla) = f(xo)(x_—hxo —h) . flxo+ h}Z(x — Zo) n (x — xo)(xz— xo — h) F1(E())
esitligine ulagihr. Bu ifadeden z’e gére tiirev alimirsa
A (&)
Lot ",?L Foo) | 222 20) 2R o e




bulunur. Eger £(z)’i igeren hata terimleri ihmal edilirse

') ~ L0 W = T20)

yaklagimi elde edilir. £(z) sayisi tam olarak tayin edilemediginden £(x)’i igeren
hata teriminin hesaplanmasi miimkiin degildir. Bununla beraber eger z = xg
almir ise D, f”(£(x)) teriminin katsayis: sifir olacagindan formdil

f(@o +h) = flzo) | 2(zo —m0) —h

() =HE0 e G

Dq(f"(€))

({EO — xo)($0 — 2o — h)
2

yani, £ sayisi zg ile zg + h arasinda olmak iizere

/(o) = LI DL ZT@0) B g (11)

haline gelir. Dolayisiyla g ve 29+ h arahigindaki tiim z degerleri i¢in | f”(x)] <
M kosgulu saglaniyor ise (f(zg + h) — f(xo))/h orammnm f’(z() degerine E =
M]|h|/2 hata sinirina sabip bir yaklagim oldugu sonucu elde edilir. (4.1) ifadesi
h > 0 ise ileri fark formiilii (Bkz. Sekil 4.1), h < 0 ise geri fark formiilii
olarak adlandirilir.

+

f'(@o) Egimi

f(wo-i-h}z—f(l'o) Egimi

1 1 T

X0 To+ h

Sekil 4.1: Tiirev i¢in ileri fark formiiliinlin geometrik yorumu

Ornek 4.1.1. h = 0.1, h = 0.05 ve h = 0.01 alarak ileri farklar formiilii
yardimiyla o = 1.8 noktasinda f(x) = Inz fonksiyonunun tiirev degerine
yaklagimlarda bulununuz ve her bir i degeri i¢in yaklagimda olusan hataya ait
bir sinir belirleyiniz.

C'6ziim. ileri fark formiili kullamilarak yapilacak bir yaklagim

FL8+h) — £(1.8)
h

f(1.8) =
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seklinde olacagindan farkli h adim uzunluklar igin agagidaki degerler elde edilir:

o h=01: f(1.8) ~ {LAODTOE _ n19-n1s _ () 5406722127,

o 71 =0.05: f(1.8) ~ LLETO08)"J(1E) _ n185-In18 _ () 5479794838,

o h=001: f(1.8) x {IEOOUJAS) _ Inl8LInl8 _ () 5540180376.

0.01
f(@) =Inz icin f'(z) = L ve f”(z) = —2 oldugundan ¢ sayisi zg ile zg + h
yani 1.8 ile 1.8 4+ h arasinda olmak iizere
, 1 1 1 2%
=|-—— < — = = — =0.3086419753 = M
F7E@) } (€(2))2| = 1s<esistn (E@)2  (18)2 81

elde edilir. Buna gore verilen h degerleri i¢in yapilan yaklagimda olugan hatanin
sinir1 agagidaki sekilde elde edilir:

Ih\ 250.1 _
e h=0.1: F=M4Y! _57_@—001543209877

—0.05: B — Ml 25005 _ 5 _

o h=005: F=ME = 20005 — 5 — (007716049383,
h .

o h=001: F=ME = 2001 _ 1 — (001543209877

Gergekte f'(x) = ; icin f'(1.8) = 15 8 = 5 = 0.5 oldugundan yukarida elde
edilen degerlerin gergek tiirev degerine yakin oldugu gozlemlenir.

Simdi en genel halde xg,z1,...,x, gibi n 4+ 1 tane farkli nokta igin tiirev
yaklagim formiiliinii elde edelim. Teorem 3.1.5%¢ gore xzq, 1, ..., T, noktalar
i¢in f fonksiyonuna ait k. Lagrange katsay1 polinomu Ly (z) ve £(x) sayist ve-
rilen bir I reel say1 araliginda olmak iizere

=3 slaiate) + I )
k=0 )

esitligi gecerlidir. Bu ifadeden tiirev alimirsa

@) =3 flan @)+ a0 e
k=0 ’
(x —w0) - (z — zn) (n+1)
+ Tt p 0 )
elde edilir. Burada yine x sayismin x; (j = 0,1,---,n) noktalarindan farkh

olmasi durumunda olugan kesme hatasinin belirlenmesinde problem ortaya ¢ik-
maktadir. Eger o = x; ise D,[f" ) (¢(2))] terimini igeren ifade 0 olmakta, bu
durumda yukaridaki formiil

n f(n+1) n
Zf {Ek Lk {EJ ? H - xk (42)
k=0 k=0,k#j
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haline déntsgiir. (4.2) ifadesine f’(z;) tiirevi i¢in (n + 1)-nokta formiilii ad
verilir.

Genelde, (4.2) ifadesinde fazla nokta kullamilarak yapilan yaklagimlarda
daha iyi sonuglar elde edilmektedir. Bununla beraber ii¢ ve beg nokta {izerinden
yapilan hesaplamalarda elde edilen formiiller yaygin olarak kullanilir.

Simdi tig-nokta formiillerini elde edelim: xg, x1 ve x2 noktalar1 i¢in Lagrange
katsay1 polinomlar1 ve tiirevleri agagidaki sekilde tespit edilir:

2r — 11 — X9

Lofa) = (z0 — x1) (20 — 72) Lyla) = (zo — 21) (w0 — x2)’
(x—wo)(x—x2) ., . = 2x—x0— T2

La(@) = (z1 — o) (x1 — x2)’ (@) = (x1 — x0) (21 — 22)’

LQ(ZIJ): (ﬁ—xo)($—x1) /($)_ 2x —xo — 11

(22 — zo)(x2 —21)" " (22— w0) (22 — 71)
Yukarida elde edilen neticeler (4.2) formiiliinde kullanilirsa her j = 0,1, 2 igin
2$j — X1 — T2

(330 - 331)(% — X2

f'(w;) =f (o) | 5]+ s

2$j — Xy — X2 ]
(331 - 330)(331 - 332)

2, — 20 — " 2 (4.3)
+ o) [+ 50 L e

sonucu elde edilir. Burada &; notasyonu ile sayinin z; noktasina bagh oldugunu
ifade etmektedir.

4.1.1 Ug¢-Nokta Formiilleri

(4.3) formiiliinde verilen noktalarin araliklar: esit ise, yani h # 0 olmak iizere
T1 =29+ h ve xo =x0+ 2h
saglaniyor ise (4.3) ifadesinden z; = x¢ i¢in

2{E0 — X1 — X2

(zo — z1)(z0 — 72)

2{E0—{E0—{E2 :|

(z1 — 330)(351 )

f'(@o) =f(ao)| | + £

+f(x2){ 2%0 — To — 1 }‘f' f(3 (o) on—xk

(z2 — 20)(22 — 71)

—3h 2h —h 1

=f(20) 55 2h2 + f(xl) + f(xz)%g + —f(g)(ﬁo)%z
1

|2 _ - M IC))
L= 2 pao) 24 - ()] + 2 r0)
elde edilir. Benzer sekilde eger z; = 1 i¢in

2
fa) = 7| - 3 0) + 3 7@)] - = 1O@)
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ve x; = x3 i¢in
1r1 3 h?
! == — 2 IC))
fl@2) = 5[5/ @o) = 2 (@1) + 5£(wa)| + TSP (&)
esitliklerine ulagilir. 1 = xg + h ve 2 = x¢ + 2h oldugu bu formiillerde kulla-
nilirsa

2
/o) = 7~ 2 7o) +2f (o + h) — 3 f(zo +21)] + = O ),

Ir 1 1 h?
! i Z _ B
f@1) = 3| = 55 @0) + 5 #(xo+20)| - =F D)
ve 2
171 3
fl(x2) = 7 [if(l‘o) —2f(xo +h)+ §f($0 + Qh)} + gf(g)(fz)

elde edilir. Eger ikinci ve tigiincii formiilde f’(xq) tiirevini hesaplamak igin
gerekli indis degigiklikleri yapilirsa

) = 55 13 (0) + 4 (0 + ) — Flzo + 20)] + = FO o),

(w) = 5510 + ) — flzo — ) - T r(&)

ve
1 h?
f'(w0) = o[ (w0 = 2h) = 4f (0 — h) + 3f (wo)] + = f (&)
seklinde bir z¢ noktasidaki tiirev degerini bulmak i¢in kullanilabilecek {i¢ for-
miile ulagilmig olur. Aslinda son ifade ilk formiilde h yerine —h almak sureti ile
elde edilebileceginden iki farkli formiil séz konusudur:

U¢-Nokta U¢ Nokta Formiilii
&o sayist xg ile xg + 2h arasinda olmak iizere

2
Fw) = g5 =37 (@) + 4w+ ) = Flao +20)] + =/ (). (1)

Uc¢-Nokta Orta Nokta Formiilii
& sayist kg — h ile g + h arasinda olmak tizere

o) = 57w+ h) — oo — )] ~ o FOE). (45)

Her ne kadar iig-nokta u¢ nokta ve iig-nokta orta nokta formiillerinin ha-
tas1 O(h?) olsa da orta nokta formiilii kullanilarak yapilan yaklagimda olugan
hata, u¢ nokta formiilii kullanilarak yapilan yaklagimda olugsan hatanin yarisi
kadardir. Bunun nedeni, (4.5) formiilii kullanilarak yapilan yaklagimda zy nok-
tasinin her iki tarafindaki veriler kullaniliyorken (4.4) formiiliinde sadece tek
yondeki datalarin kullanilmasidir. Ug-nokta ug¢ nokta formiilii f fonksiyonunun
tiirevine verilen araligin u¢ noktalarinda bir yaklagim yapilacak ise kullani-
Iir. Ara noktalarda yapilacak yaklagimlarda ise hatasinin az olmasindan 6tiiri
iic-nokta orta nokta formiiliinii kullanmak mantikhdir. Uc-nokta orta nokta
formiilii kullanilarak yapilan yaklagim Sekil 4.2’de gosterilmektedir.
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f'(xo) Egimi

o [f(zo + h) — f(zo — h)] Egimi

1 1 1 T

To — h Xo To + h

Sekil 4.2: Uc-nokta orta nokta formiiliiniin geometrik yorumu

4.1.2 Besg-Nokta Formiilleri

Ug nokta formiillerinde oldugu gibi hareket ederek birbirinden farkl, h adim
uzunluklu g, z1 = zg+ h, T3 = ©9+ 2h, x3 = 20 + 3h ve T4 = o+ 4h noktalar:
icin, O(h*) hatasina sahip bes nokta formiilleri agsagidaki sekilde verilir:

Bes-Nokta Orta Nokta Formiilii
& sayist xg — 2h ile xg 4+ 2h arasinda olmak {izere

4
F/(@0) = 137 L7 (r0—2h) 8 (zo~h)+8] (o-+h) ~f o+ 20)}+5= FD (€). (46)

= 2!
Bes-Nokta U¢ Nokta Formiilii
& sayis1 xg ile xg + 4h arasinda olmak iizere

! (0) =g [-25 (o) + 48f (o + h) — 36 (o + 2h)

+ 16/ (20 + 3h) = 3f (20 + 4h)] + = F© ().
Sol u¢ nokta i¢in yapilacak yaklagimlarda (4.7) ifadesi, sag ug nokta i¢in yapila-
cak yaklagimlarda ise (4.7) egitliginde h yerine —h yazmak sureti ile elde edilen
formiil kullanilir. Beg-nokta orta nokta formiilii kullanarak yapilan yaklagimda
olusan hatanin, beg-nokta ug¢ nokta formilii kullanilarak yapilan yaklagimda
olugan hatadan daha kiiciik oldugu hata terimleri kargilagtirildiginda kolayca
goriiliir.

Ornek 4.1.2. f (z) = xe® fonksiyonunun bazi noktalardaki degerleri agagida
verilmigtir. Uygun {ig-nokta ve beg-nokta formiillerini kullanarak f’(2.0) degeri

igin bir yaklagimda bulununuz ve mutlak hatay: hesaplayiniz.
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x f(z)
1.8  10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1 17.148957
2.2 19.855033

(C6ziim. Verilen datalara gore iig-nokta formiilleri kullanarak dort farkl yak-
lagim yapilabilir: Ug¢ nokta formiiliinde h = 0.1 ve h = —0.1 alinabilir veya
h = 0.1 ve h = 0.2 i¢in orta nokta formiilii kullamlabilir. Tiim bu segenekler
igerisinde en iyi sonucu verecek olan yaklagim, adim uzunlugunun en kiiciik
oldugu h = 0.1 degeri segilerek hatasinin digerlerinin yarisi1 kadar oldugunu
bildigimiz orta nokta formiiliinii kullanarak yapilacak yaklagimdir.

h = 0.1 igin (4.4) ifadesi ile verilen {ig-nokta ug nokta formiili kullamlarak

£(2.0) ~ ﬁ[—sf@m 4F(2.1) — £(2.2)] = 22.032310

yaklagimi elde edilir. Bu formiil ile h = —0.1 degeri i¢in yapilacak yaklagimin

sonucu ise 22.054525 olarak bulunur.
h = 0.1 igin (4.5) ifadesi ile verilen {ig-nokta orta nokta formili kullamlarak

£(2.0) ~ ﬁ[f@i) — £(1.9)] = 22.228790

yaklagimi elde edilir. Bu formiil ile h = 0.2 degeri icin yapilacak yaklagimin
sonucu ise 22.414163 olarak bulunur.

Verilen datalar g6z 6niine alindiginda beg-nokta formiillerinden sadece orta
nokta formiiliiniin A = 0.1 i¢in uygulanabilecegi sonucuna ulagilir.

h = 0.1 igin (4.6) ifadesi ile verilen beg-nokta orta nokta formiilii kullanila-
rak

7(2.0) ~ [£(1.8) — 8£(1.9) + 8f(2.1) — £(2.2)] = 22.166999

12(0.1)

yaklagimi elde edilir.
Tiirev ifadesinin gercek degeri f/'(z) = e* + ze” = (1 + z) oldugundan

£/(2.0) = e*0(1 +2.0) = 22.167168

seklide elde edilir. Buna gore yapilan yaklagimlarda olugsan mutlak hatlar aga-
gidaki sekilde 6zetlenebilir:
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Kullanilan Formiil Adim Uzunlugu Mutlak Hata

Ucg-nokta ug nokta h=0.1 1.35 x 107!
Ucg-nokta u¢ nokta h=-0.1 1.13 x 1071
Uc-nokta orta nokta h=0.1 6.16 x 1072
Uc-nokta orta nokta h=0.2 2.47 x 10!
Beg-nokta orta nokta h=0.1 1.69 x 1074

Ornek 4.1.3. Asagidaki tabloyu kullanarak f’(0.10), £/(0.35) ve f/(0.60) de-
gerleri i¢in en uygun yaklagimi yapiniz.

z 010 015 020 030 035 0.55 0.60
f(z) | 031 0.36 041 046 047 044 041

Céziim.

e f’(0.10) degerini hesaplamak i¢in kA > 0 olarak ele almak gerekir. Tablo-
daki verilere gére h = 0.05 ve h = 0.10 olarak alinabilir iken bunlardan
uygun olani, yaklagimda daha iyi sonug verecegini bildigimiz kii¢iik olan
degeri, yani h = 0.05’i alip iig-nokta ug nokta formiiliinii kullanmaktur.
Zira beg-nokta formiilleri bu degerler i¢in kullamilamaz. Buna goére

£(0.10) ~ %[—3]‘(0.10) +4£(0.15) — £(0.20)]
1
~ 3031 +4036) - 0.41] =1

bulunur.

e f/(0.35) degerini hesaplamak igin h = 0.20 veya h = 0.25 alinarak {i¢-
nokta orta nokta formiilii kullamilabilir. Beg-nokta formiilleri bu degerler
i¢in kullanilamaz. Mevcut iki secenek arasindan hatasi digerine gére daha
diigiik olan A = 0.20 alinarak ii¢-nokta orta nokta formiiliinii kullanmak
en iyi yaklagimi yapmamizi saglar.

1'(0.35) = [£(0.55) — f(0.15)]

2(0.20)
1
2(0.20)

~
~

[0.44 — 0.36] = 0.2

bulunur.

e f’(0.60) degerini hesaplamak i¢in h < 0 olarak ele almak gerekir. Tablo-
daki verilere gore uygun tek durum h = —0.25 alarak ti¢-nokta u¢ nokta
formiiliinii kullanmakatir. Buna gore

#(0.60) ~ 3£(0.60) — 4£(0.35) + £(0.10)]

[\

(0.25)

570.25) B(0-41) — 4(0.47) +0.31] = ~0.68

bulunur.
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4.1.3 Ikinci Tiirev icin Orta Nokta Formiilii

f fonksiyonunu zg civarindaki ii¢lincii Taylor polinomu, & sayis1 x ile xz( ara-
sinda olmak iizere

f (@) =f(x0) + " (w0) (x — w0) + %fﬁ (o) (x — x0)” + %fm (z0) (x — x0)°
+ pF O~ w)’

ifadesi ile verilir. Bu agilimda x yerine sirasi ile zg + h ve g — h yazilirsa,
g —h < €-1 <xo <& < x9+ h olmak iizere

oo 1) = f (@) + f (o) ot 5" (o) B2+ 1" (o) I+ 5219 (@)

ve

£ mo =) = £ (o) = ' (wo) At 5 f" (wo) B = o " (o) W+ 5 /0 (€ 1)

esitlikleri elde edilir. Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa birinci ve tiglincii tiirevi
igeren terimler sadelesir ve

F (oo + ) f (0 = ) = 2 (w0) + 1" (zo) B o 5 [7 (&) + £ (6.0)]

elde edilir. Son esitlik ikinci tiireve gore tekrar yazilirsa
2

7 (o) = 7 [F (w0 — h) = 2f (o) + f (o + )] — o [£64) (60) + £ (€0)]
(4.8)

sonucuna ulagihr. (%) fonksiyonu [0 — h,xzo + h] arahiginda siirekli olsun.

L) (&) 4+ fO) (6-1)] ifadesi fO0V) (&) ile fO¥) (€-1) degerleri arasmda ol-

dugundan Ortalama Deger Teoremi'ne gore £; ile £_; arasinda ve dolayisiyla

(xo — h, 2o + h) iginde bir £ sayisi igin

v 1 v v
0 () = 5 [£9) () + £ (6-0) (4.9)
esitligi saglanir. (4.9) bagintis1 (4.8)’da yerine yazilirsa £ sayis1 xg — h ile xo + h
arasinda olmak {izere

2
7 (20) = 13 [ (r0 — ) = 2f (wo) + f (o + )] — £ (€)  (4.20)

|
esitligi elde edilir. (4.10) formiiliine ikinci tiirev i¢in orta nokta formiilii
ad1 verilir. Goriildiigii izere hata O(h?) dir.

Ornek 4.1.4. Ornek 4.1.2'de f(x) = ze® fonksiyonunun asagidaki tabloda
verilen degerlerine karsilik gesitli {i¢ ve bes nokta formiilleri farkli adim uzun-
luklar: ile kullanilarak f/(2.0) igin yaklasimlarin ne sekilde yapilabilecegi gos-
terilmigtir. Simdi (4.10) ile verilen ikinci tiirev formiiliinii kullanarak f”(2.0)
degerine bir yaklagimda bulununuz ve bu yaklagimda olugan hatay1 hesaplayi-
niz.
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x f(z)
1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1 17.148957
2.2 19.855033

(C6ziim. Yukaridaki data tablosuna gore f”/(2.0) degerine bir yaksalim h = 0.1
ve h = 0.2 alinarak yapilabilir. Eger h = 0.1 alinir ise (4.10) formiliinden
1

f7(2.0) = 0.1)2

[f (1.9) — 2 (2.0) + £ (2.1)] = 29.593200,

—~

benzer gekilde h = 0.2 alinir ise

1
(0.2)?

F(2.0) ~ [f (1.8) — 2f (2.0) + f (2.2)] = 29.704275

degerleri elde edilir.
f" () = e*(x + 2) oldugundan tiirevin gergek degeri
f7(2.0) = €2 (2.0 + 2) = 29.556224

seklinde bulunur. Buna gore h = 0.1 alindiginda yaklagimda olugan mutlak hata
degeri 3.6976 x 1072 iken h = 0.2 alindiginda olusan mutlak hata 1.48051 x 10~
olur. h degeri ne kadar kiiciik alinir ise yapilan yaklagim gercek degere o kadar
yaklasacagindan bulunan mutlak hata degerleri mantikhidir.

Ornek 4.1.5. f(z) = zsinz ve h = 0.1 olmak iizere f”(1) degeri igin bir
yaklagimda bulununuz. Bu yaklagimda olusan mutlak hatayi hesaplayiniz ve
hata icin bir {ist sinir belirleyiniz.

Cozim. f (z) = asinx , o =1 ve h = 0.1 i¢in (4.10) formiili kullanilirsa

£ (1) 155 1f (oo + ) = 2 (w0) + f (0 — B)]
1
~ 017 [f(1.1) =2f (1) + f(0.9)]
~ 0.23803

olarak bulunur. f () = zsinz ise f/ (x) = sinx + zcosx ve f” (z) = 2cosx —
x sinz oldugundan fonksiyonun verilen noktadaki ikinci tiirev degeri

f" (1) =2cos1 —sinl = 0.23913
seklinde elde edilir. Buna gore olusan mutlak hata

|0.23913 — 0.23803| = 1.1 x 103
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degeri ile verilir. (4.10) formiiliinde hata terimi dérdiincii tiirevi igerdiginden
f"(2) = —wcosx—3sinz ve f() (x) = —4cosz + xsin x olmak iizere yapilan
yaklagimda olusan hata igin bir iist sinir

h2

EF < — max } O (¢ }
12¢€[0.9,1.1]

esitsizligi ile verilir. Buna gore, sin x ve cos x fonksiyonlarinin her z igin birden

kiigiik ve [0.9,1.1] araliginda sin  fonksiyonunun artan, cosz fonksiyonun ise

azalan oldugu goz oniine alindiginda

(0.1)

0.1)%
O max |—4cosé +Esing] = ———

E <
12 ¢€f0.9,1.1]

|—4c0s0.9 4 0.9sin0.9]

sonugta
E <1.4945x 107

elde edilir.

4.1.4 Tiirev Hesabinda Olusan Yuvarlama Hatalari

Tiirev degerine bir yaklagim yapildiginda olugan yuvarlama hatasina dikkat
etmek gerekir. Bu durumu vurgulamak igin (4.5) esitligi ile verilen ii¢-nokta
orta nokta formiili

—f"(€)

fi(wo) = o 6

lizerinden baz ¢ikarimlarda bulunabiliriz. Farz edelim ki, f(xo+h) ve f(zo—h)
ifadeleri sirasi ile e(xg + h) ve e(zo — h) yuvarlama hatalar ile f(zo + h) ve
f(zo — h) olarak hesaplansin. Buna gore

f(zo+h) = f(zo+h)+e(xo+h) ve f(zo—h) = f(xo — h) + e(zo — h)

Fwo+h) — flzo— ) —

yazilabilir. Dolayisiyla, yaklagimda kesme ve yuvarlamadan dolay: olugan top-
lam hata

5 - 2
f’ (z0) = ih[f (xo+h)+e(xo+h)— f(xo—h)—e(xo—h)] — %fﬂl(f)
(xo +h)— (xo —h) e(wo+h) —e(wo—h) R%,,
2h + o -5 1"
yani
f’(a:o)—f(x0+h) f(xo—h) _ e(xo+h)—e(xg—h) _h_2 ()

2h 2h 6

seklinde elde edilir. Eger e (xg £ h) yuvarlama hatasi bir ¢ > 0 says1 ile, f
fonksiyonunun {i¢iincii tiirevi bir M sayisi ile sinirh ise

f (o +h) = f(zo — h) h?

, €
_ AN Y
f'(o) 5 h+6
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elde edilir. %2M kesme hatasini minimize etmek i¢in h uzunlugunu azaltmak
gerekir. Fakat h degerinin azalmasi durumunda 7 ile verilen yuvarlama hatasi
degeri artacaktir. Dolayisiyla, pratikte, olusan yuvarlama hatasinin yaklagima
etkisi goz oniine alindiginda h degerinin ¢ok kiiciik olmasi nadiren avantajli bir
durum olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

Ornek 4.1.6. Tablo 1’de verilen noktalara karsihk f (z) = sin « fonksiyonunun
aldigr degerler, Tablo 2’de ise verilen h degerleri i¢in f(0.900) tiirevine

£(0.900 + k) — £(0.900 — h)
2h

#/(0.900) ~

formiilii kullamlarak yapilan yaklagimlar ve bu yaklagimlar sonucu f’ (0.900) =
c0s0.900 = 0.62161 oldugu bilindigine gore olugsan mutlak hatalar verilmekte-
dir.

x sinx x sinx h £7(0.900) MutlakHata
tlirevine
yaklagim
0.800 0.71736 0.901 0.78395 0.001  0.62500 0.00339
0.850 0.75128 0.902 0.78457 0.002 0.62550 0.00089
0.880 0.77074 0.905 0.78643 0.005 0.62200 0.00039
0.890 0.77707 0.910 0.78950 0.010  0.62150 0.00011
0.895 0.78021 0.920 0.79560 0.020 0.62150 0.00011
0.898 0.78208 0.950 0.81342 0.050 0.62140 0.00021
0.899 0.78270 1.000 0.84147 0.100 0.62055 0.00106
Tablo 1 Tablo 2

Olusan hatalar géz 6niine alindiginda tiirev degeri i¢in en iyi yaklagimlarin ~’nin
0.005 ile 0.05 arasindaki degerleri i¢in olustugu goriilmektedir. Diger taraftan
2
yapilan yaklasimda olusan kesme ve yuvarlama hatalarinim e(h) =  + %M
ifadesi ile verildigini biliyoruz. Simdi e (h) fonksiyonunun minimum degerini
aldig1 noktay1 bulalim:
, e h M h® — 3¢ B 3 B
e (h)__ﬁ+§M_T_0:>Mh —3e=0

oldugundan h = {/3< noktasi e (h) fonksiyonunun ekstremum noktasidir. Bu-
nunla birlikte

vy 2 1. 6e+ Mh? 5/ 3e
e(h)—h3+3M— s ¢ i >0

saglandigindan ikinci tiirev teoremine gore h = {/ 3= noktasinda e (k) minimum
degerini alir. Ayrica M sayist f fonksiyonunun tigiincii tiirevi igin bir smir
oldugundan f (z) = sinz i¢in f"’ (x) = cos’dir ve buradan

M= max |f"(x)] = max |cosx|=cos0.8=0.69671
2€[0.8,1.0] 2€[0.8,1.0]
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sonucuna ulagilir. Yuvarlama aritmetigi ile £ ondalik basamak kullanilarak ya-
pilan bir yaklagimda olusacak hata icin bir stmr 5 x 107%~! geklinde verildi-
ginden, 5 ondalk basamak kullanilarak hesaplanan f degerlerinin yuvarmala
hatasi icin bir siir € = 5 x 1076 olarak elde edilir.

Yukarida hesaplanan M ve e degerleri h ifadesinde yerine yazilirsa

3e  4/3(0.000005)
h= 14— =1 """ ~0.028
M 0.69671
elde edilir. Buna gore h = 0.028 secilmesi durumunda en uygun yaklagimin

yapilacag1 sonucuna ulagilir.

Pratikte verilen fonksiyonun ti¢ilincii tiirevini her zaman elde edemedigimiz-
den yukarida anlatildigi gibi en uygun h degeri i¢in bir tahminde bulunmayiz.
Fakat adim araliginin azaltilmasinin yapilan yaklagimi daha iyi hale her zaman
getirmeyecegi olgusunu da bilmekte fayda vardir.

Yukaridaki 6rnekte yuvarlama hatasi, (4.5) ifadesi ile verilen ti¢g-nokta orta
nokta formiilii iizerinden irdelenmistir. Bununla beraber verilen tiim tiirev for-
miillerinde benzer zorluk ile kargilagilmaktadir. Bir yaklagimda olugsan yuvar-
lama hatasinin degerini hesaplarken kullanilan formiilde A adim uzunlugu pay-
dada yer aldigindan kiigiik bir say1 ile bolme iglemi kesirde biiyiik degerler
iretmekte, dolayisiyla yuvarlama hatasinin artmasina neden olmaktadir. Bu
karakteristiginden otiirii tiireve yapilan yaklagim metotlar1 givenilmez olarak
isimlendirilirler.

4.2 Niimerik Integrasyonun Temelleri

Niimerik integrasyon belirli integral hesabinda anti-tiirev ifadesinin elde edil-
mesinin zor oldugu durumlarda integral degerine bir yaklagimda bulunmak i¢in
kullanilir. f: f(z)dz integral degerine yapilan en temel yaklagim Y7 a; f(z;)
toplami ile elde edilen niimerik alan hesab1 metodudur.

Niimerik alan hesabi metodu temel olarak Lagrange interpolasyon polino-
mundan elde edilir: [a, b] araliginda {zg, 21, - ,2,} gibi n+1 tane farkh nokta
verilisin. Buna gore f(x) fonksiyonunu bu n + 1 noktada kesen n. Lagrange in-
terpolasyon polinomu hata terimi ile Ly(z) Lagrange bazi (ya da Lagrange
katsayisi)

(@ —x0) (@ —@1) - (& — 1) (¥ — Tpy1) - (2 — @)

(2 — o) (xk —21) - (2 — Th—1) @k — Thg1) - (Tk — Tn)

I .-
T — T4

t=0
i £k
olarak tanimlanmak {izere
n n (n+1) x
) = Pa(e) + Roe) = 3 1) )+ [ =) PG o
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ifadesi ile verilir. Buradan &(z) sayis1 {zg, 21, - - , 2, } noktalari ve dolayisiyla
[a,b] arahginda yer alan z’e bagh bir sabittir. (4.11) ifadesinin her iki tara-

finin a’dan b’ye integrali ahnirsa ¢ = 0,1,--- ,n i¢in a; = f L; (x) dz olarak
tanimlanmak tizere

b B b n n+1) (g(x))
/af(x)dx—/a ;f(xi) ; d:c+/ H (=) =
:;aif(xi)‘Fm/a g)(x—l’i)f("ﬂ) (€ (@) do

esitligi elde edilir. Bu integral hesabinda olusan hata

b n
B0 = Gy [, 1= 7076w

b n
[ t@de~aif @)
a i=0
yaklagimi bulunmug olur.

Genel halde integral formiillerine ge¢meden Once esit uzaklikli noktalar i¢in
birinci ve ikinci mertebeden Lagrange interpolasyon polinomlar: kullanilarak
elde edilen Yamuk ve Simpson kurallarini inceleyelim:

ihmal edildiginde

4.2.1 Yamuk Kurali

To = a ve 1 = b olmak lizere f; f (z) dz integrali gbz Oniine alinirsin. xo ve x4
sayilar1 arasindaki uzaklik h = 1 —x9 = b —a ve &(x) sayis1 xg ile z; arasinda
olmak tizere xy ve x1 noktalarinda f(x) fonksiyonunu kesen birinci Lagrange
polinomu hata terimi ile beraber

(x— 1)
(zo — 1)

(x — xp)
(331 - 330)

flz) = fxo) + fla) + %f” (€ (2)) (& = @) (x — 21)

seklinde yazilsin. Bu ifadenin her iki yanini 29 = a’dan ;1 = b’ye integre edersek

/f dw—/l[wf(onMf(xl) da

(w0 — 1) (1 = 20) (4.12)

/ " (€ () (x — x0) (v — 21)dx

elde edilir. £(x) says1 zg ile z7 arasinda yer aldigindan (z — x) (x — x1) car-
puninin degeri her zaman negatiftir. Yani [xo, 1] araliginda (z — 29) (z — 21)
ifadesi igaret degistirmez. Dolayisiyla Integraller i¢in Agirlikli Ortalama Deger
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Teoremi hata teriminde kullanilabilir. Buna gore £ € [xo,z1] igin 21 —x¢g = h
oldugu da goz 6niine alinarak

1

/ U PE @) (@ — o) (0 — a1) de = (€ RO

Zo

= f// (5) /Il (xQ — x(xo + xl) =+ xoﬁl)d!ﬂ

3 2 1
= f// (f) l:% _ % ($0 + $1) + $3}03}1:| y
h? "
=L

elde edilir. Bu ifade (4.12) egitliginde yerine yazilirsa

1 T —x1)> T — x0)> o 3
L s [2((330 —i)”xo”ﬁ“‘””} “5l"©
1 =& 3 "
= C 00 ) 4 pa) - g

sonucuna ulagilir. A = x1 — z¢ oldugundan pozitif degerli f fonksiyonuna ait
f: f (z) dz integralini niimerik olarak hesaplamada kullanilan yamuk kurali

b 3
| 1@ e =515 (@) + £ @] - 151 ©

seklinde elde edilir. Hata terimi ihmal edildiginde

b h
[ @de 3 1f o) + £ @)

yaklasimina ulagihr. Bu metot adin 2[f (zo) + f (21)] ifadesinin Sekil 4.3'de
gosterildigi {izere yamugun alan formiilii olmasindan alir.

Yamuk kuralinda hata terimi f” ifadesini icerdiginden integral degerine
yaklagimda bulunulan f(x) fonksiyonunun ikinci tiirevi sifir ise, yani f(x) en
¢ok birinci dereceden bir polinom ise, yamuk kurali integralin tam degerini
verir. Bir bagka degigle yamuk kuralinin hassaslik derecesi birdir.

Ornek 4.2.1. Yamuk kuralini kullanarak fol 1J;%da; integral degeri i¢in bir
yaklagimda bulununuz ve bu yaklagimda olugsan hata igin bir iist siir belirle-
yiniz.

Cb’zu’m.f(x):ﬁderseka:x(J:O,b:xlzlveh:b—azl—O:l

olmak tizere istenen integral i¢in yamuk kural kullanilarak yapilan yaklagimdan

/0 Hj%dx ~ g[f(l‘o) + f(x1)] = %[f(0)+f(1)] = %[44_2] —3
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y = f(x)
y = Pi(x)

T T X
a =g r1 =0

Sekil 4.3: Yamuk kurali

elde edilir. Olugan hata, £ sayis1 0 ile 1 arasinda olmak {izere

- = iy
~ 2t BV
ifadesi ile verildiginden
4 , 8x ,, 8(3z% — 1)
@) = s = 0) = ~ e = 10 = (o
bulunur. Eger g(z) = 8((13_fi;)13) dersek ¢'(x) = —%;;41) bulunur. Buna gore

g(x) fonksiyonunun ekstremum noktalar: 0, 1 ve —1’dir. Biz bu noktalardan
sadece verilen aralik iizerinde olan 0 ve 1 ile ilgileniriz.

8(0—1)

aTop| =87 2= ap - O

900) = |

oldugundan |g(x)| fonksiyonu maksimum degerini £ = 0 noktasmnda alir. Bu
olgu altinda

h

E<L —m

3 2
ax |SB€ — 1)
12 0ze<a

(14¢2)3

2

1 8(0-1)]
3

T 12((140)3

olarak elde edilir.

4.2.2 Simpson Kurah

Zo = a ve xo = b olmak iizere f: f (z) dz integrali g6z Oniine alinsin. Adim

araligl h = #2570 = b’T‘l olmak {izere [a,b] araligl tam orta noktasindan iki alt

araliga bollinsiin ve Sekil 4.4’de gosterildigi gibi 7 = xg + h geklinde ti¢iincii
bir nokta tanimlansin.
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y = f(x)
Y= P(x)

T T X
a=x9 T1 9 =b

Sekil 4.4: Simpson kurali

&(x) sayist xg ile zo arasinda olmak tizere zg, x1 ve xo noktalarindan gegen
f(x) fonksiyonunun ikinci Lagrange polinomu hata terimi ile birlikte

_(z—21) (x — 1) . (x — o) (x — x2) .
f(z) e —x1)(xo—x2)f( 0) + (1 = 20) (71 _xz)f( 1)
(z — o) (x — 21) £ () + (z — o) (x—ffl)($—9€2)fm(5 ()

(ZIJQ — $0) (332 — 331) 6

olmak {izere bu ifadenin her iki yaninin g = a’dan b = z2’ye integrali alinirsa

/abf(x)dx:/;z [((x—m)(ﬂi—xz) F(20) + (z — o) (x — @2) F(z1)

ro — $1) ({EO — {EQ) ((El — xo) ($1 — $2)
(x — x9) (z — x1)
(w2 — @) (w2 — 71)

+ /m2 (CC - xO) (CC _6x1) (CC B xZ)fW(f (CC))d:E

+

f(z2) |dzx

Zo

elde edilir. Yamuk kuralindaki gibi devam ederek hata teriminin integrali ali-
nirsa f tiirevi ile gelen ifadede O(h*) yakinsamasiim oldugu goriiliir. Bununla
beraber () tiirevini iceren ve daha hizli 0’a yakinsayan hata terimine sahip
bir ifade x; civarinda f fonksiyonun igilincii Taylor polinomu kullanarak aga-
gidaki gekilde elde edilir: € (z) € (xg, x2) olmak {izere f(z) fonksiyonunun z;
civarindaki ti¢iincii Taylor polinomu hata terimi ile beraber

f/l (xl)

(x B 9 f/l/ (551)
2!

1)+ T(x — 1)

3

f@)=f (1) + f (1) (& — 21) +

FU(E (2))
4!

+ (x — x1)4
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esitligi ile verilir. Bu ifadenin her iki yanini g = a’dan xo = b’ye integre edersek

f' (@) f" (1)

T2

f @) da =[f (@1) (2) + =2 (@ —21)’ + o @ — o)
w0y / FUE@) (@ - o) de

(4.13)

elde edilir. (x — x1)4 terimi [xo, z2] araliginda negatif olamayacagindan verilen
aralikta igaret degigtirmez. Buna gore Integraller i¢in Agirlikli Ortalama Deger
Teoreminden, (zp,x2) araligindaki bir & sayisi igin

T2 . (iv) To
5i | e -t = L8 [ e aas

esitligi saglanir. Dolayisiyla

(iv) T2 4 _ 5|%2
IS [y tae - LG
24 . 24 5
° zo (4.14)
f) (&) 5|2
= (zx—x
o0 ) 2o
elde edilir. Diger taraftan h = 2o — 1 = x1 — x¢ igin
(g — x1)2 — (zo — x1)2 =0
(wy — 21)" = (wo — 71)" =0
(y — xl)?’ — (zo — x1)3 =2h3
ve
(xy — 21)® = (zo — x1)° = 2R°
esitlikleri (4.13) ve (4.14) ifadelerinde kullamilirsa
T2 3 (iv)
/ f(x)dx =2hf(x1) + %f” (1) + nggl)if (4.15)

elde edilir. (4.15) esitliginde (4.10) ile verilen

" _ 1 h? (iv)
i) =33 [f (z0) = 2f (1) + f (w2)] = 5/ (&2)

ikinci tiirev i¢in orta nokta formili kullanilirsa
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X2 3 2
[t s =ang )+ i {5 1 o) — 25 00 £ @) - 35 ()]

F (&)
+ h®
5
U o) 445 (o) + £ aa)] - g |57 (@) = 37 (&)

bulunur. Burada z € (2o, x2) igin

5

f©) =3

£ (€2) = £ (&)

oldugu kullanilirsa

/:f(w)dw=

ifadesi ile verilen Simpson kural elde edilir.

Simpson kurali icin hata terimi f(*) tiirevini icerdiginden integral degerine
yaklagimda bulunan f (z) fonksiyonunun doérdiincii tiirevi sifir ise, yani f ()
en ¢ok {i¢iincii dereceden bir polinom ise bu formiil kullamilarak yapilan yakla-
sim tam integral degerini verir. Bir bagka degisle Simpson kuralinin hassaslik
derecesi tigtiir.

w|

5
1 z0) +4f (@) + F (22)] — 52 7))

Ornek 4.2.2. Asagida verilen f () fonksiyonlar: icin f02 f (z) dz intergaline
yamuk ve Simpson kuralarini kullanarak yaklagimda bulununuz ve yaklagimlar:
gergek integral degeri ile kiyaslayiniz.

(a) 22 (b) z* () (z+1)" () vi+a? (e)sinz (f)e”

Céziim. [0, 2] arahginda yamuk ve Simpson kurallar: sirasi ile

2
/0 f(@)dz ~ £ (0) + f(2)

ve

2
| r@as~ gl +arm+ e

seklinde yazilir. f (z) = 22 olmasi durumunda yamuk kurali ile yapilan yakla-
simdan

2
/ 2idr ~ 0% 422 =4
0
ve Simpson kurali kullanilarak yapilan yaklagimdan ise

2 1 8
/xde%—[02+4-12+22}:—
0 3 3
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sonuglari elde edilirken integralin gergek degeri

2 3
/ 22de = r
0 3
dir.

f (z) = 2% fonksiyonunun integral degeri igin bir yaklagim Simpson kural
ile yapildiginda sonucun gergek integral degerine egit oldugu goriiliir. Bunun
nedeni Simpson kuralinda hata teriminin f’in dérdiincii tiirevini igermesidir.
Daha acik olarak f (z) = 22 fonksiyonunun dérdiincii tiirevi sifir oldugundan
yaklagimda olusan hata sifir, yani yaklagim tam olur.

Diger siklar icin hesap yapildiginda agagidaki tablo elde edilir. Yamuk ve
Simpson kurallar1 kullanilarak yapilan yaklagimlar, gergek integral degeri ile
kargilagtinldiginda Simpon kurali ile elde edilen neticelerin yamuk kural ile
bulunanlara gore ¢ok daha iyi oldugu gozlemlenir.

2

0 3

f2) (a) (b) (c) (d) (e) (f)
x2 z? (z+ 1)*1 V1422 sinx e*

Gerg. Deger  2.667 6.400 1.099 2.958 1.416 6.389
Yamuk 4.000 16.00 1.333 3.326 0.909 8.389
Simpson 2.667 6.667 1.111 2.964 1.425 6.421

Ornek 4.2.3. Simpson kuralini kullanarak fol.f (xInz—cos z)dx integral degeri
igin bir yaklagimda bulununuz ve bu yaklagimda olusan hata igin bir {ist sinir
belirleyiniz.

Qézim. f(x) = vlnz — cosx dersek a = g = 0.5, b = 2 = 1.5 ve h =
(b—a)/2 =(1.5-0.5)/2 = 0.5 olmak lizere istenen integral igin Simpson kurali
kullanilarak yapilan yaklagimdan 1 = 2o + h = 0.5 4+ 0.5 = 1.0 degeri de
kullanilarak

1.5 h
/0 (zlnz — cosz)dr ~ g[f(xo) +4f(z1) + flze)] =

.5
~ %[f(()ﬁ) +AF(L.0) + £(1.5)]

~ —0.47465

olarak bulunur. Bu metod kullanilarak yapilan yaklagimda olusan hata £ sayisi
0.5 ile 1.5 arasinda olmak {iizere

h5

E=|—
‘90

A (5)‘
ifadesi ile verildiginden
f(x)=xlnz —cosz, f(x) =1 +Inz +sinz, f'(z) =2~ + cosz,

f"(z) = —2=% —singz, f0(2) = 2273 — cosx
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elde edilir. g(z) = 2273 — cosz dersek ¢'(z) = —2 + sinz seklinde bulunur.
0.5 £ 2 £ 1.5 olmak tizere sin x fonksiyonunun aldigi degerler 0 ile 1 arasinda
iken —w% ifadesi her zaman —1’den kiigiik olur. Yani ¢’(x) < 0 dir. Buna gore
|g(x)| fonksiyonu maksimum degerini sinirda alir.

|9(0.5)] = 12(0.5)"®—co0s(0.5)| = 15.122 = 0.52186 = |2(1.5) >—cos(1.5)| = |g(1.5)|

oldugundan |g(x)| fonksiyonu 0.5 < 2 < 1.5 araliginda maksimum degerini 0.5
noktasinda alir. Dolayisiyla

E < h—5 max ‘2(5(3:))_3 - cos(f(a:))| = E 2(0.5)73 — cos(0 5)|
= 90 0.55¢<1.5 90 ' '
0.5°

< =2 15.122 = 5.2507 x 1073
=90 .

elde edilir.

4.2.3 Newton-Cotes Formiilleri

Yamuk ve Simpson kurallar1 Newton-Cotes formiilleri olarak bilinen niime-
rik integral hesaplama tekniklerinin 6zel halleridir. Newton-Cotes formiillerinin
acik ve kapali olmak {izere iki gekli vardir:

4.2.3.1 Kapali Newton-Cotes Formiilleri

(n+ 1)-nokta Kapals Newton-Cotes fornilinde Sekil 4.5’de gosterildigi gibi i =
0,1,--- ,nigin xg = a, x, = b ve h = b’Ta olmak {izere z; = xg + ih seklinde
tanimlanan egit aralikli noktalar kullanilir.

/y = Pn(x)

a=x9 I o Tn =05

Sekil 4.5: Kapali Newton-Cotes formiilii
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Formiil
_ oy e
ai—/wo Ll(x)dx—/wo H md$
J=0
J#Fi

olmak iizere Lagrange interpolasyon polinomu ile yapilan

b n
/ f@yde~ S af ()
a 1=0

yaklagimi kullanilarak elde edilir. Bu formiile kapali denmesinin nedeni [a, b]

araliZimin ug noktalar1 olan x¢ = a, x, = b sayilarimin da formiilde yer almasi-
dir.

Teorem 4.2.4 (IK, sayfa 313). ¢ =0,1,--- ,n i¢in 29 = a, x, = b ve h = b_Ta
olmak tizere Y. a; f(x;) ifadesi ile (n+1)-nokta Kapal Newton-Cotes formiili
gosterilsin. Bu durumda bir £ € (a,b) sayst asagidaki egitlikleri saglayacak
sekilde mevcuttur:

n bir ¢ift sayr ve f € C"2[a,b] ise

/abf(x)d9€=§aif(xi)+%f("”)(é)/ntz(t—1)(t—2)-'-(t—n)dt,

0
n bir tek say ve f € C"a,b] ise

hn+2

b n n
z)dr = a; f (z; (n+1) — —2)---(t—n)dt.
[ F@te = s )+ @ [ - D=2 e

(n+1) nokta i¢in yazilabilecek en biiyiik dereceli interpolasyon polinomu n.
derecedendir. Bununla beraber ¢ift n sayisi igin yapilan yaklagim n 4+ 1 hassas-
lik derecesinde olmakla beraber n sayisiin tek olmasi durumunda yaklagimin
hassaslik derecesinin n oldugu goriiliir.

En ¢ok kullanilan kapali Newton-Cotes formiilleri hata terimleri ile birlikte
asagida listelenmektedir:

n = 1: Yamuk Kural

1 2
[ i @de= G170+ f @) - 5@ @ <6 <m). (@10

n = 2: Simpson Kurah

To 5
[ 7@ o= 515 o)+ 4F (1) + Flan)] = 55 £ () (0 <€ <),
" (4.17)
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n = 3: Simpson % Kural

x3 5
[ e = 3218 (@) +35 () + 31 () + Flan) =S5 1) (0 < € < o).
" (4.18)
n =4:
[ @) e <207 ) +327 (00) + 12 (02) + 32 (25) + 77 (2]
@0 (4.19)

7
— SO (o S €< ),

4.2.3.2 Acik Newton-Cotes Formiilleri

Kapali Newton-Cotes formiillerinden farkh olarak acik Newton-Cotes formiil-
lerinde [a,b] araliginin ug noktalar1 yaklagim hesabinda gbz ardi edilerek her
1=1,2,3,--- ,nicin h = Z;Jr‘; ve xg = a + h olmak lizere x; = x¢ + th seklinde
tanimlanan noktalar kullanilir. Buna gore x,, = b — h oldugundan ug¢ noktalar
i¢gin x_1 = a ve Tp4+1 = b notasyonu kullanmlirsa (Bkz. Sekil 4.6) formiil

b
a; = / L; (z)dx

olmak iizere Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak yapilan

/ (o) da = I S af(a)

-1 i=0

yaklagimi kullanilarak elde edilir.

I I I | >
a=2x_1 To T T Tpy1 =0
Sekil 4.6: Agik Newton-Cotes formiilii
Teorem 4.2.5 (IK, sayfa 314). z_1 = a ve Tp41 = b ve h = Z;Jr‘; olmak

tizere Y. o aif(x;) agik Newton-Cotes Formiliini gostersin. Bu durumda bir
¢ € (a,b) sayst asaqudaki esitlikleri saglayacak sekilde mevcuttur:
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n bir ¢ift sayr ve f € C"2[a,b] ise

b n hn+ n+1
o)de = aif (z;)+———f"+2 — —9)e(t—nm
IR S e T O IO [ R LS

n bir tek sayr ve f € C"a,b] ise

b 2 R ) "
[ et = s )+ G [ R ma

Kapali metotda oldugu gibi agik Newton-Cotes formiillerinde de ¢ift n adim
araligi igin daha yiiksek hassaslik derecesi elde edilir.

En ¢ok kullanilan agik Newton-Cotes formiilleri hata terimleri ile birlikte
asagida listelenmektedir:

n = 0: Orta Nokta Kurali

1 3
/ () do = 9 f o) + o (€ () (01 < € < ). (4.20)

n=1:
T2 3
/ £ @) do = 2N (o) + F]+ o € @) (1 <€ <) (421)

/ (o) de = 2125 (o) - f<x1>+2f<x2>]+ﬂf<w (€ (@) (21 < € < 23).
(4.22)
n=3:

[ 1@ =S+ F (00) + S (52) + 117
- (4.23)

P10 € @) (ar < € < ).

Ornek 4.2.6. (4.16)-(4.19) esitlikleri ile verilen kapali Newton-Cotes formiil-
lerini ve (4.20)-(4.23) ifadeleri ile verilen agik Newton-Cotes formiillerini kulla-

narak /4
™ 5
/ sinzdr =1 — % ~ 0.29289322
0

integrali i¢in yaklagimlarda bulununuz.

Céziim. Kapali Newton-Cotes formiilleri ile

n=1: (”44) [smO +sinZ } ~ 0.27768018,
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n=2: "8 [5in0 4 4sin T +sin 7] ~ 0.29293264,

n=3: W [smO + 3sin {5 + 351n +sin & } ~ 0.29291070,

n=4: 20 [76in 0 4 32sin & + 12sin T + 32sin 37 + 7sin T ] ~ 0.29289318
ve acgik Newton-Cotes formiilleri ile

n=0:2(7/8) [sin§] ~ 0.30055887,

&

n=1 [sm 15 +sing } ~ 0.29798754,
n=2 [2 n{g — si n—+251n ] ~ 0.29285866,
n=3 O [11sin & + sin & + sin 37 + 11sin T] & 0.20286923

yaklagimlar: elde edilir. Bu sonuglar agagidaki tabloda 6zetlenmektedir.

n 0 1 2 3 4

Kap. Formiil 0.27768018  0.29293264  0.29291070  0.29289318
Hata 0.01521303  0.00003942  0.00001748  0.00000004
Acik Formil  0.30055887  0.29798754  0.29285866  0.29286923

Hata 0.00766565  0.00509432  0.00003456  0.00002399

Ornek 4.2.7. n = 3 olmak iizere Agik Newton-Cotes formiiliinii kullanarak
1

CcoS X d
——dx
—1V 1-— [132
integrali i¢in bir yaklagimda bulununuz.
Coziim. x_; =a = —1ve x4 = b =1 oldugundan n = 3 igin
b—a 1—-(-1) 2
h frd = = - = 0.4
n+2 5 5

elde edilir. Buna gore
r1=a=—-1l,zg=2_1+h=-06,21=2_1+2h=-0.2,
To=x_14+3h=02,23=2_1+4h=06,z4=0=1

ve
COS™

T) = ——m—
W=
olmak tizere Agik Newton-Cotes formiilii kullanilarak istenen integral degerini
hesaplamak i¢in yapilacak yaklagim

L cosz 52
. ﬁd 24 5[11f( 0.6) + f(—0.2) + £(0.2) + 11£(0.6)]
~ 2.0581
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seklinde elde edilir.

4.3 Bilesik Niimerik Integrasyon

Integrasyon araligi ¢ok genis oldugunda Newton-Cotes formiilleri kullanarak
yapilan yaklagim genellikle kullanigh degildir. Ciinkii Newton-Cotes formiilleri
kullanilarak genig adim uzunluguna sahip bir integral yaklagiminda yiiksek de-
receden formiiller kullanilir ve bu formiillerdeki katsay: degerlerinin hesaplan-
masi zordur. Bu béliimde diisiik mertebeden Newton Cotes formiillerini verilen
integrasyon araligim esit pargalara bolerek uygulamak suretiyle integral dege-
rine yapilan yaklagimlar {izerinde duracagiz.

Ornek 4.3.1. Simpson kurali kullanilarak f04 e”dx integraline yapilan yak-
lagim degerini yine Simpson kurali ile f02 e*dx ve f24 e®dr integral yaklagim
degerlerini toplamak sureti ile elde edilen sonug ile kiyaslayiniz. Benzer sekilde
fol e*dz, ff e*du, f23 e*dx ve f34 e®dx integralleri i¢in ayr1 ayr1 Simpson kuralimi
uygulayip toplayarak elde edilen yaklagim degeri ile daha énceden elde edilen
sonuglari karsilagtiriniz.

Ci)'ziim.hz“—%“z%zZolmakﬁzerexo:O, rT1=z0+h=2vexry =4

igin Simpson kurali kullanilarak

4
/ eCdr ~ g[f (z0) +4f (z1) + f (z0)] = ; [€? + 4e* + '] = 56.76958
0

yaklagimi elde edilir. Diger taraftan verilen integralin gercek degeri
4
/ e’dr ~ e' — e’ = 53.59815
0
oldugundan bu yaklagimda olugan mutlak hata
Mutlak Hata= |53.59815 — 56.76958| = 3.17143
seklinde elde edilir. Simdi

4 2 4
/ e“dx :/ ewda:—l—/ e“dx
0 0 2

oldugu kullanilarak [0, 2] ve [2,4] araliklar1 i¢in h = 1 alinarak egitligin saginda
bulunan integrallere ayr1 ayri Simpson kurali uygulansin. Buna gore

4
/ e’dr ~
0

~
~

1

[FO)+4f (1) + f )]+ 51f (2) +4f (3) + F (4)]

1
(e +4de+€?) + g(e2 +4e® + ¢et)

W= Wl

~
~

(e” + e+ 2¢® + 4e® + ') = 53.86385

Wl
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sonucuna ulagilir. Bu yaklagimda olugsan mutlak hata
Mutlak Hata= [53.59815 — 53.86385| = 0.26570

olarak elde edilir. Bu ise bize [0, 4] araligi esit iki alt araliga bolerek yapilan
yaklagimin, ilk adimda yapilan yaklagimdan daha iyi oldugu sonucunu gosterir.
Benzer sekilde

4 1 2 3 4
/ e””dx:/ e””dx—l—/ ewdx—l—/ e””dx—i—/ e“dx
0 0 1 2 3

oldugu kullamlarak [0, 1], [1,2], [2,3] ve [3,4] araliklar1 i¢in h = 1/2 alinarak
esitligin saginda bulunan integrallere ayr1 ayr1 Simpson kurali uygulansin. Buna
gore

4
1 1 1 3
/ erde o (FO) +af (D) @)+ 2 (ry+ar (2) v r@
0 6 2 6 2
1 5 1 7
si(r@+ar(3) @) vy (rrar(3)+rw)
ok (00 1 4ol 1 3/2 L 2
~E (e + 4e —l—e) + 5 (e—|—4e +e )
1 1
+3 (62 46?4 e3) + 5 (e 46T/ 4 et) = 5361622
sonucuna ulagilir. Bu yaklagimda olugsan mutlak hata
Mutlak Hata= |53.59815 — 53.61622| = 0.01807

olarak elde edilir. Buradan, verilen araligi daha fazla alt araliklara ayirarak
her bir araliga Simpson kurali uygulamak sureti ile yapilan yaklagimlarin, ara-
lik sayisinin kiigiilmesine bagli olarak daha iyi hale geldigi sonucu gézlemlenir.
Benzer olgu alt araliklara Simpson yerine daha 6nceden verilen yamuk ve orta-
nokta kurali uygulanmasi durumunda da gegerlidir.

Genel olarak f; f (z) dz integral degerine bir yaklagimda bulunmak igin
[a,b] araligimi, n ¢ift say1 olmak {izere, n alt araliga boliip, her bir aralikta
Simpson kurali uygulanirsa bilegik Simpson kural elde edilmig olur.

Teorem 4.3.2 (Qua, sayfa 384). f € C*[a,b], n bir ¢ift sayr olmak tizere,

h= b_Ta ve her j =0,1,--- ,ni¢in x; = a+ jh olarak verilsin. £ € (a,b) olmak
lizere bilegik Simpson kurali n alt aralbk icin hata terimi ile birlikte
b h (n/2)—1 n/2
[ t@de=g[f@+2 3 o) +43 flaza) + 10
@ j=1 j=1
D ) (g(a))
180

ifadesi ile verilir.
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Bilesik Simpson kuralmin hata terimi O(h*), standart Simpson kuralinin
hata terimi ise O(h®)’dir. Bununla beraber bu iki sonug¢ kargilagtirilabilir de-
gildir. Ciinki, bilesik Simpson kuralinda h adim uzunlugu n bir ¢ift tamsay:
olmak tlizere h = b’T“ iken, standart Simpson kuralinda h = b;—“ gibi bir sabit-
tir. Bilegik Simpson kurali bize A adim uzunlugunu istedigimiz 6lgiide kisitlama
olanag verir.

Daha 6nceden de vurgulandig iizere verilen aralig: alt araliklara ayirip her
bir alt araliga Newton-Cotes formiillerinden herhangi bir tanesini uygulamak
suretiyle farkl bilegik integral kurallar1 elde edilebilir. Biz burada yukarida
izah edilen prosediire uygun olarak sirasi ile (4.16) ve (4.20) esitlikleri ile verilen
yamuk ve orta nokta kurallarini kullanilarak elde edilen formiilleri kullanacagiz.

Teorem 4.3.3 (Qua, sayfa 384). f € C?[a,b], h = b_Ta ve her 5 =0,1,---,n
igin x; = a+ jh olarak verilsin. £ € (a,b) olmak tzere bilestk yamuk kural
n alt aralk i¢in hata terimi ile birlikte

b h = b—a
[ f@de=g |F@+2 3 Fle)+10)] - L0 E )

ifadesi ile verilir.

Teorem 4.3.4 (Qua, sayfa 384). f € C?[a,b], n bir ¢ift say olmak idizere
h = 2;-13 vej =—-1,0,1,--- ,n+1 igin x; = a+ (j+1)h olarak verilsin.
& € (a,b) olmak tizere bilesik orta nokta kuraly (n + 2) alt aralik i¢in hata
terimi ile birlikte

n/2

b J—
/ f(x)da:thZf(xzj)—Fb

(€ (@)

ifadesi ile elde verilir.

Bilesik Simpson ve bilegik orta nokta kuralini kullanabilmemiz icin alt aralik
sayisinin ¢ift olmasi gerekir. Diger taraftan bilesik yamuk kurali kullanilarak
yapilan yaklagimlarda alt araliklarin ¢ift ya da tek sayida olmasi zorunlulugu
bulunmamaktadir.

Ornek 4.3.5. (a) Bilesik yamuk ve (b) bilesik Simpson kurallarini kullanarak
foﬂ sin  integraline 0.00002 veya daha fazla bir hassashikta yaklagimda bulun-
mak icin alinmasi gereken h degerini tayin ediniz.

Cézim.
(a) [0, 7] arahginda f (z) = sinz fonksiyonuna bilegik yamuk kurali uygulan-
diginda olusacak hata

wh? , _|wR? _wh? |
Ef (5)‘— E(—smf)‘—ﬁbmﬂ
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formundadir. Verilen hassaslik ile bir yaklagim yapilmas istendiginden

7h? mh?

— |si < — . 2

B |sin €] < 19 < 0.0000
<1

esitsizligini saglayan h degeri, daha dogrusu h = 7 oldugu kullanilarak
3

™
< 0.00002
o3 < 0:0000

ifadesini gergekleyen n degeri bulunmalidir. Bu ise

3

2
") ~35944
"= <12(0.00002)> 359

oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla bilesik yamuk kurali kullanilarak istenilen
hassaslikta bir yaklagim yapabilmek i¢in alinmasi gereken aralik sayisi n >
360’dir. Bu aralik sayisina karsihk h = 555 adim uzunlugu elde edilir.

(b) [0, 7] arahiginda f (z) = sinx fonksiyonuna bilegik Simpson kurali uygulan-

diginda olugacak hata

|sm§|

W) (¢y] = |70
o ‘ ‘ 180°¢) =

180 180

formundadir. Verilen hassaslik ile bir yaklagim yapilmas istendiginden

wh*
— 2
180 < 0.0000

esitsizligini saglayan h degeri, daha dogrusu h = 7 oldugu kullanilarak

o

TR < 0-00002

ifadesini gergekleyen n degeri bulunmalidir. Bu ise

71_5 1
T ) 107
"= <180(0.00002)) 0

oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla bilegik Simpson kural kullanilarak istenilen
hassaslikta bir yaklagim yapabilmek i¢in alinmasi gereken aralik sayisi bilegik
yamuk yontemindekinden ¢ok daha az olarak n > 18 geklinde elde edilir. Bu-
rada bulunan aralik sayisinin ¢ift olmasi gerektigine dikkat ¢ekmek gerekir. Bu
aralik sayisina kargilik adim uzunlugu h = = seklinde bulunur.

18
n = 18 i¢in bilegik Simpson kurali uygulandiginda

/sinxdeE 2Zsm( >—|—4Zsm( 2 —n ) — 2.0000104
0
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sonucu elde edilir. Gergek integral degeri
s
/ sinzdx = —cosz|) = —cosT + cos0 = 2
0

oldugundan yapilan yaklagim aslinda 10~° hassashktadur.
Ornek 4.3.5’den goriildiigii {izere Simpson kuralm kullanarak bir yakla-
simda bulunmak verilen diger metotlara gore daha az iglem yiikii gerektirir.

Bilesik Simson ve bilegik yamuk kurallarini kargilagtirmak bakimindan yukari-

daki drnege bilesik yamuk kural h = Jg i¢in uygulanirsa

T 17 .
/O sinxdx;z% 2;sin (%) +sin0 4sinm | = 1.9949205

elde edilir. Bilesik yamuk kuralinin iglem yiikii bilesik Simpson metodu ile aym
olmasma karsm yapilan yaklagimin bu metotta sadece 5 x 1072 hassashikta
oldugu sonucu goriiliir.

Ornek 4.3.6. h = 1 olmak iizere uygun bir bilesik integral kuralini kullanarak

3
/ (54 cosz)dx
0

integrali i¢in bir yaklagimda bulununuz. Bu yaklagimda olugan bagil hatay1
hesaplayimiz.

Cézim. h = 1 oldugundan zp = a = 0, z1y = 1, x93 = 2 ve z3 = b = 3,
dolayisiyla n = 3’tiir. n sayisi tek oldugundan kullanilabilecek tek kural bilesik
yamuk kural’’dir. Buna gore f(z) = 5 + cosz dersek

3 3 1
| f@xto = [ 6+ cosayde ~5 [ 10) + 2000 + ) + £3)]
0 0
z% {5 +cos0+2((5+ cos1) + (5 + cos2))

+ 5+ cos 3}
~15.129

elde edilir. Integralin gercek degeri
3
/ (5 + cosx)dr = (5 +sinz) = 15.141
0

oldugundan bu yaklagindan olusan bagil hata

[15.141 — 15.129] 4
|15.141] 5047

=7.9255 x 1074
seklinde bulunur.
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Ornek 4.3.7.

2
1
/—da:
1 X

integrali bilegik orta nokta kurali kullanilarak hesaplanmig ve olusan hata icin
bir sinirm 107° oldugu goériilmiigtiir. Buna gore h kag olmahdir.

(Coziim. Bilesik orta nokta kurali kullanilarak yapilan bir yaklagimda olugan

hata ¢ = 1, b = 2, h = Z;Jr‘;, 1 < &(x) < 2ve f(xr) = 27! olmak iizere

beap? f(¢(x)) ifadesi ile verilir. Buna gore f(z) = 271 = f/(z) = —272, f"(z) =
2273 oldugu kullanilarak

2
e - P (B) e
1 _ 1
< 312 gggzl(&(x)) ’l = 3T 27

elde edilir. Soruda 1
s S 107°
3(n+2)2 =
olarak verildiginden, yukaridaki ifadeyi saglayan n degerleri 180.57419 < n
seklinde bulunur. Bu metod n’nin ¢ift olmasini gerektirdiginden n = 182, do-
layisiyla
_2—-1 1
S 182+2 184

sonucuna ulagilir.

4.3.1 Bilesik Integral Hesabinda Olugan Yuvarlama Hatalar

foﬂ sin zdx integraline 2 x 10~° yakisaklikta bir yaklasimda bulunmak icin bile-
sik yamuk kural kullanildiginda 360 alt aralik, bilegik Simpson kullanildiginda
sadece 18 alt aralik gerektigi Ornek 4.3.5’den goriilmektedir. Bilesik Simpson
kuralinda daha az iglem yapilmasi bu metot kullanilarak yapilan bir yakla-
simda olugsacak yuvarlama hatasinin, bilesik yamuk kurali kullanilarak yapilan
yaklagima gore daha az olacagi kanisi uyanabilir. Bununla beraber tiim bile-
sik integral kurallar1 kullanilarak yapilan yaklagimlarda yuvarlama hatasinin
biiyiikliigii yapilan iglem sayisi ile kiyaslanamaz.

Yukarida anlatilan olguyu ortaya koymak igin [a, b] araliginda f fonksiyo-
nuna n alt aralik i¢in bilegik Simpson kuralini uygulayalim ve yuvarlama hatasi
i¢in bir tist sinir belirleyelim: ¢ = 0,1,--- ,n igin f(z;) degeri e; yuvarlama ha-
tast ile f(xl) seklinde hesaplanmig olsun. Bu durumda her ¢ = 0,1,--- ,n igin

@) = f(z:i) +e

olarak yazilabilir. Dolayisiyla bilegsik Simpson kurali uygulanarak yapilan bir
yaklagimda olugacak toplam e(h) yuvarlama hatasi igin

139



h (n/2)-1 (n/2)
e(h): g ey + 2 Z €2j+4262j,1+6n
j=1 Jj=1

(n/2)-1 (n/2)

leol + D eyl +4 D lesjal+ e,

Jj=1 Jj=1

esitsizligi gegerlidir. Eger her i = 0,1,--- ,n igin |e;| < ¢ ise

h n n h
< — —_ — = — =
e(h)73{£+2(2 1)5—1—4(2)54—5} 33n£ nhe
oldugu goriiliir. Diger taraftan n = b_Ta yvani nh = b — a oldugu yukaridaki
esitsizlikte kullanilirsa

e(h) < (b—a)

ifadesi elde edilir. Yani hata simir1 A degerinden dolayisiyla alinan alt aralik
sayist n’den bagimsizdir. Dolayisiyla, her ne kadar yakinsakligi arttirmak icin
verilen araligi miimkiin oldugunca ¢ok alt araliga bolerek bilesik integral ku-
ralin1 uygulamak gerekse de yapilan bu ¢ok sayida iglem, olugacak yuvarlama
hatasinin artmasina sebep olmaz. Bu durum daha 6nceden anlatilan niimerik
tlirev prosediirlerinde gegerli degildir.

140



Isaretli tam say1, 18
Isaretsiz tam say1, 18
Iki tabanli makine sayilari, 18
Ikiye bolme metodu, 33
iterasyon sayisi, 38
mutlak hata siniri, 38
yakinsama hizi, 38
Integral
integaller i¢in agirlikli ortalama
deger teoremi, 12
integraller i¢in ortalama deger
teoremi, 12
Riemann integrali, 12
Iteratif metotlarda hata analizi, 61

Aitken A% metodu, 71, 72
ileri fark, 72

Anlamlh basamak, 23

Ara deger teoremi, 11

Asimtotik hata sabiti, 61

Bilgisayar aritmetigi, 18

Denklem ¢oziimleri, 33
Diferansiyellenebilme, 8
tiirev, 8

Ekstremum deger teoremi, 10
Fonksiyonel iterasyon, 44

Hassaslik, 34

Hata
bagil hata, 21
mutlak hata, 21

Karakteristik, 19
Katlh kok, 66

Kayan nokta aritmetigi, 19
IEEE754 standardi, 19
normalize edilmis ondalik ka-

yan nokta formu, 20
kesme aritmetigi, 20
yuvarlama aritmetigi, 20
Kesme hatasi, 14, 18

Limit, 7
Mantis, 19

Newton (-Raphson) metodu, 51
degistirilmis Newton metodu,
70
geometrik yorumu, 52
yakinsama, 54

Ondalik makine sayilari, 20
Ortalama deger teoremi, 9

Regula Falsi metodu, 59
geometrik yorum, 59
Rolle teoremi, 9
genellegtirilmis Rolle teoremi,
10

Streklilik, 7

Sabit nokta iterasyonu, 39, 44
mutlak hata siniri, 47
sabit nokta teoremi, 46
sabit nokta, 39

Secant metodu, 56
geometrik yorum, 57

Taylor polinomu, 13
kalan terim, 13
kesme hatasi, 13




Maclaurin polinomu, 14

Taylor teoremi, 13
Taylor serisi, 14

Maclaurin serisi, 14

Yakinsama, 25
istel yakinsama, 25
kararsiz yaklagim, 25
hizi, 29, 30
lineer yakinsama, 25
kararlh yaklagim, 25
Yakinsamalar: hizlandirmak, 71
Yakinsamanin mertebesi, 61
lineer (dogrusal) yakisama, 61
kuadratik yakinsama, 61
Yuvarlama hatasi, 18

142



