Burada dikkat edilmesi gereken bir husus Teorem 2.1.4’tin yapilan yakla-
simda olugan hata icin bir {ist sinir belirlememize yardimci oldugudur. Bazi
durumlarda bu iist smr gercek hatadan cok biiyiik olabilir. Ornegin Ornek
2.1.1’de dokuzuncu yaklagim igin

2-1
[p = pol < =55 = 1953125 x 107°

iken aslinda gercek hata degeri
|p — po| = |1.365230013 — 1.365234375| = 4.362 x 1075
olarak tespit edilir.

Ornek 2.1.5. a = a; =1, b = by = 2 olmak iizere f(z) = 3 + 422 — 10 =0
denklemine en az 103 hassaslikla bir yaklagim ikiye bélme metodu kullanilarak
yapilmak istendiginde olugacak iterasyon sayisii hesaplayimiz.

(Coziim. n iterasyon sayisini gostermek iizere
lpn —p| <27"(b—a)=2"" <1073

esitsizligini gergekleyecek olan n sayisini tespit etmek gerekir. Buna gore 10
tabaninda gerekli logaritma iglemleri yapilirsa —nlog2 < —3log 10 yani

n > 3 = 9.965784285
log 2

elde edilir. Tterasyon sayis1 yukarida tespit edilen degerden biiyiik en yakin tam

say1 oldugundan on iterasyon sonucunda en az 10~3 hassaslik ile bir yaklasim

yapilmis olunacag: sonucuna ulagilir. Gercekten Ornek 2.1.1°de elde edilen tab-

loda p1o = 1.364257813 oldugundan olugan gergek hata

|1.365230013 — 1.364257813| = 0.9722 x 1072 < 1072

olup verilen {ist sinir1 ge¢mez. Burada tekrar belirtmek gerekir ki yukaridaki
sekilde bulunan n iterasyon sayisi baz1 durumlarda verilen hassashk degeri ile
bir yaklagimda bulunmak i¢in yapilmasi gereken iterasyon sayisindan ¢ok daha
fazla olabilir.

2.2 Sabit Nokta iterasyonu

Bir fonksiyonun sabit noktalari, fonksiyon altindaki goriintiisii yine kendi de-
gerine esit olan noktalaridir.

Tanim 2.2.1. Bir g fonksiyonu verilsin. g(p) = p esitligini saglayan bir nok-
taya g fonksiyonunun sabit noktas:. denir.

Bu boliimde sabit nokta problemine bir ¢oziimiin ne sekilde bulunacagi
ve sabit nokta problemi ile kok bulma problemi arasindaki iligki iizerinde du-
rulacaktir. Asagida anlatildigi anlamda kok bulma problemi ile sabit nokta
problemi birbirine denk simiflardir:
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e Verilen bir f(p) = 0 kok bulma problemi i¢in
g9(x) = x — f(x) ya da g(z) = v + 3f(x)

gibi gok farkli gekillerde p noktasinda bir sabit nokta igeren g fonksiyon-
lar1 tanimlanabilir. Zira

gp)=p—fp)=p-0=p=gp) =p
dir.
e Tersine, eger g fonksiyonunun bir sabit noktasi p ise, 6rnegin

f@) =z —g(x)
olarak tammlanan f(x) fonksiyonunun bir koki
fw)=p—9p)=p-p=0
saglandigindan p’dir.

Her ne kadar tizerinde durulan konu verilen bir denklemin koklerine bir yak-
lagim yapma problemi olsa da sabit nokta barindiran fonksiyonlar kullanilarak
kok bulma problemini ¢ézme yolunda giiglii bir metot elde etmek miimkiindiir.

Oncelikle, verilen bir fonksiyonun sabit noktalarimi bulma problemini incele-
meden 6nce sabit nokta konseptini daha da anlagilir kilmak amac ile agagidaki
Ornegi goz oniine alalim:

Ornek 2.2.2. g(z) = 22 — 2 fonksiyonun herhangi bir sabit noktasmi tespit
ediniz.

Coziim. Bir g(x) fonksiyonu i¢in p sabit noktas: g(p) = p esitligini sagladigindan
p=p?—2yanip?—p—2= (p+1)(p—2) = 0 denkleminin ¢dziimii olan p = —1
ve p = 2 noktalar1 aranan sabit noktalar olarak bulunur. Gergekten

g(=1) = (1> —2=—-1veg(2) = (2)* =2 =2

dir.
Tanmmindan da anlagilacag: tizere sabit noktalar verilen g fonksiyonu ile
y = = dogrusunun kesim noktalaridir. Bu durum Sekil 2.4’de gosterilmektedir.
Agagidaki teorem bize sabit noktanin varligi ve tekligi ile ilgili olarak yeter
sart1 vermektedir.

Teorem 2.2.3. (i) Eger g € Cla,b] ve her x € [a,b] igin g(x) € [a,b] ise
[a,b] araliinda g fonksiyonunun en az bir sabit noktast vardur.

(ii) Yukarida verilenlere ek olarak, (a,b) tzerinde g'(x) tirevi mevcut ve her
x € (a,b) igin
g'(x)| < K
esitsizligini saglayacak bir k < 1 pozitif sabiti var ise [a,b] arahginda
g'nin tek tirli belirli bir sabit noktasy vardir (Bkz Sekil 2.5).
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Sekil 2.4: y = z ve y = 2% — 2 fonksiyonlarmm grafikleri
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Sekil 2.5: Sabit noktalarin varligi ve tekligi

Kamit. (i) Eger g(a) = a veya g(b) = b ise g'nin sabit noktasi ug noktalarda
yer alir. Diger durumda her z € [a, ] i¢in g(z) € [a, b] oldugundan g(a) >
a ve g(b) < bdir. h(z) = g(z) — x seklinde tammlanan fonksiyon [a, b]
araliginda siireklidir ve

h(a) = g(a) —a >0 ve h(b) =g(b) —b< 0

egitsizliklerini gergekler. Dolayisiyla Ara Deger Teoremi’ne gore h(p) =0
olacak gekilde bir p sayisi (a,b) araliginda mevcuttur. Bu p sayisi igin

0="h(p) =glp) —p

oldugundan g(p) = p esitligini saglar. Yani (a,b) araliginda yer alan p
sayist g fonksiyonunun bir sabit noktasidir.

(ii) Yukaridaki kogullara ek olarak |¢’(x)] < k < 1 saglansin ve [a,b] ara-
higinda g fonksiyonunun p ve ¢ gibi iki farkl sabit noktasi var olsun. Or-
talama Deger Teoremi’ne gore p ile ¢ arasinda ve dolayisiyla [a, b] araligi
i¢inde bir & sayisi

9(p) —9(q) — ()
p—q
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esitligini saglayacak gekilde mevcuttur. Buna gore yukaridaki ifadenin her
iki tarafinin mutlak degeri alimir, g(p) = p, g(q) = q ve [¢'(§)| < k < 1
oldugu kullamlarak gerekli iglemler yapilirsa

lp—al = lg(p) —9(@)| = 1g'E)llp —ql < klp—ql < |p—q

yani
lp—al <Ip—dq

geligkisi elde edilir. Bu ise bizi p # ¢ varsayimimin yanlhg oldugu sonucuna
gotiiriir. Dolayisiyla p = ¢’dur, yani [a,b] arah@indaki sabit nokta tek
tirli belirlidir.

O

Ornek 2.2.4. g(z) = 12:;1 fonksiyonunun [—1,1] aralginda tek tirli belirli
bir sabit noktast oldugunu gdsteriniz.

Cozim. ¢'(x) = %‘ oldugundan siirekli g(z) fonksiyonunun [—1, 1] araliginda

tiirevi mevcuttur. Buna gore g(z) fonksiyonu maksimum ve minimum deger-
lerini ya simir noktalar1 olan z = —1 veya = 1’de ya da tiirevini sifir yapan
x = 0 noktasinda alr. g(—1) = g(1) = 0 ve g(0) = —1 oldugundan g fonksi-
yonun = —1 ve x = 1 noktalarinda mutlak maksimumu ve = 0 noktasinda
ise mutlak minimumu vardir. Buna gore her z € [—1, 1] i¢in

1
—1<—§<g($)veg(1’)<0<1

oldugundan g(z) € [a,b] = [—1, 1] saglanir. Dolayisiyla verilen aralikta fonksi-
yonun en az bir tane sabit noktasi vardir. Diger taraftan

2
=-=k<l1
3 <

2 2
l9/(a)] = H < max |5
3 —1<z<1| 3

esitsizligi de gergeklendiginden [—1, 1] araliginda yer alan sabit nokta tek tiirli
belirlidir.
Ornek 2.2.4’de [—1,1] arah@inda tek tiirli belirli oldugu saptanan sabit
2
nokta cebirsel olarak da bulunabilir: p = g(p) = T_l oldugundan p>—3p—1=0
kuadratik denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden iki tane kok bulunur.

Bunlardan biri [—1, 1] arahiginda yer alan
1
p= 5(3 - V13)

olup g fonksiyonunun sabit noktasidir (Bkz Sekil 2.6). Diger taraftan p? — 3p —
1 = 0 denkleminin diger bir kokii [3,4] araliginda yer alan p = %(3 ++/13)’dr.
Bununla beraber ¢(3) = 323_1 = 2.6 ¢ [3,4] oldugundan [3,4] aralig ile gz
Oniine alindiginda g fonksiyonu Teorem 2.2.3’{in hipotez kogullarim saglamaz.
Dolayisiyla Teorem 2.2.3 verilen bir fonksiyonun s6z konusu araliktaki sabit
noktasimin varhgimi garantilemek igin yeterdir fakat gerek degildir.
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Sekil 2.6: y = (2% — 1)/3 fonksiyonunun sabit noktalar

Ornek 2.2.5. g(z) = 37% fonksiyonunun [0,1] arahginda tek tirli belirli bir
sabit noktasinan varlgimin Teorem 2.2.3 kullanilarak gdsterilemeyecegini, fa-
kat aslinda bu aralikta verilen fonksiyona ait sadece bir sabit noktanin mevcut
oldugunu gdosteriniz.

Cozim. [0, 1] arahginda ¢'(z) = —37%In3 < 0 oldugundan siirekli g(z) fonksi-
yonu verilen aralikta monoton azalandir. Buna gére maksimum degerini araligin
sol ucunda, minimum degerini ise sag ucunda alir. Ayrica

g(1) = 5 < g(z) <1=yg(0)

W =

oldugundan her z € [0,1] i¢in g(z) € [0, 1] saglanir. Dolayisiyla Teorem 2.2.3’in
ilk kismina gore [0, 1] araliginda g fonksiyonunun en az bir sabit noktasi vardir.
Diger taraftan

¢'(0.01) = =379011n 3 = —1.086608855

oldugundan en azindan (0, 1) araliginda yer alan 0.01 noktasi igin |¢'(z)| £ 1
olur. Dolayisiyla Teorem 2.2.3 kullanilarak var oldugu bilinen sabit noktanin
tekligi hakkinda bir hiikiim bildirilemez. Burada dikkat edilmesi gereken nokta
ise |¢'(x)| £ 1 olmasmndan sabit noktann verilen aralikta tek tiirlii belirli ol-
madigl sonucu ¢ikmadigidir. Sadece teklik hakkinda herhangi bir bilgi elde
edilememis olur. Gergekte, [0, 1] araliginda g(x) = 37% fonksiyonu g monoton
azalan oldugundan y = x dogrusunu sadece bir kez keser ve kesim noktasi g’nin
tek tiirld belirli sabit noktasidir. Bu durum Sekil 2.7’de gosterilmektedir.

02 04 06 08 10 12

Sekil 2.7: g(z) = 37* fonksiyonunun sabit noktasi
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2.2.1 Sabit Nokta iterasyonu

Bu agamada Ornek 2.2.5’de verilen ¢ fonksiyonunun p = g(p) = 377 esitligini
gergekleyen sabit noktalarimi tespit etmemizi saglayacak bir yontem bilmedi-
gimiz igin s6z konusu sabit noktalar1 belirleyemeyiz. Bununla birlikte belirli
bir yakinsaklik derecesine sahip olarak verilen fonksiyonun sabit noktalar: igin
yaklagimlarda bulunabiliriz.

g fonksiyonunun sabit noktasina bir yaklagimda bulunmak igin bir pg ilk
yaklagim degeri segelim ve her n > 1 i¢in p,, = g(p,—1) olacak sekilde {p, }52,
dizisi tamimlayalim. Eger bu dizi p’ye yakinsar ve g fonksiyonu stirekli ise

p= lim p, = lim g(p,—1) =g ( lim pn—l) =yg(p)
n— oo n— o0 n—o0

saglamr ve z = g(z) ifadesi igin ¢6ziim elde edilmig olur. Bu teknik sabit nokta
iterasyonu ya da fonksiyonel iterasyon olarak adlandirilir (Bkz. Sekil 2.8).

Yy
4 y=a
p2 = ngl;
p3 = g(p2
p1 = g(po) y=g(z)
» T
P11 p3p2 Po
Yy
A y=2x
b3 = g\p2
p2=gp13 4 y=yg)
1= 9(po)
» T
Po P P2

Jekil 2.8: Sabit nokta iterasyonu
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Ornek 2.2.6. Simdi Ornek 2.1.1°de incelenen 23 + 422 — 10 = 0 denklemini
goz 6niine alalim. Bu denklemin [1, 2] araliginda tek tiirlii belirli bir ¢6ziimiiniin
oldugunu biliyoruz. Bu koke sabit nokta iterasyonu ile bir yaklagimda bulunmak
i¢in = g(z) geklinde bir fonksiyon tanimlamak gerekir. Bu fonksiyon verilen
denklem kullanilarak pek cok farkli sekilde olugturulabilir. Ornegin 422 = 10 —
22 yazarsak 2% = i(lO — %) oldugundan z = i%\/ 10 — 23 elde edilir. Biz [1, 2]
araligindaki ¢oziim ile ilgilendigimizden pozitif olan x = %\/ 10 — 23 ifadesini
sabit nokta fonksiyonu aday1 olarak secebiliriz. Bunun yaninda 2® + 42% —
10 = 0 denklemi kullanilarak « = g(z) esitligini saglayan bagka fonksiyonlar da
yazilabilir:

(a) z=gi(z) =2 — 23 — 422 + 10,

(b) ©=ga(x) =/

= 1—3?—4x7

(c) z=g3(z) = %m
_ [0
44z

(@) = gi(@) = /25

(€) @ = gs(w) = — T

Okuyucu, yukaridaki sekilde tanimlanan her fonksiyonun 22 + 422 — 10 = 0
denkleminin [1,2] araligindaki ¢oziimiinii sabit nokta iterasyonu metodu ile
bulmak igin kullanilabilecek Teorem 2.2.3’in kogullarini saglayan sabit nokta
fonksiyonu olup olmadigini aragtirmalidir ki bu fonksiyonlardan (b) ile verilen
[1,2] arahginda siirekli degil iken, (a) her € [1,2] i¢in g(z) € [1,2] igerme-
sini saglamaz. Simdi bu ayrintiya deginmeden verilen aralikta herhangi bir pg
baslangic yaklagimi segelim ve bulunan yaklagimlarda elde edilen sonuglardan
tespit edilen sabit nokta fonksiyonu adaylarindan hangilerinin isteneni sagladi-
g gorelim. Eger pg = 1.5 olarak alinir ve g'nin yukaridaki sekilde tanimlanan
tiim seg¢imleri kullanilarak

Pn = g(Pn-1)

sabit nokta iterasyonu uygulanirsa agagidaki tablo degerleri elde edilir. Diger
taraftan Ornek 2.1.1’de belirtildigi iizere gercek kok degeri 1.365230013'diir.
Bu degere ikiye bolme metodu uygulanarak ulagilmak istendiginde 27 iteras-
yon yapmak gerekirken (c), (d) ve (e) ile verilen fonksiyonlar kullamlarak yapi-
lan yaklagimlarda farkh iterasyon sayilarina kargilik gergek kok degerine ulagil-
maktadir. Bununla beraber (a) ile verilen fonksiyon iraksak iken (b) ile verilen
fonksiyonun tiglincii adimi tanmimsizdir.
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(a) (b) (©) (d) (¢)

1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
—0.875 0.81649658 1.286953768 1.348399725 1.373333333
6.73242188 2.99690881 1.402540804 1.367376372 1.365262015
—469.720012  (—8.65)"/2  1.345458374 1.364957015 1.365230014
1.03 x 108 1.375170253 1.365264748 1.365230013

1.360094193  1.365225594

1.367846968 1.365230576

1.363887004 1.365229942

1.365916734 1.365230022

1.364878217 1.365230012

© 00O U WwWN O3

10 1.365410062 1.365230014
15 1.365223680 1.365230013
20 1.365230236
25 1.365230006
30 1.365230013

Yukaridaki 6rnekten goriilecegi {izere verilen bir denklemin ¢dziimiine sa-
bit nokta iterasyonu metodu kullanmilarak yapilacak bir yaklagimda iki énemli
problem ortaya ¢ikmaktadir. Bunlardan ilki sabit nokta fonksiyonunun tanim-
lanmasi, bir digeri de tanimlanan bu fonksiyonun uygun bir adim sayisi ile
sonucu vermesidir. Bu agamada agagidaki teorem ve iligkili sonu¢ bu sorulara
cevap olacaktir:

Teorem 2.2.7. (Sabit Nokta Teoremi)
g € Cla,b] ve her x € [a,b] i¢in g(z) € [a,b] olsun. Bunlara ek olarak ¢ tirevi
(a,b) araliginda mevcut ve her x € (a,b) icin

9] <k

egitsizligini saglayan bir 0 < k < 1 sayist var olsun. Buna gére [a,b] araligindaki
her po sayist i¢in

Pn=9g(Pn-1), n>1
seklinde tanwmlanan dizi [a,b] araliinda tek tirli belirli bir p sabit noktasina
yakinsar.
Kanit. Teorem 2.2.3’den biliyoruz ki [a, b] araliginda g fonksiyonunun g(p) = p
esitligini saglayan bir p sabit noktas:i tektiirli belirli olacak gekilde mevcut-
tur. Ayrica g fonksiyonu [a, b] arahgim kendi igine resmettiginden yukaridaki
sekilde verilen {p,}52, dizisi her n > 0 igin tammhdir ve p,, € [a,b] bagmnti-
sim1 gergekler. Diger taraftan |¢'(z)| < k esitsizligi ve Ortalama Deger Teoremi
kullanilarak her n igin &, € (a,b) olmak {izere

Ipn =Pl =19(Pn-1) = 9(p)| = |9'(&)lIPn—1 — PI < Klpn—1 — p| (2.4)
ifadesi elde edilir. Bu prosediir indaktif olarak uygulandiginda

Ipn — p| < klpn—1 —p| < K*|pp—2 —p| < -+ < E"|po — p|
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sonucuna ulagilir. 0 < k£ < 1 oldugundan lim, - k" = 0 saglanir. Dolayisiyla

lim |p, —p| < lim k"|po —p| =0
n—oo n—oo

elde edilir. Yani, {p,}>2, dizisi p’ye yakinsar. O

Sonug 2.2.8. g fonksiyonu Teorem 2.2.7nin kosullarina sagliyorsa p sabit nok-
tasina yapilan p, yaklasgiminda olusan mutlak hata i¢in bir stmar n > 1 olmak
lizere
lpn — p| < K" max{po —a,b—po} (2.5)

ve

o~ 2l < 1o lp1 — o (26)

Pn =Pl > 1— k% P1 Po .
esitsizlikleri ile elde edilir.
Kanit. p € [a,b] oldugundan (2.4) egitsizliginden

[Pn = pl < k"|po — p| < K" max{po — a,b —po}

sonucuna ulagilir. Diger taraftan n > 1 igin Teorem 2.2.7’nin ispat tarzindaki
gibi hareket ederek

[Prt1 = pnl = 9(pn) = 9(Pn—1)| < klpn — pn-a| < - < E"|p1 — pol
bulunur. Dolayisiyla m > n > 1 igin
|p’m _pn‘ = |pm — Pm—1+tPm-1—Pm-2+Pm—2+" "+ Dnt1 _pn|
S |pm _pm—1| + |pm,—1 _pm—2| +--+ ‘pn+1 _pn|
< E™ Hpr = pol + k™ ?|p1 — pol + -+ k" [p1 — pol
_ k"\p1 —po\(l +k+k2 R +km—n—1)

elde edilir. lim,,— o0 pm = p oldugundan

m—n—1 =]

p=pul = lm_|pm —pal < lim &"pr—pol Yk <K"|pr—pol YK
i=0 =0
sonucuna ulagilir. Diger taraftan 0 < k& < 1 i¢in > o~ Ek serisi toplami ﬁ
olan geometrik bir seri oldugundan
k’ﬂ
Ip—pnl < Tkkﬂl = pol
esitsizligi elde edilir. O

Yukaridaki sonucta verilen her iki esitsizlik de tiirevi sinirlayan k£ sayisina
baghdir. Ayrica bu k degeri ne kadar kiiciik olursa yakimsama hizi o kadar
yiiksek olacaktir. Eger k£ degeri 1’e yakin ise yakinsama cok diigiik bir hizda
gergeklesir.
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Ornek 2.2.9. Teorem 2.2.7 ve Sonug¢ 2.2.8’de elde edilen sonuglar1 Ornek
2.2.6’da tamimlanan fonksiyonlar tizerinde uygulayalim:

(a)

(b)

(c)

()

g1(z) = v — 2% — 422 + 10 igin ¢1(1) = 6 ve g1(2) = —12 oldugun-
dan ¢; fonksiyonu [1, 2] araligim kendi i¢ine resmetmez. Ayrica, g1 (z) =
1 — 32% — 82 oldugundan her = € [1,2] i¢in |g](z)| > 1 saglanr. Her ne
kadar Teorem 2.2.7, g; seklinde tanmimlanan fonksiyonun bu metotda kul-
lanilmayacagini sdylemesede, yakinsamanin garantisi yoktur. Keza 6rnege
iligkin tabloda fonksiyonun sabit noktaya yakinsamadigi goriilmektedir.

g2(z) = 4/ 11—0 — 4z geklinde verilen fonksiyon [1,2] araligi [1,2] igine
resmetmez. Ayrica verilen aralikta, en azindan bir po = 1.5 noktas igin
Pn = g2(pn—1) seklinde tammlanan {p, }52, dizisi tammsizdir. Bundan
daha fazla olarak, |gh(p)| = 3.4 oldugundan |g5(x)| < 1 esitsizligini sagla-
yan ve p ~ 1.356 degerini igeren bir aralik yoktur. Dolayisiyla bu metod
ile yakinsama garanti edilemez.

gs3(x) = %\/ 10 — 23 geklinde tanumlanan fonksiyon [1, 2] arahginda siirek-
lidir. Ayrica her z € [1,2] igin

gs(z) = —zx2(10 —2H™ 2 <0

oldugundan monoton azalandir. Dolayisiyla maksimum degerini sol ugta,
minimum degerini ise araligin sag ucunda alir. Diger yandan

g3(1) = 1.5 < 2 fakat g3(2) = 0.7071067812 % 1

oldugundan gs fonksiyonu [1,2] araligim kendi i¢ine resmetmez. Ayrica
lg5(2)] = 2.12 £ 1 oldugundan [1,2] araliginda |g5(z)| < k < 1 esitsizligi
de gegersizdir.

Simdi, [1, 2] aralig yerine pg = 1.5 olmak tizere [1, 1.5] araliginda {p, }52
dizisini goz Oniine alahm. [1, 1.5] arahginda {p, }52, dizisi yakimsaktir ve
yukarida oldugu gibi g4(x) < 0 saglandigindan g3(z) fonksiyonu monoton
azalandir. Dolayisiyla her x € [1,1.5] igin

1 <128~ g3(1.5) < gs(z) < gs(1) = 1.5

esitsizligi gergeklendiginden gs fonksiyonu [1, 1.5] araligini kendi igine res-
meder. Diger taraftan |g5(z)| < |¢’(1.5)] = 0.66 < 1 saglandigindan Te-
orem 2.2.7°e gore yakinsakligin saglandigi sonucuna ulagilir ki biz zaten
yukaridaki tabloda kok degerine bir yaklagim elde etmigtik.

ga(x) = % seklinde tamimlanan fonksiyon [1, 2] araliginda stireklidir.
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oldugundan [1,2] araliginda monoton azalandir. Dolayisiyla maksimum
degerini araligin sol ucunda minimum degerini ise sag ucunda alir. Buna
gore her z € [1,2] igin

1<1.29 % g4(2) < ga(x) < ga(1) ~ 141 < 2

esitsizlikleri saglandigindan g4(x) € [1,2] bagmtis: elde edilir. Diger ta-
raftan

5

5
’7 VIO + 2)3/2

i)l = VIO 4 a2

< max
1<z<2

5
=|———|=0.14142 < 1
]
sonucuna ulagilir ki buna gore Teorem 2.2.7’e gére yakinsama garantidir.
Daha fazla olarak, tiirev i¢in elde edilen birden kiigiik tist smr degeri (d)
sikkinda yaklagik olarak 0.14142, (c¢) sikkinda ise 0.66 olarak elde edildi-
ginden Sonug 2.2.8’e¢ gore g4 fonksiyonu sabit noktasina gs’e gore daha
hizli yakinsayacaktir. Bu olgu yukaridaki tablodan da gézlemlenmektedir.
(e) Sabit nokta fonksiyonun gs(z) = x — %ﬁ seklinde secilmesi ile yu-
karida yakimsakligini ortaya koydugumuz tiim fonksiyonlardan daha hizh
bir bigimde sabit noktaya yakinsayan bir {p, }2, dizisi elde edilmis olur.
Okuyucu diger siklardaki gibi hareket ederek bu durumu analiz etmelidir.
Ornek 2.2.10. (a) sinz — 4 = 0 denkleminin [1,7/2] arahigindaki ¢ozii-
miinii Sabit-Nokta Metodu ile elde etmek igin bir g(x) sabit nokta fonk-
siyonu belirleyiniz.

(b) (a) sikkinda elde edilen g(z) fonksiyonunu kullanarak py = 1.4 olmak
iizere yukarida verilen denklemin ¢oziimiinii ¢ = 10~6 hassaslikla bulmak
igin yapilmas: gereken iterasyon sayisini hesaplayiniz.

Cozim.

(a) sinz—4 =0 = z = 1.4sinz oldugundan g(z) = 1.4 sin 2 fonksiyonunun
[1,7/2] arahginda Sabit Nokta Teoreminin kosullarini sagladigim goste-
relim. Yukaridaki sekilde tanimlanan g(z) fonksiyonun [1, 7/2] araliginda
siirekli oldugu agiktir. Ayrica g’(x) = 1.4 cos z fonksiyonu her x € [1,7/2]
i¢in pozitif oldugudan g(z) fonksiyonu verilen aralikta monoton artan-
dir. Dolayisiyla maksimum degerini 7/2’de ve minumum degerini ise 1’de
alir ve g(z) fonksiyonunun alacagi tiim degerler g(m/2) ve g(1) degerleri

arasinda olur.
g(n/2) = 1.4sing =14< g = 15708

ve

g(1) = 1.4sin1 =1.1781 > 1
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gergeklendiginden her x € [1,7/2] i¢in g(x) € [1,7/2] saglanwr. Yani g(z)
fonksiyonunun [1,7/2] araliginda en az bir sabit noktasi vardir. Diger
taraftan

lg'(x)| = |1.4cosz| = 1.4|cosz| < 1.4 | Juax | cos x|
ST 5

oldugundan h(z) = cosx dersek bu fonksiyon = € [1,7/2] igin h'(z) =
—sinz < 0 Ozelligini sagladigindan monotan azalandir ve ekstremum
degerlerini u¢ noktalarda alir. Buna goére

|h(1)] = | cos 1| = 0.54030 > |h(m/2)| = cosg ~0
oldugundan

lg'(z)] <14 max |cosz|=1l.4cosl=Fk=0.75642 < 1
1<z <%

elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki gsekilde tanimlanan g(x) fonksiyonunun
[1,7/2] araliginda tek tiirlii belirli bir sabit noktas1 vardir.

(b) po = 1.4 ise p1 = g(po) = 1.4sinl.4 = 1.3796’dir. n iterasyon sayisini
gostermek tizere |p, — p| < %\pl — po| < 1079 oldugundan

0.75642™

| < 0T3042"
Pr=P 0.24358

— " 1. -1.4/<10°6
S T omser AT6 LIS 1070 =

(0.0204) < 107% =

0.75642" < 0.11940 x 107* = nlog(0.75642) < log(0.11940 x 10_4) =
n(—0.12124) < —4.9230 = n > 40.605
yani n > 41 elde edilir.

Ornek 2.2.11. Sabit Nokta Metodunu kullanarak ze® = 0.3 denkleminin
[0.1,0.9] arahigindaki kokiinii bes-dijit yuvarlama aritmetigi kullanarak py = 0.2
olmak iizere 10~* hassaslikla hesaplayiniz.

Coziim. f(x) = xze® — 0.3 fonksiyonunun bir sabit nokta fonksiyonunun g(x) =
0.3e™* oldugunu gosterelim. Agik olarak {istel g(x) fonksiyonu R’de ve 6zel
olarak [0.1,0.9] araliginda siireklidir. Ayrica g'(x) = —0.3¢™® < 0 esitsizligi her
z i¢in saglandigindan fonksiyon monoton azalandir. Dolayisiyla g(z) maksimum
degerini [0.1,0.9] araliginin sol, minimum degerini ise sag ucunda alir.

9(0.1) = 0.3¢7%1 = 0.27145 < 0.9
9(0.9) = 0.9¢7%? = 0.12197 > 0.1

oldugundan her z € [0.1,0.9] i¢in g(z) € [0.1,0.9] saglanir. Dolayisiyla Sa-
bit Nokta Teoremi'ne gore verilen aralikta g(z) fonksiyonunun en az bir sabit
noktas1 vardir. Ayrica

lg'(x)] = 10.3¢7"| £ 0.3 max e *=03e "' =027145=k<1
0.152<0.9
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saglandigindan yani g(z) fonksiyonunun mutlak degeri iistten & = 0.27145
gibi birden kiigiik bir sayi ile sinirh oldugundan, Sabit Nokta Teoremi'ne gore
[0.1,0.9] araliginda g(x) fonksiyonunun sabit noktasi tek tiirlii belirlidir. Simdi
Sabit Nokta Metodunu kullanarak 10~* hassaslikla istenen kokii bulalim. Buna
gore

Pn = g(pnfl) = pp = 0.3e7 P!

oldugundan

Pn 9(pn) [P — 9(pn)|
0.20000 0.24562 0.45620x 10!
0.24562 0.23467 0.10950x 107!
0.23467 0.23725 0.25800x 1072
0.23725 0.23664 0.61000x10~3
0.23664 0.23678 0.14000x10~3
0.23678 0.23675 0.30000x10~*

Tk W~ O3

elde edilir. Dolayisiyla f(x) = ze® — 0.3 fonksiyonun [0.1,0.9] araligindaki kokii
10~* hassaslikla ps = 0.23675 olarak bulunur.

2.3 Newton, Secant ve Regula Falsi Metotlari

Newton metodu ya da diger bilinen bir ismi ile Newton-Raphson metodu
kok bulma probleminde kullanilan en giiglii ve iyi bilinen metotlardan birisidir.
Bu béliimde anlatilacak diger yaklagim teknikleri Newton metodu kullanilarak
elde edilmektedir. Newton metodunu ortaya koymak i¢in pek ¢ok yol izlenebilir.
Biz metodun ingaasini Taylor polinomlar ile yapacagiz.

2.3.1 Newton Metodu

f € C?[a,b] olsun. f'(pg) # 0 ve |p—po| farks yeterince kiiciik olmak iizere p kok
degerine pg € [a,b] gibi bir yaklagim yapilsin. f(z) fonksiyonunun py civarinda
birinci Taylor polinomunu £(x) sayis1 x ile py arasinda olmak {izere

- ’ (m - p0)2 7
f(@) = f(po) + (x — po) f'(po) + Tf (€(2))
seklinde yazilabilir. Burada eger x = p almrsa &(p) sayisi p ile py arasinda

olmak tizere

£2) = o) + (0~ 20) £ ) + B2 (e

elde edilir. f(p) = 0 oldugundan

0= 1(p0) + (0 p0) " p0) + L )

esitligine ulagilir.
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Newton metodu |[p—po| farkinim ¢ok kiigiik oldugu varsayimi altimda (p—pg)?
degerinin ¢ok daha kiigiikk olmasi olgusuna dayanir. Buna gore olugan hata
ihmal edilebilir bir biiyiikliiktedir. Dolayisiyla

0~ f(po) + (p—po)f (po)

yazilabilir. Bu ifade p’ye gore diizenlenirse

f(po) ’
~ pg — = p1, 0
P = Ppo F(po) p1; f'(po) #
elde edilir. Rekiirsif olarak n > 1 i¢in {p, }5>, dizisi
f(pn—1)
= pyq — 2Pl 2.7
P Pt f'(Pn-1) ( )

seklinde tamimlanirsa py baglangi¢ yaklagimi olmak tizere Newton metodu elde
edilmis olur (Bkz. Sekil 2.9).
Ay

f'(p1) egimi v=Iw

f(p1))

f'(po) egimi

(Pos f(po))

Sekil 2.9: Newton metodu

Ikiye bélme metodunda agiklanan tiim durma kriterleri Newton metodunda
da kullanilabilir. Yani, bir € degeri verildiginde ps, ps,--- ,pr her bir adimda

kdk degerine yapilan yaklagimlar olmak {izere n =1,--- | k i¢in
[pn — Pn—1] <, (2.8)
o =pucal g (2.9)
[pn|
veya
|f(pn)| <€ (2.10)
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esitsizliklerinden herhangi biri saglandiginda yapilan yaklagimin istenen hassas-

likta oldugu kabul edilebilir. Fakat biliyoruz ki ne (2.8) ne (2.9) ne de (2.10)’dan

elde edilen sonuglar |p,, — p| ger¢ek hata degerine tam olarak esit degildir.
Newton metodu n > 1 igin

f(pn—1)
9(Pn—1) = Pn—1 — = (2.11)

f l(pnfl)
olmak tizere p,, = g(pn—1) seklinde tanimlanan fonksiyonel bir iterasyon tekni-
gidir. Bu metodun herhangi bir n icin f/(p,—1) = 0 degerini almas1 durumda
kullamlamayacag (2.7)’den agiktir. Daha sonra gosterilecegi iizere teknik, f’
ifadesinin simirimin sifira uzak olmasi durumda daha kuvvetli hale gelmektedir.

Ornek 2.3.1. f(z) = cosz — « = 0 foksiyonu goz 6niine almsm. (a) sabit
nokta ve (b) Newton metotlarini kullanarak f(x) fonksiyonunun kék degerine
bir yaklagimda bulununuz.

Coziim.

(a) Verilen kok bulma problemi 2z = cos x seklinde bir sabit nokta problemine
dontgtiirilebilir. Sekil 2.10’dan goriildiigi gibi = cosz denkleminin tek
tiirld belirli sabit noktasi [0, 7/2] arahginda yer alir.

Sekil 2.10: x = cosx ve y = x egrilerinin grafikleri

po = /4 olmak tizere n > 1 i¢in p,, = g(pp—1) = cos(pn—1) alimirsa sabit
nokta iterasyonu ile agagidaki tablo elde edilir:

p7L
0.7853981635
0.7071067810
0.7602445972
0.7246674808
0.7487198858
0.7325608446
0.7434642113
0.7361282565

N O Ul W RO
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Bu agsamada dikkat edilmesi gereken bir husus yakinsamanin gz 6niine
alian fonksiyon i¢in ¢ok yavag oldugudur. Zira uygulanan sekiz adimda
Dn = g(Pn—1) esitligi saglanmamigtir. Dolayisiyla adim sayisini arttirmak
gerekir.

(b) f(x) = cosz —a = 0 fonksiyonunun f’(z) = —sinz — 1 tiirevi iizerinde
calgilan [0, /2] araligida sifirdan farkl oldugundan Newton metodu kul-
lanilabilir. Buna gére pg = 7/4 se¢ilir ve n > 1 i¢in

_ fpn—1) COS Pr—1 — Pn—1
Pn = Pn-1 — = Pn = Pn-1— s
—sinpp,—1 —1

f/(pn—l)

dizisi goz oniine alinirsa asagidaki tablo degerleri elde edilir:

Pn
0.7853981635
0.7395361337
0.7390851781
0.7390851332
0.7390851332

B wNn - o3

Tabloya gore 10 ondalik basamak alimarak yapilan bu yaklagimda ps ile
pg degerleri aymi oldugundan aranan kok degerinin 0.7390851332 oldugu
sonucuna ulagilir.

2.3.1.1 Newton Metodunda Yakinsama

Ornek 2.3.1°de goriildiigii iizere Newton metodu ile az sayida iteresyonla, yakin-
samasi ¢ok hizli yaklagimlar yapmak miimkiindiir. Ornek 2.3.1’de sabit nokta
metodu ile elde edilen yedinci iterasyon degerinden daha iyi bir yaklagima New-
ton metodunun ilk iterasyonunda rastlanmaktadir. Simdi Newton metodunun
neden bu kadar etkili oldugunu inceleyelim: Newton metodunun Taylor serisi
kullanilarak yapilan ingaasinda pg baglangi¢ yaklagimi biiyiik 6nem tagimakta-
dir. Ashinda en kritik varsayim |p—pp| degerinin ¢ok kiigiik oldugu ve dolayisiyla
(p — po)? ifadesini iceren terimin ihmal edilebilecegidir. Bu varsayim py bag-
langi¢ yaklagimi p gergek kok degerinden ¢ok farkli olmasi durumunda gegersiz
olacaktir. Eger py yaklagimi gercek kok degerine yeterince yakin degil ise Ne-
wton metodu ile yapilan yaklagimda yakinsamanin saglanamayacag: siiphesi
olugabilir. Cogu durumda, istisnalar olmakla birlikle, zayif baglangic yaklagimi
altinda dahi yakimsamanin gergeklendigi gozlemlenmektedir.

Teorem 2.3.2. f € C?[a,b] olsun. Eger bir p € (a,b) icin f(p) = 0 ve
f'(p) # 0 kosullar saglanwyorsa, alinan her py € [p—38, p+48] baslangig yaklagima
i¢in Newton metodu kullamilarak yaratilan {p,}5>, dizisinin p kok dejerine ya-
kinsamasine saglayacak bir 6 > 0 sayist vardar.
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Kanat. Ispat Newton metodunun

W
W= )

olmak tizere n > 1 i¢in p, = g(pn—1) seklinde bir fonksiyonel iterasyon olarak
analiz edilmesi olgusuna dayanir. k sayisi (0, 1) araliginda yer alsin. g fonksiyo-
nunun kendini kendi i¢ine resmettigi bir [p—d, p+4] araligin, her x € (p—4, p+4)
i¢in |¢'(z)| < k esitsizligi saglanacak sekilde tespit edelim.

Analiz derslerinden biliyoruz ki [a,b] aralifinda siirekli bir h fonksiyonu
i¢in p € (a,b) olmak iizere h(p) # 0 kogulu saglaniyorsa, [a, b]'nin bir alt aralig:
olan [p — d1,p + 1] araliginda yer alan her x degeri igin h(z) # 0 esitsizligini
saglayacak bir d; > 0 sayist mevcuttur. h = f’ olarak goz oniine alinabilir. Zira
f/ stireklidir ve f’(p) # 0 kogulunu saglar. Buna gore bir §; > 0 sayisi igin
x € [p—061,p+ 1] C [a,b] olmak tizere f'(x) # 0 esitsizligi gergeklenir. Diger
taraftan f € C2[a,b] ve her = € [p — &1,p + 61] icin

gy =1 @) f(x) = f)f"(x) _ f@)f"(2)

[f' ()] TP
oldugundan g € C*[p — 81, p + 1] bulunur.
f(p) = 0 kabulii altinda

oy L0
' [f' ()

oldugu sonucu elde edilir. Diger taraftan yine analiz derslerinden biliyoruz ki
[a,b] arahiginda siirekli bir A fonksiyonu i¢in p € (a,b) olmak tlizere h(p) = 0
kosulu saglaniyorsa, [a, b]’nin bir alt araligi olan [p—§, p+ 4] araliginda yer alan
her  degeri igin |h(z)| < k esitsizligini saglayacak bir § > 0 sayis1 mevcuttur.
Gerekli kosullar1 sagladigindan h = ¢’ alinabilir. Bu durumda 0 < § < §;
kosulunu saglayan bir § sayis1 igin « € [p—4d, p+ 8] C [a, b] olmak tizere |¢'(z)| <
k esitsizligi gerceklenir.

Simdi ¢ fonksiyonunun [p — d,p + 4] araligini kendi i¢ine resmettigini gos-
terelim: Ortalama Deger Teoremi’ne gore = € [p — d,p+ 4] icin |g(z) — g(p)| =
lg'(©)]|x — p| esitligini saglayacak bir £ sayis1 z ile p arasinda mevcuttur. Buna
gore

l9(x) — 7| = l9(x) — 9)| = 19'©)llz — p| < Kl — p| <z~ p]

elde edilir. z sayis1 ¢ € [p— 4, p+4] araliginda yer aldigindan |z —p| < § saglanr
ve dolayisiyla |g(z)—p| < § oldugu sonucuna ulagilir. |g(x)—p| < ¢ yazihmindan
her z € [p—d0,p+ 6] igin p — § < g(x) < p + 0 esitsizligi elde edildiginden ¢
fonksiyonunun [p — 4, p + §] araligim kendi i¢ine resmettigi bulunur.

Yukarida elde edilen tiim ¢ikarimlardan g(z) fonksiyonunun [p—4, p+4] ara-
higinda Sabit Nokta Teoreminin (Teorem 2.2.7) kogullarini sagladig sonucuna
ulagilir. Dolayisiyla ner n > 1 igin

f(pnfl)

Pn = g(Pn-1) = Pp-1 — F o)
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seklinde tanumlanan {p, }5>; dizisi her pg € [p — d,p + J] baslangig yaklagim
igin p kok degerine yakinsar. O

Teorem 2.3.2°den anlagilacag iizere uygun po ilk yaklagimi ile Newton me-
todu kok degerine yakimsayan bir dizi elde etmemize olanak tanir. Ayrica g
fonksiyonunun sinir1 olan k sayisi yakinsamanin hizinda énemli rol oynar. Buna
gore k sayist 0’a ne kadar yakin ise yakinsama o kadar hizl olacaktir. Bu sonug
Newton metodu igin 6nemli olmakla birlikte ¢ sayisinin ne sekilde belirlenecegi
konusunda herhangi bir bilgi vermediginden uygulamada nadiren kullanilir.

Ornek 2.3.3. py = 3 baslangic yaklagimi olmak ifizere bes-dijit yuvarlama
aritmetigi kullanarak y = 23 — 4z — 5 ve y = e® — 4z — 5 egrilerinin bir kesim
noktasini Newton metodunu ile € = 10~3 hassaslikla hesaplayimiz.

Céziim. Bu iki egri aym bir (z, %) noktasinda kesigseceginden 2® —4x —5 = e* —

4z — 5 = 23 = €7 esitligini saglayan = noktasi ya da buna denk olarak f(z) =

2% — e® fonksiyonunun kékleri aranmalidir. f(x) fonksiyonu her mertebeden

siirekli tiirevlere sahip ve f’(x) = 322 — e? tiirev fonksiyonu py = 3 baslangig

yaklagimi igin f/(po) = f/(3) = 3- 32 — €3 = 6.9145 # 0 sagladigindan Newton
fpn—1)

metodu kullanilabilir. Buna gore p, = pn,—1 — o) i¢in gerekli iglemler
agagidaki gibi yapilir:
f(po) f3) 6.9145
= — =3 = -3 _ -9
PR o) T PG T 60185
|f (o) = [£(2)] = 0.61094 > ¢
() £ 0.61094
- — -2 =2 =1.
N 7 R 6] BT
|£(p2)] = | £(1.8675)| = 0.40915 x 107! > ¢
f(p2) f£(1.8675) 0.040915
3 =p2— =1 - =1. ————— =1.8572
P3 = p2 o) 8675 F(1.8675) 8675 3.0906 8572 =
If(p3)] = |£(1.8572)] = 0.63619 x 10~ < ¢
n_ pn 1f (pn)]
0 3 6.9145
1 2 0.61094
2 1.8675 0.40915 x 1071
3 1.8572 0.63619 x 10~4

Buna gore yukarida verilen iki egrinin kesim noktasinimn apsisine, 10~2 hassas-
likla yapilan yaklagimin degeri ps = 1.8572 olarak elde edilir.

2.3.2 Secant Metodu

Newton metodu ¢ok giiglii bir kok bulma teknigi olmakla birlikte her iteras-
yonda f fonksiyonunun tiirevinin aldig1 degerin kontrol edilmesi gerekliligi bir
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zorluk olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Bu problemi ortadan kaldirarak Newton
metodundan daha zayif bir metot elde etmek miimkiindiir.
Bir p,,—1 noktasindaki tiirev

Flon) = tim 1@ =F@o-t)

T—Pn—1 T — Pn-1

ifadesi ile verildiginden p,,—; degerinin p,_o’ye yakin oldugu kullanilarak

F (o) o LD =S @uo) _ Sonc) = S pn2)
Pn—2 = Pn-1 Pn—1 — Pn-2

elde edilir. Bu yaklagim degeri

P = Proei — J(pn—1)
T (paey)
seklinde verilen Newton metodunda kullanilirsa
R f(Pn-1)
Pr= Pt ™ 3 )= F(on2)
Pn—1—"Pn-2 (212)

f(pn—l)(pn—l - pn—2)
f(pnfl) - f(pn72)

ifadesine ulagilir. Yukarida ifade edilen kok bulma teknigine Secant Metodu
ad1 verilir (Bkz. Sekil 2.11). Sekant metodunda Newton’dan farkli olarak pgy ve
p1 gibi iki tane baglangi¢ yaklagimi belirlemek gerekir.

=Pn-1—

Ay

Sekil 2.11: Secant metodu



Ornek 2.3.4. Ornek 2.3.1’de gz éniine alman z = cosz denkleminin ¢dzii-
miine Secant metodunu kullanarak yaklagimlarda bulununuz. Buldugunuz bu
yaklagimlar: Newton metodu ile elde edilen yaklagimlarla kiyaslayiniz.

Céziim. f(z) = cosz — = olmak iizere, Ornek 2.3.1’de py = 7/4 baslangic
yaklagimi i¢in Newton ve sabit nokta metotlar: ile elde edilen yaklagimlarin
kargilagtirilmas: yapilmigti. Simdi problemi Secant metodu ile ¢ézelim. Bunun
i¢in iki tane baglangic yaklagimina ihtiyag vardir. pg = 0.5 ve p; = 7/4 olarak
secilsin. n > 2 i¢in

D = Pt — f(Pn-1)(Pn—1 — Pn_2)
f(pnfl) - f(pn—2)
(cospn—1 = Pn—1)(Pn—1 — Pn—2)
COSPn—1 — Pn—1) — (COSPr—2 — Pn—2)

=Pn-1—
(

iterasyonu yapilarak agagidaki tablo elde edilir:

Dn
0.5000000000
0.7853981635
0.7363841388
0.7390581392
0.7390851493
0.7390851332

Uk W N~ O3

Ornek 2.3.1°den biliyoruz ki on ondalik basamak kullanilarak yapilan yaklagim
ile elde edilen kok degeri 0.7390851332'dir ve bu degere Newton metodu ile
ps yaklagiminda, Secant metodu ile ps yaklagiminda ulagilmigtir. Bu 6rnekte
Secant metodunun yakinsama hizi Newton metoduna gore daha yavag iken
sabit nokta iterasyonu metodunun yakinsama hizina kiyasla ¢ok daha hizhdir.

Ornek 2.3.5. po = 1 ve p1 = 1.2 olmak lizere Secant Metodunu kullanarak
Inz = cosz denkleminin bir ¢éziimiinii beg-dijit yuvarlama aritmetigi ile ¢ =
1073 hassaslikla hesaplaymiz.

Coziim. f(z) = Inx — cosz olsun. Bu denklemin kokleri bize yukaridaki esit-
ligi saglayan x degerini verir. Simdi Secant metodunu uygulayarak ¢ = 1073
hassaslikla pg = 1 ve p; = 1.2 i¢in koke yaklagim yapalim.

_ _ f(pn—l)(]?n—l - p'n72)
e S

o8




oldugundan

f(p1)(P1 —po) fa.2)a.2-1)
P ) — Fe) 0 702 — )
(—0.18004)(0.2)
(—0.18004) — (—0.54030)
f(p2) = £(1.3) = —0.51346 x 1072 =
If(p2)] = |f(1.3)] = 0.51346 x 1072 > e =103
R f2)p2 —p1) _ 5 f(3)(A3-12)
fp2) = f(p1) f(1.3) - f(1.2)
(—0.51346 x 1072)(1.3 — 1.2)
(—0.51346 x 10~2) — (—0.18004)
f(p3) = £(1.3029) = —0.11084 x 1073 =

|£(ps)| = | £(1.3029)] = 0.11084 x 1073 < ¢ = 1073

=12- =13

=13 - = 1.3029

elde edilir. Buna gore aranan kok p ~ p3 = 1.3029 olarak hesaplanir.

n  Pn f(pn)‘

0 1 — 0.54030]

1 1.2 | —0.18004]

2 1.3 | —0.51346 x 1072|
3 1.3029 [0.11084 x 1073

2.3.3 Regula Falsi Metodu

Eger bir yaklagimda Secant metodunu kullanarak iterasyonlar olusturur, ayni
zamanda ikiye bélme metodunda oldugu gibi her bir adimda koki ihtiva eden
aralig1 test ederek ilerlersek Regula Falsi Metodu ile bir yaklagimda bulun-
mug oluruz.

Bu metotla énce f(po) f(p1) < 0 kogulunu saglayan po ve p; baglangig yakla-
simlari secilir. Daha sonra Secant metodunda elde edilen iteratif formiil kullani-
larak, (po, f(po)) ve (p1, f(p1)) noktalarini birlegtiren dogrunun z eksenini kes-
tigi nokta olan py yaklagimi bulunur. ps yaklagimim elde etmek icin f(po), f(p1)
ve f(p2) degerlerinin igaretlerine bakilir. Eger f(p1)f(p2) < 0 ise (p1, f(p1)) ve
(p2, f(p2)) noktalarim birlegtiren dogrunun z eksenini kestigi nokta ps yakla-
sum olarak elde edilir. Eger f(po)f(p2) < 0 ise (po, f(po)) ve (p2, f(p2)) nok-
talarini birlegtiren dogrunun z eksenini kestigi nokta ps yaklagimi olarak elde
edilir. Bu prosediir tekrarlanarak py, ps, - - - yaklagimlar: bulunur.

Sekil 2.12’de grafik anlamda Secant ve Regula Falsi metodu arasindaki fark
gosterilmektedir. Secant metodunda isaretine bakilmaksizin elde edilen arda-
sik yaklagim noktalarini birlestiren dogrunun = eksenini kestigi noktanin yeni
yaklagim degeri olarak elde edilmesine kargin, Regula Falsi metodunda ardagik
yaklagim noktalarini birlegtiren dogru parcasinin x eksenini kestigi yeni yak-
lasim noktasimn igaretinin kendinden onceki iki yaklagimin isaretleri ile kar-
silagtirilmas1 yapilmaktadir. Sekil 2.12’de goriildiigii lizere Secant ve Regula
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