3 Interpolasyon ve Polinomsal Yaklasimlar

3.0.2 Giris

Amerika Birlesik Devletleri’'nde her 10 yilda bir niifus saymmi yapilmaktadir.
Buna gore 1950 ile 2000 yillar1 arasinda yapilan niifus sayimi sonucu elde edilen
veriler agagidaki tabloda ve grafikte gosterilmektedir:

Yil Niifus
1950 | 151,326,000
1960 | 179,323,000
1970 | 203,302,000
1980 | 226,542,000
1990 | 249,633,000
2000 | 281,422,000
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Verilen datalar igiginda 1975 ve hatta 2020 yilinda olugacak niifus yogunlugu
hakkinda bir yaklagim yapilmasi istenebilir. Bu tip bir kestirim yapmak igin soz
konusu noktalardan gegen bir fonksiyon kullanilir. Bu prosese interpolasyon adi
verilir.



3.1 Interpolasyon ve Lagrange Polinomu

Reel sayilar climlesini kendi igine resmeden en kullanigh ve iyi bilinen fonksi-
yonlar siifi, n negarif olmayan bir tamsay1 ve ag,--- ,a, reel sabitler olmak
lizere

Po(z) = anx™ + n_ 12 4+ - F a1z + ag

formundaki cebirsel polinomlardir. Bu tip fonksiyonlarin 6nemi diizgiin yaklagik
siirekli fonksyonlar olmalaridir. Yani, kapali bir aralikta taniml ve siirekli her
fonksiyona istenildigi kadar yakin bir polinom vardir. Bu durum Weierstrass
Yaklagim Teoremi’nde agik¢a ortaya koyulmaktadir (Bkz. Sekil 3.1).

Sekil 3.1: Polinom ile bir fonksiyona yaklagma

Teorem 3.1.1. f fonksiyonu [a,b] aralginda taniml ve siirekli olsun. Her
e > 0 saysina karsiik bir P(x) polinomu

|f(z) = P(x)| <&, = € a,b]
esitsizligini saglayacak sekilde mevcuttur.

Bu teoremin ispat1 herhangi bir reel analiz kitabinda bulunabilir.

Fonksiyonlara polinomlarla yaklagim yapilmasinin bir diger énemli nedeni
ise tiirev ve integral degerlerinin kolayca hesaplanmasi ve sonugta elde edilen
fonksiyonun da yine bir polinom olmasidir.

Boliim 1.1’de Taylor polinomlar: incelenirken niimerik analizin temel unsur-
larindan biri oldugu vurgulanmigti. Bu algiyla polinom yaklagiminda 6zellikle
Taylor polinomlarinin kullanilacagy gibi bir beklenti olusabilir. Fakat, Taylor
polinomlari ile, etrafinda agildig1 noktada tam, bu noktanin civarinda yaklagik
ve noktadan uzaklagtikca hassashigi kot yaklagimlar elde edildiginden polinom
yaklagimindan bekleneni gerceklemezler. Bunun yerine bir aralik boyunca iste-
nen hassashigi gercekleyen bir polinom kullanmak gerekir. Ornegin, f(z) = e®

76



fonksiyonunun zg = 0 civarindaki ilk alt1 Taylor polinomu g6z éniine alinsin:

x? 2?2 a8
Po(z) =1, Pi(z)=1+u, P2($)=1+»’17+77 P3($)=1+x+7+€7

3 4 IS 1?4 335

P =14at ot T D e ) m 1t e
W Ty T Ty W T T T Y T T T a0
Yukaridaki polinomlara ait grafikler Sekil 3.2’de gésterilmektedir. Her ne kadar
yiiksek mertebeden polinomlar kullanilsa da sifir noktasindan uzaklagtikga o-

lugsan hata degeri daha da biiyiimektedir.

Y
204

./ v="b)
y=e€ ),y = P4(x)
15+
/ y=Ps(x)
10+ ) y _ PQ(;[)
5 y="Pi(x)
= ‘ : Yy = Po(x)
1 T ) 5%

Sekil 3.2: f(z) = e* fonksiyonunun grafigi

f(x) = €® fonksiyonu i¢in daha iyi yaklagimlar yiiksek mertebeden Taylor
polinomlar igin elde edilmis olsa da bu durum biitiin siirekli fonksiyonlarda
gegerli degildir. Ters ornek olarak, f(z) = 1/x fonksiyonunun zp = 1 civarin-
daki Taylor polinomunu kullanarak f(3) = 1/3 degerine yapilan yaklagimi g6z
Oniine alalim:

fl@) =27t f(@) = -2, f"(x) = (-1)*227°
ve en genel halde tiirev formiilii
F9 (@) = (~1) kla !
oldugundan Taylor polinomlar:

Py =3 T W f = S 1 -1y

n=0 n=0

formiiliinden elde edilir. Artan n degerleri i¢in P(3) = 1/3 degerine yapilan
yaklagimda P, (z) polinomlar1 kullanildiginda elde edilen sonuglar agagida lis-
telenmektedir. Buna gore n degeri biiyiidiikge yaklagimdan elde edilen sonuglar
kabul edilemez hale gelmekte, hata goz ardi edilebilir olmaktan ¢ikmaktadir.

n 0] 1 ]2]3[4] 5 [6] 7
P,(3) 1] -1 |3 |-5 |11 ] —21 43| =85
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3.1.1 Lagrange Interpolasyon Polinomlar:

f(zo) = yo ve f(x1) = y1 olsun. Yani f fonksiyonu (x¢,yo) ve (21,y1) nokta-
larindan gegsin. Simdi bu noktalardan gegen, yani (zo,yo) ve (z1,y1) noktala-
rinda f fonksiyonunu kesen birinci dereceden interpolasyon polinomunun ne
sekilde yazilabilecegini aragtiralim. Zira bu polinom yardim ile (zo,z1) ara-
Iiginda yer alan degerler i¢in verilen fonksiyona, elde edilen en fazla birinci
dereceden interpolasyon polinomu ile yaklagim yapilabilir.

Simdi

r— T xr — Xo

Lo(z) = ve Lqi(z) =

To — I1 T1 — Zo
fonksiyonlarim tammlayalim. (zg,y0) ve (z1,y1) noktalarindan gegen lineer
Lagrange interpolasyon polinomu

T fwg) + 2 f(a)

To — 21 Tr1 — Xo

P(x) = Lo(x) f(x0) + L1(x) f (21) =

geklinde tanimlanir. Burada
LO(.’CO) = 1, Lo(:L’l) = 07 Ll((EQ) =0 ve Ll(xl) =1
oldugu kullanilarak

Plwo) =1+ f(wo) +0- f(z1) = f(w0) = yo

ve

P(1) =0 f(zo) +1- f(21) = f(z1) = w1
elde edilir. Yani, yukaridaki sekilde tamimlanan P fonksiyonu (zo, yo) ve (z1,y1)
noktalarindan gecen derecesi en fazla 1 olan tek tiirlii belirli bir interpolasyon
polinomudur.

Ornek 3.1.2. (2,4) ve (5,1) noktalarmdan gegen lincer Lagrange interpolas-
yon polinomunu yaziniz.

Coziim. xog =2, yo =4, x1 = 5 ve y; = 1 olmak iizere
z—5 1 z—2 1

L0($)=2_5:—§(1-75) ve L1(1)=5_2:§

(z—2)

seklinde elde edilir. Buna gore istenen lineer Lagrange polinomu
1 1 4 20 1 2
Pz)=—=(-5)-4+-(z-2)-1l=—-2+—+-x—-=—-2+6
(x) 3(:L ) +3(x ) 3”c+ 3 +3£ 3 x+
olarak elde edilir. y = P(z) polinomunun grafigi Sekil 3.3’de gosterilmektedir.
Lineer interpolasyon konseptini genellestirmek i¢in

($07f($0))7 ($17f(701))7 T 7(xn:f(xn))

gibi n + 1 farkh noktadan gegen en fazla n. dereceden bir polinom inga etmeye
caligalim (Bkz. Sekil 3.4).
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Sekil 3.3:

To T1 T2 Iy,

Sekil 3.4: n + 1 noktadan gegen Lagrange interpolasyon polinomu

Oncelikle k = 0,1,--- ,n olmak iizere Ly(zx) = 1 ve i # k icin Ly(z;) = 0
degerlerini alacak bir fonksiyon tanimlayalim. ¢ # k i¢in Ly (z;) = 0 esitliginin
gergeklenmesi igin L (z)’in payimin

(@ —xo)(x — 1) (z — 2p—1) (@ — Tps1) - (2 — Tn)

seklinde bir terim igermesi gerekir. Diger taraftan Li(zr) = 1 olmasi igin ise
paydanin yukarida verilen esitlikte © = z alinmasiyla elde edilen ifadeye denk
olmas gerekir. Buna gore fonksiyonu

(z—mo)(@—w1) - (@ — 1) (® = Tp41) - (T — Tn)
(T —zo) (@ — 1) - (Th — 1) Tk — Tag1) - (T — T)

seklinde tanimlarsak isteneni saglamig oluruz.

Teorem 3.1.3. xg, 21, - ,Zn, n+1 tane farkl nokta ve f, bu noktalarda aldige
degerler bilinen bir fonksiyon olsun. Bu durumda her k =0,1,2,--- n igin en
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fazla n. mertebeden bir polinom
fax) = P(ar)
esitligini saglayacak sekilde mevcuttur. Bu polinom

(@—zo)(w—m1) - (¢ — 1) (@ — Tpq1) -~ (T — Tn)

Li(z) =
(@) (T —x0) (Tl — 1)+ (T8 — Te—1) (T — Tie1) -+ (Tk — Tn)
w (3.1)
= H —1716:051’""”
i=0,ik Tk T T

olmak tizere

n

P(z) = f(zo)Lo(z) + fe1)Li(x) + -+ f(wn)Ln(x) = > f(xx)Li(z) (3.2)

k=0
seklinde tamumlanar ve n. Lagrange Interpolasyon Polinomu adwa alir.

Ornek 3.1.4. (a) zp = 2, ;1 = 2.75 ve x5 = 4 noktalarim kullanarak f(z) =
1/x fonksiyonu igin ikinci Lagrange interpolasyon polinomunu yaziniz.

(b) Yukarida elde edilen polinomu kullanarak f(3) = 1/3 degerine bir yakla-
simda bulununuz.

Cozim.
(a) Oncelikle Lo(z), Li(x) ve Lo(x) katsayr polinomlarini tespit edelim:
(x—2.75)(x —4) 2

Lo(z) = @ _am)e—1) = g(xf 2.75)(z — 4),
 (z=2)(z—-4) 16
L@ =gmnaens-n - BE 29

and

_(z—=2)(x—275) 2
Diger taraftan f(zo) = f(2) = 1/2, f(z1) = f(2.75) = 4/11 ve f(x3) =
f(4) = 1/4 degerleri

P(z) =Y f(ax)Li(x)

ifadesinde kullanilirsa

P(z) = f(zo)Lo(x) + f(z1)L1(2) + f(z2)La(z)
= 22— 2T)(r —4) — 1o (@~ 2w~ 4) + {2 (e~ 2)(z ~2.75)
, 35 49

= —r° — — —

22" T T u
ikinci Lagrange interpolasyon polinomu elde edilir (Bkz Sekil 3.5).
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-05}

Sekil 3.5: f(z) = 1/z ve P(z) = Sa? — g—gx + 4 fonksiyonlarnimn grafikleri

(b) Yukarida elde edilen polinom kullanilarak f(3) = 1/3 degerine bir yakla-
$m
1 35 49 29 _
3)~ P(3)= 53— —3+ — = — ~0.32954
1) ®) 22 88 + 44 88

olarak elde edilir.

Goriildiigii lizere Lagrange interpolasyon polinomu kullanildiginda elde
edilen bu yaklagim, boliimiin baginda zo = 1 civarinda f(z) = 1/x fonk-
siyonunu ¢esitli mertebelerden Taylor polinomununa agmak suretiyle elde
edilen f(3) yaklagimlarima kiyasla ¢ok ¢ok daha iyidir.

Teorem 3.1.5. xg,x1,- - , &, birbirinden farkl [a,b] araliginda n + 1 tane
nokta ve f € C"*a,b] olsun. Buna gére P(x), (3.2) ile verilen interpolasyon
polinomu olmak tizere her x € [a,b] i¢in xo, 21, ,x, arasinda ve dolayisiyla
(a,b) iginde

fr(E@)

J(@) = P() + =5

(Jf—ﬁo)(.ﬁ—il)"'(l‘—l‘n) (33)

esitligini saglayan bir £(x) sayist meveuttur.

Kanit. Herhangi bir £ = 0,1,...,n igin = z alinr ise f(xy) = P(xy) ola-
cagindan (a,b) araligindan segilen herhangi bir £(xy) sayis1 (3.3) esitligini ger-
gekler. Zird, bu durumda yukaridaki sekilde tanimlanan polinom kullamilarak
yapilan yaklagim tam sonug vereceginden yaklagimin hatasi sifir olacaktir.

Her k = 0,1,--- ,n i¢gin & # xj olsun. Simdi ¢ € [a,b] olmak iizere bir g¢
fonksiyonu

(t—xo)(t —x1) - (t —xp)

(x —z0)(x—m1) -+ (T — 2n)

= () = P() = [f(@) ~ P ][ ;=7

i=0 "

g(t) = f(t) = P(t) = [f () — P(x)]

t*l’i
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seklinde tammlansin. f € C"*{a,b] ve P € C*[a, b] oldugundan g € C"*1[a, b)’dir.
Eger t = zy, ise

n

g(ar) = (o) = Plaw) = [[(@) = P@)] [[ == = 0~ /() - P(@)] x0 =0
i=0 ¢
gergeklenir. Ayrica t = z igin

L= f(2)- Pa)~ [f(2) - P(a)] = 0

o) = £(@) ~ Pla) ~ ()~ P [ ] 2=

i=0 ¢
dir. Buna gore g € C"*1[a, b] fonksiyonunun z,zg, 21, - , 2, gibi n + 2 tane
farkli noktada sifir yeri vardir. Dolayisiyla Genellegtirilmis Rolle Teoremi’'ne
(Theorem 1.1.10) gore (a,b) araliginda bir £ sayis icin g(" 1 (€) = 0 esitligi
gerceklenir. Buradan

Ll —

0= gD (€) = 4D () - PU(E) — (@) — Pla)] (H = )
t=¢

(3.4)
sonucu elde edilir. Diger taraftan P(x), en fazla n. mertebeden bir polinom
oldugundan (n + 1). tiirev ifadesi P+ (), sifira denktir. Ayrica [}, ﬁi—;
garpim sonucu (n + 1). dereceden bir polinom olacagindan, bu polinom

St -y 1
H Ti _ ( - ) t" L4 ('nin diger daha diigiik dereceden terimleri)
i—0 T — Xy H'i:O(x — l‘z)

seklinde yazilir ve (n + 1). tiirevi alinirsa

Aty t—z  (n+1)!
n+1 o n
dintt 2w —z [

sonucu elde edilir. Dolayisiyla (3.4) esitligi

[liso (@ — i)

olarak ifade edilebilir. Son esitlik f(z)’e gore yazilirsa

(n+1)(g) |
fo) = P+ fopyy 1=

0=f0*() =0~ [f(2) - P()]

elde edilir. Bu ise dogrulugu gosterilmesi istenen ifadedir. O

Teorem 3.1.5 ile verilen hata formiilii niimerik diferansiyel ve integral for-
miillerinin elde edilmesinde Lagrange polinomlarimin kullanilmasindan dolay:
biiyiik 6nem tagimaktadir. Daha sonra {izerinde durulacag: iizere, bu teknik-
lerde hata sinir1 Lagrange hata formiilii kullanilarak elde edilecektir.
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Lagrange ve Taylor polinomlariin hata terimleri birbirlerine benzer. Bir
civarinda agilan n. Taylor polinomunun hata terimi

FrI(E(e)
(n+1)!

(x — xo)" !

formundandir ve polinom sadece zy noktasinda verilen bilgilerle olugturulur.
0, %1, -+ , &, gibi farkh noktalar igin yazilan n. Lagrange polinomu ise tiim
bu noktalarda verilen bilgiler ile yazilir ve hata terimi (z—xo)(z—x1) - - - (z—2y,)
seklinde n + 1 tane terimin ¢arpimini igerir:

(n+1) (¢(n
7f n +(€1§! ) (x —zo)(x —21) - (T — Xp).
Ornek 3.1.6. Ornek 3.1.4°de [2,4] araligimda f(x) = 1/ fonksiyonu igin
o = 2, x1 = 2.75 ve 2 = 4 noktalar: kullanarak ikinci Lagrange polino-

munu elde edilmisti. Bu polinoma ait hatanin formunu belirleyiniz ve x € [2, 4]
i¢in f(x) fonksiyonuna ikinci Lagrange polinomu kullamlarak yapilan yakla-
simlarda olusacak hata igin bir sinir tespit ediniz.

Céziim. f(x) = 1/x = 2~ ! oldugundan gerekli tiirevler
flz)=—272, f"(x) =223 ve f"(z) = =624

seklinde hesaplanir. Dolayisiyla £ € (2,4) olmak {izere ikinci Lagrange polino-
munun hata terimi

TRED) (o o) — ) — 22) = (€)™ — D — 275 — 4)

olarak elde edilir. Simdi bu hata igin bir iist sinir belirleyelim: verilen [2, 4] ara-
liginda (£(z))~* ifadesinin alabilecegi maksimum deger 27* = 1/16’dir. Diger
taraftan

35 , 49

g(z) = (z — 2)(x — 2.75)(x — 4) = 2% — 2T 22

polinomunun tiirevi

35 49 35 49 1
D, (x3 — ZCEQ + 2% 22) =322 — Eer 5 = 5(3x - 72z —-7)

oldugundan kritik noktalar = 7/3 ve x = 7/2 seklinde tespit edilir. Bu
noktalarda g(z) fonksiyonunun aldig1 degerler

7 25 7 9
- | = — =~ 0.2314814815 — | = —— =-0.5625
9(3) 108 ”VGQ(Q) 16 e
dir. Dolayisiyla maksimum hata degeri
f"(E(x)) I1_9 o -1
‘ 31 (x —xo)(x —z1)(x —x2)| < 617161 = 256 ~ 0.3515625 x 10

olarak bulunur.
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Ornek 3.1.7. z € [0,1] olmak iizere f(z) = ¢” fonksiyonunun degerleri icin
bir tablo, her bir girdi d > 8 ondalik basamak kullanilarak ve birbirine komsgu
x degerleri arasindaki mesafe, adim uzunlugu, birbirine esgit ve h olacak sekilde
hazirlanmig olsun. Buna gore hangi A adim uzunlugu i¢in mutlak hatasi en
fazla 1075 olan bir lineer interpolasyon polinomu yazilabilir?

Coziim. f fonksiyonu xg, 1, - noktalarinda hesaplanmig olsun ve = € [0, 1]
i¢in bir j indisi z; < x < ;41 esitsizligini saglansm. (3.3) denklemi bir lineer
interpolasyonda hatanin

#(a) ~ P = |71

(x—2)(x —3j41)| = | — xjl|x — 2j41]

_ 1179l
2

formunda oldugunu séyler. Adim araligi h oldugundan z; = jh ve xj41 =
(j + 1)k’ dur ve buna gore

1"l

f@) - P@) = 5

yazilabilir. Dolayisiyla

f@) (mm—) max (o= e~ (5 10))

[(z = jh) (& = (G + 1h)|

celo,1] 2 zj<w<zj1

<5, 8 @—jh)@—G+1)h)
elde edilir. jh < @ < (j + 1)h olmak iizere g(z) = (x — jh)(x — (j + 1)h)
foksiyonu goz 6niine alinsin. Simdi bu fonksiyonun mutlak degerce maksimum
yaptig yeri bulalim. Biliyoruz ki verilen fonksiyonun maksimum ve minimum
noktalar: ya sinirlarda ya da tiirevinin sifir oldugu yerlerdedir. Buna gére

g/(I):(xf(jJrl)h)Jr(a:fjh):2(957]']1,%)

oldugundan fonksiyonun aralik igerisindeki tek kritik noktasi « = jh + h/2’dir.
Bu noktada fonksiyonun aldig1 deger g(jh + h/2) = (h/2)? = h?/4 iken smir
noktalarda aldig degerler g(jh) = g((j+1)h) = 0 olarak tespit edilir. Buna gére
|g(x)| fonksiyonu [jh, (j+1)h] arahginda maksimum degerini kritik noktasinda
alir. Dolayisiyla
e eh?® eh?
- <= < -
(@)= P@)l <5 max |o@@)l <57 =3

elde edilir. Bu lineer interpolasyon yaklagiminda olusacak hata 10~¢ ile sinirh
oldugundan

£@) — P)] < & < 1070

esitsizligini gercekleyen en kiigiik h degerinin secilmesi gerekir. Buna gore

h2
%<1o— :>h2<10‘—:>h<,/ éh<171552777><10_



olmalidir. n alt aralik sayis1 n = % formiilii ile hesaplanan bir tamsay1 oldu-
gundan adim uzunlugunu h = 0.001 seklinde almak istenen hassashiga ulasil-

masini garantiler.

Ornek 3.1.8. (a) zg = —1, #1 = 0 ve 2o = 1 noktalarmda f(z) = sin 5
fonksiyonunu kesen ikinci Lagrange interpolasyon polinomu Ps ()i yazi-
niz.

(b) |f(z) — Py(x)| degeri igin bir smur belirleyiniz.
Cozim.

(a) Once Lagrange katsay1 fonksiyonlarmi hesaplayalim:

(- m)w—x) (2 -0)(z—1) _r(ar—l) I
L) = G T o —ww) — 1= 0) (1= D) 7 3w
(z — zo)(z — 22) (z+1D)(@=x—-1) 2*—-1 9

Li@) (21 — ’Ifo)(.Tl - .162) (O + 1)(0 1) To-1 1-a
. (x—z0)(z—21) (r4+1)(x—-0) (z+Dz 1 5,
L) = G @ —e) — G Da=0) ~ 2z 2@t
Ayrica f(xg) = f(=1) = sin 5+ = —1, f(x1) = f(0) = sin0 = 0 ve
f(z2) = f(1) = sin g =1 oldugundan xo = —1, 1 = 0 ve 22 = 1 nokta-
larinda f(z) = sin ZF fonksiyonunu kesen 1k1nc1 Lagrange interpolasyon
polinomu
Py(x) = f(wo)Lo(x) + f(z1)L1(z) + f(22)La2(x)
= (- )é(z?—x>+o<1—x2>+<l>§<x2+m>
—%( 2 trta®+x)= (230)
olarak elde edilir.
(b) Gerekli tiirevler agagidaki sekilde elde edilir:
f(z) =sin %, fl(z) = gcos %, f(z) = —%2 sin —, f/”( )= —%3 cos %

Istenen mutlak deger, £(z) sayis1 —1 ile 1 arasinda olmak {izere

If (@) = P(a)| = | =—r—
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12 o TE@)
= '87'2(7 +1)(z—0)(z—1)

3!

3 3
= 8#3! COSWT(JE) |2® — 2| < Z—8|x3—x|
—_——
<1

elde edilir. Simdi |23 — z| ifadesinin maksimum yaptig1 noktayr bulalim.

g(z) = 2% — x olarak goz éniine almsim. Buna gére g(—1) = g(1) = 0 ve
g’(z)=3x271=0:>w:i\/§
igin s
(D (2
oldugundan

7r_32\/§ _ 7r3\/§

) — P(a <7r_3.3, <7T_3 3 —
|f(z) = P(2)| = ¢]o” — 2] max |z° —

= 48 = 48 ~1<a<1 48 9 216
elde edilir.
Ornek 3.1.9. g(z) fonksiyonu g, x1, - - - , T_1 ve h(z) fonksiyonu z1, o, - - , zp
noktalarinda f(x) fonksiyonunu interpole ediyor ise
To— T
k(z) = g(z) + ———(g(x) — h(z))
Tn — X0
seklinde tamimlanan k(z) fonksiyonunun f(x)1 zg, 1, - , 2, noktalarinda in-
terpole ettigini gosteriniz.
Coziim. g(x) fonksiyonu xg, 21, - , 2,1 noktalarinda f(z)’i interpole ettigin-

den
05i<(n—1) igin g(z;) = f(z;)

esitligi saglanir. Benzer sekilde h(x) fonksiyonu 1,9, -+, 2, noktalarmda
f(z)’1 interpole ettiginden

1<i<n igin h(x;) = f(x;)
esitligi gergeklenir. Buna gore
12is (n—1) igin g(zi) = h(zi)
dir. Simdi

o — T

k(z) = g(x) + (9(z) = h(z))

Tn — X0
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