1 On Bilgiler ve Hata Analizi

1.1 On Bilgiler

1.1.1 Limit ve Stireklilik

Tanim 1.1.1. f fonksiyonu bir X reel sayi1 climlesi {izerinde tanimlanmis olsun.
Her e porzitif sayisina kargilk 0 < |z — 29| < § (z € X) oldugu miiddetce
|f(z) — L| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi var ise bu durumda f fonksiyonun
ro noktasinda limiti L’dir denir ve

lim f(z)=1L

Tr—xo

olarak yazilir (Bkz. Sekil 1.1).

xo—0 Ty To+ 6

Sekil 1.1: Limit ifadesinin geometrik gosterilimi

Tanmim 1.1.2. f fonksiyonu bir X reel say1 climlesi lizerinde tanimlanmig ve
xg € X olsun. Bu durumda

Jlim f(z) = f(w0)
esitligi saglamiyor ise f fonksiyonuna zy noktasinda siireklidir denir. Eger f

fonksiyonu X cilimlesinin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonu X ciimlesi
tizerinde siireklidir denir.



Bir X climlesi iizerinde siirekli olan tiim fonksiyonlarin ciimlesi C'(X) ile
gosterilsin. Eger X climlesi reel say1 dogrusu iizerindeki bir aralik ise bu no-
tasyonda parantezler ihmal edilecektir. Ornegin, [a,b] kapal arahgi iizerinde
stirekli fonksiyonlarin ctimlesi Cfa, b] olarak ifade edilir. Benzer gekilde R, reel
sayilar ciimlesi {izerindeki her noktada stirekli olan fonksiyonlarin ctimlesi C'(R)
veya C(—o00,00) seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.3. {z,}>2, reel sayilarin sonsuz bir dizisi olsun. Her € > 0 sayisina
kargihik n > N(e) oldugu miiddetge |z, — x| < ¢ egitsizligini saglayan bir N (¢)
pozitif tamsayisi var ise bu dizinin limiti 2’dir (ya da dizi 2’e yakimsar) denir
ve

lim z, =2 yada n —ocoicinazx, >z

n—oo
olarak gosterilir.

Teorem 1.1.4. f fonksiyonu bir X reel sayr cimlesi izerinde tanimlanmas ve
xg € X olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(a) f fonksiyonu xo noktasinda streklidir;

(b) X i¢indeki herhangi bir {x,}° reel sayr dizisi xo’a yakinsiyor ise
lim, oo f(zn) = f(z0) esitligi saglanar.
Bir fonksiyonunun 6ngoriilebilir davranigi igin minimum beklenti, gbz 6niine

aliman fonksiyonun siirekli olmasidir. Dolayisiyla bu derste siirekli fonksiyonlar
iizerinden yaklagimlar yapilacaktir.

1.1.2 Diferansiyellenebilme

Tanmim 1.1.5. f fonksiyonu zy noktasini igeren bir agik aralikta tanimlanmig

olsun. Eger

T—TQ r — X

limiti var ise f fonksiyonuna xy noktasinda diferansiyellenebilir denir. f’(z)
degeri f fonksiyonunun xy noktasindaki tiirevi olarak adlandirilir. Bir X ctim-
lesinin her noktasinda tiirevi olan bir fonksiyona X lizerinde diferansiyelle-
nebilir denir.

f'(z0) sayis1 f fonksiyonuna (zg, f(zo)) noktasindan gizilen tegetin egimidir
(Bkz. Sekil 1.2).

Teorem 1.1.6. f fonksiyonu z¢ noktasinda diferansiyellenebilirse bu noktada
aym zamanda streklidir.

Takip eden teoremler, hata tahminleri i¢in geligtirilen metotlarda 6nemli
yere sahiptirler. Buradan 6nceki ve sonraki teoremlerin ispatlari Analiz dersle-
rinde yapildigindan ispatlar Niimerik Analiz dersi miifredat1 dahilinde degildir.
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f'(zo) egimine sahip teget

f(xo)

Zo

Sekil 1.2: Tiirev ifadesinin geometrik gosterilimi

X reel say1 climlesi tizerinde n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksi-
yonlarin climlesi C™(X) ile, her mertebeden tiireve sahip fonksiyonlarin ciim-
lesi C*°(X) ile gosterilsin. Polinom, rasyonel, trigonometrik, tistel ve logarit-
mik fonksiyonlar, X bu fonksiyonlarin tanimli oldugu climleyi géstermek iizere,
C>(X) climlesine aittirler. Daha 6nceden de vurgulandig: gibi X ciimlesi reel

say1 dogrusu iizerinde bir aralig1 gosteriyor ise bu notasyonda parantezler ihmal
edilecektir.

Teorem 1.1.7. (Rolle Teoremi)
f € Cla,b] ve f fonksiyonu (a,b) arahiginda diferansiyellenebilir olsun. Eger
f(a) = f(b) esitligi saglanwyor ise f'(c) = 0 olacak sekilde (a,b) arahginda bir
¢ sayist vardir (Bkz. Sekil 1.3).

a c b

Sekil 1.3: Rolle teoremi

Teorem 1.1.8. (Ortalama Deger Teoremi)
f € Cla,b] ve f fonksiyonu (a,b) aralginda diferansiyellenebilir olsun. Bu
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durumda (a,b) aralg iginde

f() = f(a)

R

esitligini saglayan bir ¢ sayisy vardir (Bkz. Sekil 1.4).

Paralel dogrular

"

ru

\
8

Sekil 1.4: Ortalama deger teoremi

Teorem 1.1.9. (Ekstremum Deger Teoremi)

f € Cla,b] ise her x € [a,b] i¢in f(c1) < f(x) < f(c2) olacak sekilde c1,co €
[a,b] sayilart vardir. Buna ek olarak eger f fonksiyonu (a,b) araliginda dife-
ransiyellenebilir ise ¢1 ve co sayart ya [a,b] araliginan u¢ noktalardir ya da
f! tireving sifir yapan degerlerdir (Bkz. Sekil 1.5).

a ¢ c1 b

Sekil 1.5: Ekstremum deger teoremi

Teorem 1.1.10. (Genellegtirilmig Rolle Teoremi)
f € Cla,b] fonksiyonu (a,b) araliginda n defa diferansiyellenebilir olsun. Ejer
a<mzpg < a1 < -0 < xpy < b gibi (n+ 1) tane farkl noktada f fonksiyonu
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sifir degerini alyor ise (xg,xz,) aralign i¢inde ve dolayisiyla (a,b) araliginda
) (c) = 0 esitligini saglayan bir ¢ sayist vardar.

Teorem 1.1.11. (Ara Deger Teoremi)

f € Cla,b] ve K sayist f(a) ile f(b) arasinda herhangi bir sayu olsun. Buna
gore (a,b) araliginda f(c) = K esitligini saglayan bir ¢ sayist vardir (Bkz. Sekil
1.6).

Yy
A
i) (a, f(a))
K y= f(z)
f(®) (b, £(b))
a c b >

Sekil 1.6: Ara deger teoremi

Ornek 1.1.12. 2° — 223+ 322 — 1 = 0 denkleminin [0, 1] arahgnda bir ¢6ziimii
oldugunu gosteriniz.

Coziim. f(x) = 2 — 22% + 322 — 1 fonksiyonu gz éniine alinsm. f fonksiyonu
[0, 1] araliginda siireklidir ve

FO)=-1<0 ve f(1)=1>0

esitliklerini gergekler. Dolayisiyla, Ara Deger Teoremi geregi 0 < x < 1 arali-
gindaki bir z sayisi icin 2° — 223 + 322 — 1 = 0 esitligi saglanir.

Algtirma 1.1.13. 2% — 32% + 22 — 1 = 0 denkleminin [0,2] arahgnda bir
¢Oztimi oldugunu gdsteriniz.

Alstirma 1.1.14. z — (Inx)® = 0 denkleminin [4,5] araliginda bir ¢ozimi
oldugunu gdésteriniz.

Alstirma 1.1.15. 22 — 222 — 42 + 3 = 0 denkleminin c¢éziimlerini iceren
araliklar: tespit ediniz.

1.1.3 Integral

Tanim 1.1.16. Her i = 1,2,--- ,n i¢in Ax; = x; — x;—1 olmak lizere a =
o <21 < -0 < x, = b egitsizligini saglayan xg, x1, - - - , x, sayilar: goéz oniline
alimsim ve [z;_1,z;] arahginda herhangi bir z; sayisi segilsin. Buna gore [a, b]
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araliginda f fonksiyonunun Riemann integrali agagida belirtilen limitin var-
lig1 durumunda

b n
/ f(x)de = lim Zf(zl)sz
e i=1

max Az;—0
olarak tanimlanir.

[a,b] araliginda siirekli olan f fonksiyonu ayni zamanda bu aralikta Ri-
emann integrallenebilirdir. Bu durum, hesapta kolaylik saglamasi bakimindan,
her ¢ = 1,2,--- ,n igin [a,b] arahgindaki z; noktalarimi egit aralikli olarak
z; = x; seklinde segebilmemizi saglar. Dolayisiyla, x; = a + i(b — a)/n olmak
iizere yukarida verilen integral tanimi

b n
. b—a
/a flx)de = Jim. — E_l en!
haline doniigiir (Bkz. Sekil 1.7).

Y
A

}/=f(w)

20N /7

> T

a=x9 %1 T2...Ti—1%j...Tp_10=12,

Sekil 1.7: Riemann integrali

Teorem 1.1.17. (Integaller icin Agirhkl Ortalama Deger Teoremi)
f € Cla,b], [a,b] dzerinde g fonksiyonunun Riemann integrali mevcut olsun ve
bu kapaly aralikta g(x) isaret degistirmesin. Buna gére (a,b) araliginda

b b
[ f@g@iz = ) [ gtz
esitligini saglayan bir ¢ sayst vardar.

g(z) = 1 olmas1 durumunda Teorem 1.1.17 ifadesi

b
fe) =y [ fla)da

seklinde ifade edilen ve f fonksiyonunun [a,b] kapali arahgindaki ortalama
degerini veren Integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi’ne doniigiir (Bkz.
Sekil 1.8).
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> T
a c b

Sekil 1.8: Integraller icin ortalama deger teoremi

1.1.4 Taylor Polinomlar: ve Serileri

Bu boliimiin son teoremi Taylor polinomlarii ifade eden asagidaki teoremdir.
Bu tip polinomlar niimerik analizde gok¢a kullanilirlar.

Teorem 1.1.18. (Taylor Teoremi)
f € C™a,b], fY tirevi [a,b] arahginda mevcut ve xo € [a,b] olsun. Bu
durumda

N(xO)
2!

") (g
(x—a:g)2+-~-+fT(!0)(a:—xo)”

Po(x) = f(zo) + f'(x0)(z — o) +

npk) (g
= Z fT('O)(x _ xo)k
k=0 )

ve her x € [a,b] i¢in xg ile x arasinda bir £(z) sayist

FrD (€ ()

Bulw) = (n+1)!

(x — ;zco)"Jrl

olmak tizere
f(x) = Pa(z) + Rn(2)

egitligini saglayacak sekilde mevcuttur.

Yukaridaki bigimde tanimlanan P, (x) polinomuna f fonksiyonunun z, ci-
varindaki n. Taylor polinomu ve R, (x) ifadesine de P,(z) ile iligkili kalan
terim (ya da kesme hatasi) adi verilir. Kesme hatasindaki £(x) sayis1 P, (x)
polinomunun civarinda agildigir x sayisina bagh oldugundan x’in bir fonksi-
yonudur. Taylor Teoremi en basit anlamda bu tip fonksiyonlarin varligini ve
degerlerinin x ile x(y arasinda oldugunu garantiler. Niimerik analiz konusu iceri-
sindeki en yaygin problemlerden birisi, belirtilen aralik icerisindeki bir x sayisi
igin f(»*+1)(¢(z)) ifadesine ait iist siir1 belirleme problemidir.
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n — oo i¢in P, (x)’in limitini almakla elde edilen sonsuz seri f fonksiyonu-
nun zq civarindaki Taylor serisi olarak adlandirilir. £y = 0 olmasi durumunda
Taylor polinomuna Maclaurin polinomu ve Taylor serisine de Maclaurin
serisi adi verilir.

Taylor polinomundaki kesme hatasi terimi, sonsuz bir seri toplamina sonlu
yaklagim yapilmasi sonucu olusan kesme hatasini igerir.

Ornek 1.1.19. ¢* fonksiyonunun z = 0 civarinda n. Taylor Polinomu P, (x)
ise

max |e¥ — P, (z)| £ 1076
0<z<1

esitsizligini saglayan en kii¢iik n dogal sayisini bulunuz.

Cozim. f(x) = e* fonksiyonunun her mertebeden siirekli tiirevleri vardir ve
her n € N icin f(x) = e® saglanir. 29 = 0 civarinda f(z) fonksiyonunun
n. Taylor Polinomu agiliminda olugan hata, {(z) says: 0 ile = arasinda olmak
lizere,

eb(x)

_ | it e ()
B (n+ 1)!96

(n+1)!

n+1

| R ()] (z —0)"*

ifadest ile verilir. Burada, 0 < x £ 1 oldugundan £(z) sayisi da 0 ile 1 arasinda
yer alir. Dolayisiyla

o)
(n+1)!

- _<10°°

n+1
v (n+1)! =

max |€*—P,(z)] = max |R,(x)| = max
0=z=1 0<z<1 0<2<1,086<1

elde edilir. Buradan e x 10% = 2718281.828 < (n + 1)! esitsizligini saglayan en
kii¢iik n sayisinin 9 oldugu sonucuna ulagilir.

Ornek 1.1.20. f(z) = cosz ve z¢ = 0 olsun.
(a) f fonksiyonunun zq civarinda ikinci Taylor polinomunu; ve
(b) f fonksiyonunun g civarinda iigiincii Taylor polinomunu
hesaplayimiz.

Cozim. f € C*°(R) oldugundan Taylor Teoremi her n > 0 i¢in uygulanabilir.
Ayrica

f'(x) = —sinz, f"(x) = —cosz, f"(x) =sinz ve fP(x)=cosz
oldugundan
£(0) =1,f(0) =0,f"(0) = =1 ve f"(0)=0
clde edilir.
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(a) n = 2 ve zp = 0 icin f(x) = cosz fonksiyonu, £(z) sayist genellikle
bilinmeyen 0 ile  arasinda bir say1 olmak iizere

1" O "
cosz = f(0) + f/(0)(z —0) + ! 2(' )(x —-0)%+ W(x —0)3
1o 15,
=1 5% +6x siné(x)
seklinde bir agihma sahiptir (Bkz. Sekil 1.9).
2 3
Yy =cosx

Sekil 1.9: y =cosx vey =1 — %xQ fonksiyonlarinin grafikleri

z = 0.01 olmas1 durumunda

—6

1 1 10
cos0.01 =1— 5(0.01)2—1—6(0.01)35in§(0.01) = 0.99995 + sin £(0.01)

elde edilir. Dolayisiyla cos0.01 degeri verilen Taylor polinomuyla yapilan
yaklagim ile 0.99995 olarak bulunur. Bu yaklagimin kesme hatasi ya da
diger ismi ile kalan terimi

—6

sin £(0.01) = 0.16 x 10~ %sin £(0.01)

olarak hesaplanir. sin £(0.01) ifadesini hesaplamak miimkiin olmamasina
kargin siniis fonksiyonunun tiim degerlerini [—1, 1] araliginda aldig1 bilin-
diginden cos0.01 ifadesi i¢in yapilan yaklagimda olugsan hata

| c0s0.01 — 0.99995| = 0.16 x 105 | sin £(0.01)| < 0.16 x 10~°
~—_—

<1

sayist ile sinirlidir. Buna gore 0.99995 yaklagik degeri ile cos 0.01’in gergek
degerinin en az ilk bes ondalig1 aynidir ve

0.9999483 = 0.99995 — 0.16 x 1075 < c0s0.01
< 0.99995 + 0.16 x 107 = 0.99995016

esitsizligi gerceklenir.
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Gergekte, hata icin bulunan st siir gercek hatadan ¢ok daha biiyiik
olabilir. Bu durum |siné(z)| igin kullamlan simirin zayifigindan kay-
naklanmaktadir. Eger her © € R i¢in |sinz| < 2 oldugu kullanilirsa
0 < &(x) < 0.01 esitliginden |sin&(z)| < 0.01 elde edilir ki bu ise olugan
hata igin bir stirm 0.16 x 10~% oldugu sonucunu verir.

(b) f"(0) = 0 oldugundan cosz fonksiyonunun zo = 0 civarinda iigiincii
Taylor polinonumu kalan terimi ile 0 < £(x) < 0.01 igin

1 1,
cosz =1 295 —|—24x cos &(x)
seklinde elde edilir. (a) sikkinda elde edilen P (z) polinomu ile Ps(x) poli-
nomu ayni oldugundan cos 0.01 degeri i¢in yapilan yaklagim yine 0.99995
olarak bulunur. Fakat ii¢lincii Taylor polinomu kullanilarak yapilan yak-
lagimda olugan hata siniri, ikinci Taylor polinomu kullanilarak yapilan
yaklagimda olusan hata simirindan daha kiigiiktiir. Gercekten, her x de-
geri igin |cosz| < 1 oldugu kullanilirsa

1 _
—4(0 01)* = 0.416 x 107°

‘—x cosﬁ

sonucuna ulagilir. Yani
| cos0.01 — 0.99995| < 0.416 x 10~°

ve

0.999949999583 = 0.99995 — 0.416 x 10™? < cos0.01
< 0.99995 4 0.416 x 10~ = 0.999950000417

esitsizlikleri elde edilir.

Gergek degerin bilinmemesi durumunda yapilan bir yaklagimin hassashigi-
nin saptanmasi, olugan hatanin iist sinir1 ile belirlendiginden kiiciik bir iist sinir
tespit etmek yaklagimin giivenirliliginin ortaya konmasi bakimindan 6nem ta-
simaktadir. Zira, bulunan bu {iist sinir gercek hata degerine egit ya da ondan
biiyiik olacaktir.

Algtirma 1.1.21. f(x) =Inz ve zg =1 olsun.

(a) zo civarimda f fonksiyonunun ikinci Taylor polinomunu kalan terimi ile
birlikte hesaplayimiz. Bu polinomu kullanarak In 1.1 i¢in bir yaklasik deger
bulunuz. Yaklasimda olusan hata i¢in bir dst sinwr hesaplayiniz.

(b) (a) sikkine tciinci Taylor polinomu igin tekrarlayiniz.

Ustel ve trigonometrik fonksiyonlar gibi tiirevi alinabilen siirekli fonksiyon-
lar i¢in, sonlu sayida terim kullanilarak yapilan yaklagimlar tam dogru bir sonug
vermez. Eklenecek her terim kiigiik de olsa yaklagimin iyilegmesine katkida
bulunur. Polinoma sonsuz sayida terim eklenirse tam dogru sonug elde edilir.
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Ornek 1.1.22. Ornek 1.1.20’de elde edilen iiciincii Taylor polinomunu ve kalan

terimini kullanarak o1
/ cos xdx
0

integralini yaklagik olarak hesaplayimiz ve bu yaklagimda olugan hata icin bir
iist sinir belirleyiniz.

Céziim. Ornek 1.1.20°de elde edilen figiincii Taylor polinomu hata terimi ile
birlikte integre edilirse

0.1 0.1 1 1 o1 ~
/ coszdr = / 1— 2% )de+ — z* cosé(x)dx

1 0.1 1 0.1 B
= [x — —xg} + = x* cosé(x)dx

6" |, T2/,
— 01— L1pyd /0'1 1 cosé(z)d
= U. 6 . 24 o X S X )ax

yani

0.1 1 )
/ cosxdr ~ 0.1 — 6(0.1)3 = 0.09983
0

elde edilir. Bu hesaptaki hata igin bir sir her z igin | cos€(z)| < 1 esitliginin
kalan teriminin integralinde kullanilmasi ile

1 ot ~ 0.1 ~
—/ xt cosé(x)dx| < — x| cosé(x)| da
<1
1ot 1 (0.1)° -
< o Yo = — =83x107"
<%, vidy = o7 8.3 x 10

seklinde bulunur. Istenen integralin gercek degeri

0.1
/ cosxdr = sinz|)" = sin0.1 ~ 0.099833416647
0

oldugundan bu yaklagimdaki gercek hata
|0.099833416647 — 0.09983| = 8.3314 x 10~°
dir ve bu sonug hata i¢gin bulunan {ist sinirdan daha kiigiiktiir.

Alistirma 1.1.23. z¢p = 1 civarinda f(x) = Inz fonksiyonunun kalan terimi
ile birlikte ticincid Taylor polinomunu kullanarak

1.1
/ Inxdzx
1

integralini yaklasik olarak hesaplayiniz ve bu yaklasimda olusan hata igin bir
st swnar belirleyiniz.
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Algtirma 1.1.24. (a) zo = 0 civarinda f(x) = e* cosx fonksiyonunun ka-
lan terimi ile birlikte Pa(x) ikinci Taylor polinomunu yazinaz.

(b) Py(z) polinomunu kullanarak f(0.5) degerine bir yaklasim yapinaz. Ayrica
| £(0.5) — P2(0.5)]

ifadesi i¢in bir st swmir hesaplayiniz ve buldugunuz bu degeri gercek hata
ile karsgilastirimaz.

(c) [0,1] araligendaki x degerleri igin | f(x) — Pa(z)| ifadesine ait bir st sunar
belirleyiniz.

(d) {01 Py(x)dx dejerini kullanarak fol f(z)dz integrali igin bir yaklasim bu-
unuz.

(e) (d) skkwnda verilen yaklagimda olusan hata igin bir dst sinuwr belirleyiniz.

1.2 Yuvarlama Hatalar1 ve Bilgisayar Aritmetigi

Her ne kadar niimerik teknikler analitik ¢6ziime yakin sonuclar verse de bir yak-
lagim icerdiginden arada bir fark, hata vardir. Temel olarak sayisal hatalar iki
tlirliiddiir. Bunlardan ilki Boliim 1.1°de anlatilan ve sayisal yontemlerde, mate-
matik islemler sonucunda elde edilen gercek degerleri ifade etmek igin kullanilan
yaklagimlar sonucu olugan farkliliklardan dogan kesme hatalaridir. Bir diger
hata cesidi olan yuvarlama hatalar: bilgisayarin biiyiikliikleri sadece belirli
sayida haneyle gosterebilmesinden kaynaklanir. Ornegin birbirini tekrar etme-
yen sonsuz sayida ondalik kisim iceren 7 transandant sayisim ifade etmek icin
bu sayinin sonlu sayida ondaligini igeren bir kismi géz 6niine alindiginda yuvar-
lama hatasi yapilmig olur. Bunlarin diginda insanin kendisinden kaynaklanan,
fiziksel veya matematiksel bir modelin olugturulmasinda, iglem yaparken veya
program yazarken yapilan veya denklemlerin katsayilarini belirlemek amaci ile
yapilan deneylerde olgiimlerde kullanilan aletlerin hassasligina bagl olarak olu-
san girig verisi hatalar: da s6z konusudur. Bu tip hatalar miifredat digidir.

1.2.1 1iki Tabanlh Makine Sayilari

Bilgisayarda tam sayilarin ifade edilmesi i¢in kullanilan 6zel bir yontem yoktur.
Tam sayilar ikili say1 sistemi kullanilarak ifade edilirler. Burada 6nemli olan
bir nokta, sayilarin ifade edilmesinde kullanilan bit sayisinin, gosterilebilecek
maksimum tam say1 degerini kisitlamasidir. Ornegin 16 bit kullanilarak yazi-
labilecek en biiyiik say1 2'6 = 65536 olmaktadir. Eger bu 16 bitin bir tanesini
isaret icin kullanarak sayiy1 ifade etmeye kalkarsak 2(16—1) = 32768 degeri elde
edilecektir. Eger tam say1 gosteriminde igaret biti kullaniliyorsa isaretli tam
say1 (signed integer), kullamlmiyorsa isaretsiz tam say: (unsigned integer)
adini alir. Tam say1 gosteriminde limitler agilirsa tagma (overflow, underflow)
problemi ile kargilagilir.
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Reel sayilarin gosterimi icin say sistemleri kullanilabilir olsa da bilgisayarda
cok kiiclik ve cok biiyiik reel sayilarin gosteriminde kayan nokta sayilari
kullanilir. Kayan nokta sayilari, bir say1 ile o saymin 10’un bir kuvveti ile
carpimi geklinde kullanilan bilimsel notasyona ¢ok benzer. Giiniimiizde kayan
nokta sayilarinin gosteriminde yaygin olarak kullanilan yontem IEEE 754 kayan
nokta aritmetik standardidir.

64 bit (ikili dijit) bir reel sayiy1 gostermek igin kullamlsin. s ile gosterilen
ilk bit saymin igaretini ifade eder ve 1 ya da 0 degerini alir. Burada 1 saymin
negatif, 0 ise pozitif oldugunu gosterir. s’yi 2 tabaninda yazilan, c ile gosterilen
ve karakteristik adi verilen 11 bitlik tst takip eder. ¢’nin ardindan ise 1/2
tabaninda yazilan, f ile gosterilen ve mantis adi verilen 52 bitlik kisim gelir.
Bu sistem kullanarak

(_1)32071023(1 + f)

formunda kayan nokta sayilar: elde edilir.

Kayan nokta gosterimi, hem kesirlerin hem de g¢ok biiyiik sayilarin bilgi-
sayarda gosterilmesine olanak tanir. Ancak bazi sakincalar: vardir. Ornegin,
kayan nokta sayilar: tamsayilara gore daha fazla yer tutar ve iglemler daha
uzun siirer. Daha da 6nemlisi, mantis sadece sonlu sayida anlamli basamak
tutabildiginden, bir hata olusturur. Béylece yuvarlama hatasi ortaya gikar.

Ornek 1.2.1. Agagidaki makine sayis1 goz oniine almsin:

0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000000.

En soldaki bit s = 0 oldugundan verilen sayimin pozitif oldugu sonucu elde
edilir. Sonraki 11 bit 10000000011, sayinin karakteristigidir ve ondalik olarak

c=1-29040-224---40-224+1-2' +1-29=1024+2+1=1027

sayisina esittir. Dolayisiyla saymm iist kism 2102771023 — 24 — 16’dir. Son
olarak 52 bitlik mantis kismi

1 3 4 5 8 12
1 1 1 1 1 1
=t (g) () () () () o (3)
seklinde yazilir. Sonug olarak verilen makine sayisi tam olarak

1 1 1 1 1 1
_1)59¢-1023 (¢ — (—1)0.91027-1023 [ -4+ —4 — 4+ — 4+ —
(-1) (1+f)=(1 T\t 5161352 " 256 T 2006
= 27.56640625

ondalik sayisina esittir. Diger taraftan yukarida verilen makine sayisindan bir
kiigiik say1

0 10000000011 1011100100001111111111111111111111111111111111111111
ve bir biiyiik say1

0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000001
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dir. Buna gore bizim orijinal makine sayimiz sadece 27.56640625 degerini gos-
termekle kalmayip yukarida verilen kendisinden bir biiyiik ve bir kii¢iik sayinin
isaret etmis oldugu sayilarla sinirli aralikta yer alan tiim sayilar1 géstermekte-
dir.

Bu formatta ifade edilebilecek

(i) en kiigiik pozitif say1: s =0, ¢ =1 ve f =0 i¢in

2710221 1 0) & 0.22251 x 10737,

(ii) en biiyiik say1: s = 0, ¢ = 2046 ve f =1 — 2752 i¢in

21023(2 — 2752) ~ 0.17977 x 103%°

oldugundan eger hesaplamalar sonucu elde edilen say1 271022(1 + 0)’den biiyiik
ise agagi-tagma, 21923(2 — 2752) sayisindan biiyiik ise yukari-tasma yagsanaca-
gidan hesaplamanin belirli bir hassaslik ile yapilmamasi durumunda prosediir
kesintiye ugrayacaktir. Ayrica, sifir sayisi igin iki tiirlii gosterilim vardir: pozitif
sifir igin s =0, ¢ = 0 ve f = 0; negatif sifir igin s =1, c=0 ve f =0.

1.2.2 Ondalik Makine Sayilari

Bu béliimde, her i =2,--- [k i¢in 1 < d; <9 ve 0 <d; <9 olmak tizere
io.dldg s dk x 10™

olarak ifade edilen k-dijit normalize edilmis ondalik kayan-nokta formun-
daki sayilar ile ilgilenecegiz.

Niimerik olarak makinede bir tagsmaya neden olmayan, normalize edilmig
pozitif

Yy = O.dldg . 'dkdk+1dk+2 <o x 10"

sayist goz Oniine almsin. y sayisinin kayan nokta formu fi(y) ile gosterilir ve
ondalik kisminin sadece k-dijit olarak alinmasi ile elde edilir. Bu k-dijitin be-
lirlenmesinde genel olarak iki yontem takip edilir. Bunlardan ilki kesme denen
ve dgy1dg+2 - -+ ondaliklarinin atilmasi ile elde edilen

Fl(y) = 0.dyds - - - dy x 107

sayidir. Bir digeri ise yuvarlama adi verilen ve 5 x 10"~ *+1 sayismin 3’ye
eklenmesi sonrasinda kesme yapilmasi ile elde edilen

fl(y) = 0.5152 s 5k x 10™

sayisidir. Kisaca yuvarlama yaparken dgy1 > 5 ise fl(y)’yi elde etmek igin d
sayisina 1 eklenirken (yukar1 yuvarlama), di11 < 5 ise k-dijitten sonra kesme
yapilir (agag1 yuvarlama). Eger agag1 yuvarlama yapiliyor ise her i = 1,2,--- |k
i¢in d; = d; olur. Bununla beraber, yukar: yuvarlama yapilmas: durumda tam
kisim da dahil olmak iizere tiim ondalik basamaklar degisebilir.

20



Say1 Normalize Edilmis Ondalik Form

1222000 0.1222 x 107
—0.0000345 —0.345 x 1074

0.0027 x 1073 0.27 x 1075
—3687.487 x 108 —0.3687487 x 10'2
0.1001 x 10~° 0.1001 x 10~°
9.26539874 x 102! 0.926539874 x 10~20

Ornek 1.2.2. Irrasyonel 7 sayismmn bes-dijit (a) kesme ve (b) yuvarlama
degerlerini elde ediniz.

Coziim. m = 3.141592654 - - - geklinde kendini tekrar etmeyen sonsuz ondaliga
sahip 7 sayis1 normalize edilerek

7 = 0.3141592654 - - - x 10"
olarak yazilsin. Buna gore
(a) bes-dijit kesme yapilarak 7 sayisinin kayan-nokta formu

fl(m) = 0.31415 x 10" = 3.1415,

(b) saymn altinci basamagi 9 oldugundan bes-dijit yuvarlama yapilarak =
sayisin kayan-nokta formu

fl(m) = (0.31415 + 0.00001) x 10" = 3.1416

olarak elde edilir.

Tanim 1.2.3. p sayisina bir yaklagim p* olsun. Bu durumda |p — p*| farkina

mutlak hata ve p # 0 olmak iizere ‘p ;” - ‘ oranina ise bagil hata adi verilir.

Ornek 1.2.4. Asagida verilen p degerlerine yapilan p* yaklagimlarinda olugan
mutlak ve bagil hatalar1 hesaplayiniz.

(a) p=0.3000 x 10, p* = 0.3100 x 10%;
(b) p=0.3000 x 1073, p* = 0.3100 x 10~3;
(c) p=0.3000 x 10%, p* = 0.3100 x 10%.
Céziim.

(a) Mutlak hata: [p — p*| = ]0.3000 x 10! —0.3100 x 10*| = 0.1

Bagil Hata: 20 = 00 = 0.3333 x 1071;

(b) Mutlak hata: |p — p*| = 0.3000 x 103 — 0.3100 x 10~3| = 0.1 x 10~*

Bagl Hata: 221 = ;OLA0 2 — 0.3333 < 107
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c) Mutlak hata: [p — p*| = |0. X X =0.1x
Mutlak h 0.3000 x 10* — 0.3100 x 10%| = 0.1 x 103

Bagil Hata: 22l = [OLA0 — 03333 x 1071,

Yukaridaki 6rnekte goriildiigii iizere tiim yaklasimlarda bagil hata 0.3333x 10!
iken mutlak hata farkh degerler almaktadir. Yapilan yaklagimda gergek degere
ne oranda yaklagildigini 6l¢gmek bakimindan bagil hata mutlak hataya gore daha
anlamlidir. Ornegin 100 km’lik bir yolu 101 km ve 1 km’lik yolu 2 km 6l¢mede
olugan mutlak hatalar 1 km iken bu 6l¢limlerin hangisinin daha kabul edilebilir
bir hata oranina sahip oldugunu anlamak icin bagil hatalarina bakmak gerekir.

Ornek 1.2.5. (a) f(z) = cosz — (z + 1)? fonksiyonunun z = 0 civarmda
iigiincii Taylor polinomunu hata terimini goz ardi ederek hesaplayiniz.

(b) Eger yukarida bulunan polinom 5-dijit yuvarlama artimetigi ile f(0.05)
degerini hesaplamak i¢in kullanilirsa olugacak mutlak ve bagil hatay tes-
pit ediniz.

Céziim.

(a) Hata terimi yazilmayacagindan {iglincii Taylor polinomunu hesaplamak
i¢in agagidaki iglemler yapilir:

f(z) =cosz — (z + 1), f(0) =cos0— (0+1)* =0,
f'(z)=—sinz—2(x+1), f(0)=-sin0—-2(0+1)=-2,
f'(x) = —cosx — 2, i 0):—cos0—2——3
f///(a:) — Sina}, f///(o) _
Buna gore

Py(x) = f(0) + f/l(!o) (x —0)+ L(!O)(x —0)% + w(x —-0)*

o2, 3 0

= —2x — Dk

olarak tigiincli Taylor polinomunu hesaplanir.
(b) 5-dijit yuvarlama artimetigi kullanilarak yapilan bu yaklagimda

P3(0.05) = —2(0.05) — 2(0.05)2 = —0.10375

olarak elde edilir. Buna gore mutlak hata

|£(0.05) — P5(0.05)| = | cos(0.05) — (0.05 + 1) — (—0.10375)]
=2.6039 x 10~ 7
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ve bagil hata da

|£(0.05) — P3(0.05)] | cos(0.05) — (0.05 + 1)* — (—0.10375)|
|£(0.05)] N | cos(0.05) — (0.05 + 1)2]
=2.5098 x 10~°

seklinde bulunur. Mutlak hatanin bagil hatadan daha kii¢iik ¢ikmasinin
nedeni yapilan yaklagimin gercek fonksiyon degerine ¢ok yakin olmasidir.

Tanmim 1.2.6.
lp — p*|
Ip|

<5x107?

esitsizligini saglayan, negatif olmayan en biiyiik ¢ pozitif tam sayis1 i¢in p*, p’ye
t anlamli basamakta bir yaklagimdir denir.

Verilen bir sayinin anlaml basamaklar: agagidaki sekilde tespit edilir:

e Tiim sifirdan farkh sayilar anlamli basamaktir:
4 sayisiin bir anlamh basamag vardir.
1.3 sayisiun iki anlamli basamag: vardir.
320 sayisinin iki anlamli basamagi vardir.
4325.334 sayisiin yedi anlamli basamagi vardir.

e Tim anlamli basamaklar arasinda kalan sifirlar anlamli basamaklardir:
109 sayisinin ii¢ anlamli basamag: vardir.
3.005 sayisinin dort anlamli basamag: vardir.
40.001 sayisinin bes anlamli basamag: vardir.

e Ondalikli bir sayida ondalik noktasinin saginda yer alan tiim sayilar an-
lamli basamaklardir:
0.10 sayisinin iki anlamli basamag: vardir (ilk sifir anlamh degildir, fakat
sondaki sifir anlamhdir).
0.0010 saywsinmn iki anlamh basamag) vardir (sondaki bir ve sifir).
3.20 sayisinin ii¢ anlamli basamagi vardir.
14.3000 sayisinin alti anlamli basamag) vardir.
400.00 sayisinin beg anlamli basamag1 vardir (ondalik noktasimin solunda
yer alan iki sifir anlamli oldugu bilinen 4 sayisinin saginda oldugundan
anlamhdir, ayrica ondalik noktasimin saginda yer alan sifirlar 4 ile sifir
arasinda yer aldigindan anlamlhidir).

x sayisinn k-dijit kayan nokta formu fl(x) ile gosterilsin. fI(z) sayisinin
yuvarlama aritmetigi kullanilarak elde edilmesi durumunda yaklagimda olugan
bagil hatanin bir iist siir1

|z — fi(x)]

< 0.5 x 107k
||
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dir. Gergekten: di # 0, n € Z olmak fizere x sayisi
x=0.didy - - - dpdpy1 -+ x 10"
seklinde verilsin.
e di11 < 5 olsun: Bu durumda fl(z) = 0.d1ds - - - di x 10™ oldugundan

@ — fl(2)]  |0.dads - dydp i1 -+ x 10" — 0.dyds - - - dy x 107]

|:E| |0.d1d2---dkdk+1 s X 10”|
__[0.diqrdpsn - x 10" < 05x 10" 0.5 % 10-F+1
|0.d1d2---dkdk+1 cee X 10”| - 0.1
bulunur.

e di.1 > 5 olsun: Bu durumda fi(x) = (0.dyds - - - dy) x 10™ — 10"~* oldu-
gundan

@ — fl()]  [0.dids - dydpyr - x 10" — (0.dyds - - dy) x 10" — 10" K]

|:E| |0.d1d2---dkdk+1 s X 10"|
_0.dgqrdpqa - x 10mF — 10" F|
N |0.d1d2---dkdk+1--- X 10”|
|(1 = 0.dpy1dpyo---) x 10"F|
|0.dids - - - dypdpyq -+ x 107
_ 05x 107k
- 0.1

elde edilir.

= 0.5 x 107 F+1

Diger taraftan k-dijit kesme aritmetigi kullamilarak fi(z) sayisinin elde edilmesi
durumunda olugacak bagil hata icin bir {ist sinir agagidaki sekilde verilir:

|$ — fl($)| . |0d1d2 s d/kd/kJrl <o x 10™ — O.dldg s dk X 10n|
|33| B |0.d1d2 .- 'dkdk+1 cee X 10”|
_ |0.dk+1dk+2 s X 10”_k|
|0.d1d2 cee dkdk+1 cee X 10"|
|0.dpi1dpt2 - |

= x 107%.
0.d1ds - - - dpdpyr - - |

Diger taraftan dy # 0 oldugundan paydanin alabilecegi minimum deger 0.1’dir.
Ayrica pay istten 1 ile sinirli oldugundan

seklinde bir iist sinir elde edilir.



1.3 Yakinsama Kavrami

Tanim 1.3.1. Yapilan bir hesabin herhangi bir adiminda olusan hata Ey > 0
ile, bu adim1 takip eden n adim sonrasinda olusan hatanin biiyiikligi ise F,
ile gdsterilsin.

e (' sayis1 n’den bagimsiz bir sabit olmak iizere E,, = CnFy saglaniyor ise

hatanin biiyiimesi lineerdir,

e (' > 1 olmak iizere E,, ~ C"Ej saglaniyor ise hatanin biiylimesi tisteldir

denir.

Tanimdan da anlagilacag: {izere bir algoritmada hatanin lineer biiyiimesi
genellikle kabul edilebilir bir durum iken iistel biiytimeye sahip bir algoritma
kullanilarak yaklagimda bulunmaktan kaginmak gerekir. Dolayisiyla lineer ha-
taya sahip bir yaklagim kararl, iistel hataya sahip bir yaklagim ise kararsiz
yapidadir (Bkz. Sekill.10).

A
E,
E, = C"E, Kararsiz Ustel Hata Biiyiimesi
- E, = CnEy Kararh Lineer Hata Biiylimesi
E, |
——t———+— n
1 2 3 4 5 6 7

Sekil 1.10: Ustel ve lineer hatalar

Ornek 1.3.2. ¢; ve ¢y reel sabitler olmak iizere {p, }2, dizisi her n = 0,1, - - -

icin
1 n
DPn =C1 (g) + 23"

seklinde tanimlansin. Buna gore
(a) {pn} dizisinin n =2,3,--- icin

10

Pn = ?pn—l — Pn-2

seklinde tanimlanan rekiirsif denklemin bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.
(b) po =1 ve p; = 1/3 olarak verilmesi durumunda ¢; ve co sabitlerini tespit

ediniz.
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(c) ¢1 ve cg igin (b)’de bulunan degerleri kullanarak p,, ifadesini daha sade
bir bi¢gimde ifade ediniz.

(d) (b)’de verilen py ve p; degerlerine kargilik ¢; ve ¢y sabitlerini tespit et-
mek i¢in beg-dijit yuvarlama algoritmasi uygulandiginda olugan hatanin
karakteristigini aragtiriniz.

Cézim.

(a) Verilen ifade, denklemde yerine yazilirsa

10 10 0" 1\"?
?pn—l —Pn—2 = E} <Cl (g) +623n_1> — <C1 (g) +CQ3"_2>
N\N""%/10 1 10
=Cl<§> <?x§—1)+c23”_2(§x3_1>
N\N""?/1
=C1 <§> <§) + 623n72 (9)
=c 1 " + 377« —
= 3 C20 = Pn.

elde edilir. Buna gore istenen saglanmaig olur.

(b) po=1vep = % olsun. Dolayisiyla sabitler

pp=1=2n=0: 1=c+c

1 ) 1 1 5 =c1=1c=0
= — = M —_ = =
P1 3:>7'l 3 361+ Co

seklinde tek tiirlii belirli olarak elde edilirler.

(c) Verilen dizi yukarida bulunan sabit degerleri kullanilarak

— 1n_3—”
Pn = 3 =

olarak en sade halde yazilabilir.

(d) Simdi dizinin terimlerinin bes-dijit yuvarlama aritmetigi kullanilarak ya-
zildigim varsayalim. Buna gore pj; = 1.0000 ve p7 = 0.33333’diir ve bu
durumda sabitler ¢; = 1.0000 ve ¢5 = —0.12500 x 107> geklinde elde
edilir. Gergekten:

py =1.0000=n=0: 1.0000=c] +c}
1
p; =033333=n=1: 0.33333= gc’{ + 3¢5
oldugundan

1
¢ = 1.0000 — ¢ = 0.33333 = £ (10000 — c5) + 3¢5 =
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1 1, . 1 8,
0.33333 = 37 3% + 3c; = 0.33333 — 3=3% =

~0.33333 x 107° = gc; = ¢ = —0.12500 x 10~°

ve

¢t =1.0000 — (—0.12500 x 1073) = ¢} = 1.0000

bulunur. Dolayisiyla rekiirsif seri, yeni bulunan katsayilar ile
1 n
p,, = 1.0000 (§> + (—0.12500 x 107°)3"

seklinde yazlabilir.

Simdi bu yaklagimda olugan (mutlak) hatanin karakteristigini inceleyelim:

lpn — | = ‘3‘” - (1.0000 <%) + (—0.12500 x 10—5)3") ‘
= 37" — 37" — (~0.12500 x 10~°) 3"
= (0.12500 x 107°) 3"

oldugundan bu prosediir kararsizdir. Ciinkii hata fistel olarak biiytimek-
tedir. Asagidaki tabloda bazi n degerleri i¢in bu yaklagimda olugan bagil
hata gosterilmektedir:

n  Hesaplanan p} Degeri Gercek p, Degeri Bagil Hata
0 0.10000 x 107 0.10000 x 107

1 0.33333 x 10° 0.33333 x 10°

2 0.11110 x 10° 0.11111 x 10° 9x 105
3 0.37000 x 10! 0.37037 x 10! 1x1073
4 0.12230 x 10! 0.12346 x 10! 9x103
5 0.37660 x 102 0.41152 x 1072 8 x 1072
6 0.32300 x 1073 0.13717 x 10~2 8 x 1071
7 —0.26893 x 102 0.45725 x 1073 7 % 100
8 —0.92872 x 1072 0.15242 x 103 6 x 10

Ornek 1.3.3. ¢; ve ¢y reel sabitler olmak iizere {p, }22, dizisi her n = 0,1, - - -
igin
Pn = C1+ C2n
seklinde tanimlansin. Buna gore
(a) {pn} dizisinin n =2,3,--- i¢in
Pn = 2pn—1 — Pn—2
seklinde tanimlanan rekiirsif denklemin bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.
(b) po =1 ve p; = 1/3 olarak verilmesi durumunda ¢; ve cq sabitlerini tespit

ediniz.
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(c) ¢1 ve cg igin (b)’de bulunan degerleri kullanarak p,, ifadesini daha sade
bir bi¢gimde ifade ediniz.

(d) (b)’de verilen py ve p; degerlerine kargilik ¢; ve ¢y sabitlerini tespit et-
mek i¢in beg-dijit yuvarlama algoritmasi uygulandiginda olugan hatanin
karakteristigini aragtiriniz.

Céziim.
(a) Verilen ifade, denklemde yerine yazilirsa
2pp—1 — Pn—2 =2(c1 + ca(n — 1)) — (¢1 + ca(n — 2))
= 2¢1 + 2ncy — 2¢9 — 1 — neg + 2¢9
=c1 +can = p,
elde edilir. Buna gore istenen saglanmaig olur.

(b) po=1vep = % olsun. Dolayisiyla sabitler

pp=1=n=0: 1l=ci4+c2-0=c¢ =1,
Lo L tepl=14+c= 2
= — n = M — = Co - = C Co = ——
Y41 3 3 1 2 2 2 3

seklinde tek tiirlii belirli olarak elde edilirler.

(c) Verilen dizi yukarida bulunan sabit degerleri kullanilarak

1 2

n=1—-n.

P 3
olarak en sade halde yazilabilir.

(d) Simdi dizinin terimlerinin bes-dijit yuvarlama aritmetigi kullanilarak ya-
zildigim varsayalim. Buna gore p§ = 1.0000 ve pj = 0.33333’diir ve bu
durumda sabitler ¢j = 1.0000 ve c5 = —0.66667 seklinde elde edilir. Ger-
cekten:

po =1.0000=n=0: 1.0000=c] +c5-0=c] = ¢ =1.0000
p1=033333=n=1: 033333=c]+c5-1=c] +c;=c; =—0.66667
oldugundan
Py, = 1.0000 + (—0.66667)n
elde edilir.

Simdi bu yaklagimda olugan (mutlak) hatanin karakteristigini inceleyelim:

2
|pn — Pyl = |1 — 3 (1.0000 + (—0.66667)n)

2
= ‘1—§n—1+0.66667-n

= <0.66667— ;) n
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oldugundan bu prosediir kararlidir. Ciinkii hata lineer olarak biiytimek-
tedir. Asagidaki tabloda bazi n degerleri i¢in bu yaklagimda olugan bagil
hata gosterilmektedir:

n  Hesaplanan p} Degeri Gercek p, Degeri Bagil Hata
0 0.10000 x 10T 0.10000 x 10T

1 0.33333 x 10° 0.33333 x 10°

2 —0.33330 x 10° —0.33333 x 10° 9x10°°
3 —0.10000 x 10! —0.10000 x 10! 0
4 —0.16670 x 10" —0.16667 x 10" 0
5 —0.23334 x 10! —0.23333 x 10! 4 %1075
6 —0.30000 x 10* —0.30000 x 10* 0
7 —0.36667 x 10* —0.36667 x 101 0
8 —0.43334 x 10* —0.43333 x 10* 2 x107°

1.3.1 Yakinsama Hiz

Iterasyon teknikleri kullanilarak yapilan yaklasimlarda genellikle diziler kulla-
nildigindan, bu béliimde bazi1 tanimlar verilerek dizilerin yakinsama hizi iize-
rinde durulacaktir.

Tanim 1.3.4. {5,}52, dizisi sifira, {a,}52; dizisi herhangi bir a sayisma
yakinsasin. Yeterince biiylik n degerleri i¢in

|l — af < K|B,]

esitsizligini saglayan bir K sayisi varsa, {a, 52, dizisi a’ya O(3,) hizinda
yakinsar denir ve a,, = a + O(f,,) yazilr.

Tamim 1.3.4%¢ gore {a,}52, dizisi istenen Ozelligi saglayan herhangi bir
{Bn}5o, dizisi ile kargilagtirilabilir olsa da biz hemen her durumda p > 0 i¢in

Bn:i

npbP

formundaki dizileri g6z 6niine alacagiz ve en biiylik p degeri ile ilgilenecegiz.
Burada o, = o + O(1/nP)’dir.

Ornek 1.3.5. n > 1 icin

n+1 R n+3
5~ Ve Gy = —3—
n

Qp =
n3

seklinde tanimlanan iki dizi g6z 6niine alinsin. Her ne kadar

. . on+1 A . n+3
lim o, = lim =0 ve lim &, = lim T = 0
n—o00 n—oo N n—o00 n—oo N

saglansa da {&,} dizisi limit degerine {a,} dizine gore daha hizli yakimsar.
Gergekten, bes-dijit yuvarlama aritmetigi kullanilarak agagidaki degerler elde
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edilir:

n 1 2 3 4 5 6 7
an  2.0000 0.75000 0.44444 0.31250 0.24000  0.19444  0.16327
&, 4.0000 0.62500 0.22222 0.10938 0.064000 0.041667 0.029155

Yukaridaki gekilde tanimlanan her iki dizinin de yakinsama hizini tespit ediniz.

Coziim. B = 1/n ve B, = 1/n? olarak tanimlansm.

1 1
o 0] = 52 < PP 9. 2 9,
n n n
e
v A _n+3<n+3n_4 1_4A
[ = 0 = nd = nd n? Bn

oldugundan {c,} dizisi sifira {1/n} nin sifira yakinsama hizinda yakinsarken
{a,,} dizisi aym degere daha hizl olarak {1/n?}nin sifira yakisama hizinda
yakinsar. Buna gore

1 1
an:0—|—0<—> ve @n=0+0<—2)
n n
yazilabilir.

O notasyonu ayrica fonksiyonlarin yakinsama hizlarini belirtmek igin de
kullanilir.

Tanim 1.3.6. limy_,0 G(h) = 0 ve limy,_o F'(h) = L olsun. Eger yeterince
kiigiik h degerleri icin
|F'(h) — L| < K|G(h)

esitsizligini saglayan bir K sayisi varsa F'(h) fonksiyonu L’ye O(G(h)) hizinda
yakinsar denir ve F'(h) = L + O(G(h)) yazilir.

Bu derste karsilagtirmada kullanilan G(h) fonksiyonu p > 0 olmak iizere
G(h) = h? formunda almacaktir. Dolayisiyla F'(h) = L + O(hP) esitligini sag-
layan en biiyilik p degeri ile ilgilenecektir.

Ornek 1.3.7. Kosiniis fonksiyonunun » = 0 civarmda iiciincii Taylor polino-
munu hata terimi ile birlikte goz éniine alarak

1
cosh + §h2 =1+O0(h")

oldugunu gosteriniz.

Céziim. Ornek 1.1.20’dan £(h) sayisi 0 ile h arasmda olmak iizere
h=1—1p2y Lyt £(h)
cosh = 5 51"t cos
seklinde yazilabilecegini biliyoruz. Buna gore
cosh + 1h2 —-1= ih4 cosé(h)
2 24
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esitligi elde edilir. Dolayisiyla

1
Bt < —pt
=24

<cosh—|— %h2) - 1} = }i cosé(h)

bulunur. Yani, h — 0 i¢in cosh + %h2 ifadesinin 1 limit degerine h*’iin 0’a
yakinsama hizinda yakinsadigi sonucu elde edilir. Bu ise

1
cosh + §h2 =1+0(h")

demektir.
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Soru-2-~

n > 1 i¢in
V14 2n2
oy = —— 8
" 3n
dizisinin yakimsama hizim tespit ediniz.
Cevap. Verilen {a,,}2, dizisinin limiti
. V14 2n? 1+ 2n?
m — =
n—roa 3n n~——>(x, 9n2

olarak bulunur. Buna gére n > 1 icin

V1i+2n2 V2 W1 4 2n%— nv?2

\f V2 _

V14 2n? + nx/i)

ay, — af =
| | 3n 3 3n V142102 +nv2
- 1+ 2n% —2n? ’ 1 1 ‘
3n(v1+ 2n2 + nv/2) 3n(v1+ 2n?+ n\/_) 13n(v0 + 2n2 + n/2)
oldugundan

1

a, —al <

elde edilir. Dolayisiyla

3n 3

3n(nv2 + n\/i)‘ B 6

V14 2n2 2 ,
#—iﬁ_()(

1
n2

1 1
/3 . nt
~—
K Bn

dir. Yani, {a,} dizisi v/2/3 limit degerine {1/n?}’nin sifira. yakinsama hizinda yakmsar.

\ Buyula Y, "/’\o"’tﬁjjoa v
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