2 Tek Degiskenli Denklemlerin Coziimleri

Bu boliimde niimerik yaklagimin en temel ugraglarindan birisi olan k6k bulma
problemi iizerinde durulacaktir. Bu siiregte verilen bir f fonksiyonu i¢in f(z) =
0 esitligini saglayan ve denklemin k&kii, ¢6zlimii ya da sifir yeri olarak ad-
landirilan reel z sayilarina gegitli metodlar kullanilarak yaklagimlarda bulunu-
lacaktir.

2.1 Ikiye BSlme Metodu

Kok bulma problemi incelenirken gz 6niine alinacak ilk teknik temel olarak
Ara Deger Teoremi kullanilarak elde edilen ikiye Bo6lme Metodudur.

f fonksiyonu [a,b] aralig: {izerinde tamimlh ve siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger f(a) ve f(b) degerlerinin isaretleri farkli ise Ara Deger Teoremi’ne gore
(a,b) arahginda f(p) = 0 esitligini saglayacak gekilde bir p sayis1 vardir. Bu
prosediir her ne kadar verilen aralikta birden fazla kdk olmasi durumunda da
kullanigh olsa dahi biz kolaylik saglamas1 bakimindan (a, b) araliginda f fonk-
siyonunun tek tiirlii belirli bir kokii oldugunu varsayacagiz.

Ikiye bolme yontemi f(a)f(b) < 0 olmak iizere, [a,b] araligini ikiye bol-
mek sureti ile pargalayarak her bir adimda kokiin yer aldig: alt araligin tespit
edilmesi olgusuna dayanir.

a1 = a, by = b olmak {lizere [a, b] araligimin orta noktasi olan

b1 —a a1 +b
pL=ar+ 12 1_ 12 1

noktasi goz oniine alinsin:
e Eger f(p1) =0 ise p = p; verilen denklemin kokiidiir.

o Eger f(p1) # 0ise f(p1) degeri ya f(a1) ya da f(b1) ile ayn isaretlidir.
— Eger f(p1) ile f(a1) aym isaretli ise p € (p1,b1) dir. Bu durumda
az = py ve by = by alinir.

— Eger f(p1) ile f(a1) farkl igaretli ise p € (a1,p1) dir. Bu durumda
az = a1 ve by = pp alinir.

Daha sonra verilen denklemin bir kokiini barindirdig: bilinen [ag, be] araliginin
orta noktasi yukarida anlatildig: sekilde tespit edilip ayni1 presediir uygulanarak
kok degeri verilen bir & hassaslik degeri ile belirlenir (Bkz Sekil 2.1).
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Sekil 2.1: Tkiye bélme metodu

Yukarida anlatilan prosediir sonlu sayida tekrarlandiktan sonra bulunan
deger, gergek kok degerine bir yaklagim olarak elde edilir. Dolayisiyla durma
kriteri dedigimiz bir tolerans degerinin saglandiginin, yani yapilan yaklagimin
istedigimiz ¢ hassashgida oldugunun kontrol edilmesi gerekir. Ornegin, bir e
degeri verildiginde p1, p2, - - - , pr her bir adimda kok degerine yapilan yaklagim-
lar olmak tizere n =1,2,--- | k igin

|pn — Pn—1] <&, (2.1)
‘pn _pn—1| < £, Pn 7é 0 (22)
|pnl
veya
|f(pn)l < e (2.3)

esitsizliklerinden herhangi biri saglandiginda yapilan yaklagimin istenen hassas-
likta oldugu kabul edilebilir. Bununla birlikte yukarida verilen durma kriter-
lerinin kullaniminda bazi zorluklar ortaya ¢ikmaktadir: Ornegin, 6yle {Pn}S%0
dizileri vardir ki p, — p,—1 fark: sifira yakinsamasina karsin dizinin kendisi
wraksaktir. Diger tarafta, f(p,) degeri sifira ¢ok yakinken p,, ifadesi verilen ara-
liktaki gercek kok degeri p’den cok farkl olabilir. Eger f ya da p hakkinda
herhangi bir bilgi verilmemigse (2.2) esitsizligini kullanmak oranin bagil hatay:
test etmeye yakin sonuglar vereceginden en uygun durma kriteridir.

Ikiye bolme algoritmas: kullamlarak bir yaklagim yapilmak istendiginde 6n-
celikle f(a)f(b) < 0 esitsizligini saglayacak [a, b] araligimin tespit edilmesi ge-
rekir. Her bir adimda, bulunan bu aralik ikiye boéliinerek kokii barindiran alt
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aralik tayin edildiginden, [a,b] baglangig araligimin kiigiik olmasi avantajli bir
durumdur. Ornegin f(x) = 22° — 2% +2 — 1 fonksiyonu gz 6niine alinsin (Bkz.
Sekil 2.2).

f(=4)f(4) <O ve f(0)f(1) <0

olmasina kargin f fonksiyonunun bir kokiinii barindiran [a, b] araligini [—4, 4]
yerine [0, 1] seklinde almak iglem yiikii agisindan daha mantiklidir.

Sekil 2.2: f(x) = 22® — 22 + x — 1 fonksiyonunun grafigi

Agagidaki 6rnek ikiye bélme metodunun ne sekilde igletildigine dair bir uy-
gulama olarak verilmektedir. Bu érnekte bagil hata sinirimin 0.0001°den kiiciik
oldugu bir yaklagim yapilmakta ve bu yaklagimi elde etmek igin

|p—pnl

Ip|

esitsizliginin saglanip saglanmadigina bakilmaktadir.

<1074

Ornek 2.1.1. f(x) = 2% + 422 — 10 = 0 denkleminin [1,2] arahginda bir koki
oldugunu gosteriniz ve ikiye bolme metodunu kullanarak bu araliktaki kéke en
az 10™* hassashkla bir yaklasimda bulununuz.

Cézim. f(1) = =5 < 0 ve f(2) = 14 > 0 oldugundan Teorem 1.1.8 ile verilen
Ara Deger Teoremi’'ne gore siirekli f(z) fonksiyonunun verilen aralikta en az
bir koki vardir.

Tkiye bolme metodunun ilk adiminda [1,2] araligimin orta noktasi 1.5 degeri
g6z oniine alinir. f(1.5) = 2.375 > 0 oldugundan koékiin [1,1.5] araliginda yer
aldig1 sonucu elde edilir. Dolayisiyla yeni arahigimiz [1, 1.5] olarak tespit edilir.
Bu araligin orta noktasi 1.25 degeri igin f(1.25) = —1.796875 < 0 oldugundan
kok degerinin [1.25, 1.5] araliginda yer aldigi sonucu elde edilir. [1.25, 1.5] arali-
gimin orta noktasi 1.375 degeri igin f(1.375) = 0.16211 > 0 oldugundan verilen
denkleme ait kokiin [1,1.375] araliginda yer aldigi sonucuna ulagilir. Benzer
sekilde hareket ederek agagidaki tablo elde edilir:
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n an Pn by, f(pn)
1 1.0 1.5 2.0 2.375
2 1.0 1.25 1.5 —1.796875
3 1.25 1.375 1.5 0.162109375
4 1.25 1.3125 1.375 —0.8483886719
5 1.3125 1.34375 1.375 —0.350982666
6 1.34375 1.359375 1.375 —0.09640884399
7 1.359375 1.3671875 1.375 0.03235578537
8 1.359375 1.36328125 1.3671875 —0.03214997053
9 1.36328125 1.365234375 1.3671875 0.00007202476263
10 1.36328125 1.364257813 1.365234375 —0.01604669075
11 | 1.364257813 1.364746094 1.365234375 —0.007989262813
12 | 1.364746094 1.364990234 1.365234375 —0.003959101523
13 | 1.364990234 1.365112305 1.365234375 —0.00194365901

Sekil 2.3’de f(x) fonksiyonunun x eksenini kestigi nokta, yani sifir yeri goste-
rilmektedir.

100?—
flz) = 2% +42% - 10

s0F

-s0

100}

~150

Sekil 2.3: f(x) = 23 + 422 — 10 fonksiyonun grafigi

Tablodan goriildiigii lizere 13 iterasyon sonucunda p kdkiine bir yaklagim
1.365112305 olarak elde edilmistir. Bu yaklagimda olugsan mutlak hata icin bir
siir

Ip — prs| < |bia — a1a| = |1.365234375 — 1.365112305| = 0.000122070

seklinde elde edilir. Diger taraftan |a14| < |p| oldugundan istenen durma kriteri
kullanmlarak

0.000122070
1.365112305

[p—p1s|  |b1a — a4l

= 0.8942121432 x 10~*
Ip| |a14]

sonucuna ulagilir. Buna gére yapilan yaklasimin hassashiginin en az 10~ oldugu
goriiliir. Aslinda dokuz ondalk basamak ile aranan kokiin gercek degeri p =
1.365230013’tiir. Bu durumda pg yaklagimi pi3’den daha iyi bir yaklagimdir.
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Bu olgu | f(p9)| < |f(p13)| olmasimdan sezilmekle birlikte gercek kok degerinin
ne oldugu bilinmeden kesin bir yargiya varmak dogru olmaz.

Ikiye bélme metodu konsept olarak her ne kadar kolay anlasilir olsa da
6nemli dezavantajlari vardir. |p — p,| farkimin ok kiiciik olmasini saglayacak n
iterasyon sayisi kimi zaman gok biiyiik bir say1 olabilir. Buna goére gergek kok
degerine yakinsamasi yavagtir. Fakat, metot kesinlikle kok degerine yakinsar.
Yani, eger verilen fonksiyon siirekli ise bu metot kullanilarak sifir yerine bir
yaklagimda bulunmak her zaman miimkiindiir. Dolayisiyla yakinsamasi daha
hizli metotlara gegcmeden o6nce ikiye b6lme metodunu incelemek bir baglangig
olarak 6nemlidir.

Ornek 2.1.2. ikiye bélme metodunu kullanarak e = 1073 hassaslhkla /3 de-
gerine bir yaklagimda bulununuz.

Céziim. Oncelikle metot verilen bir fonksiyonun koklerinin bulunmast icin kulla-
mldigindan kékii /3 olan bir fonksiyon tamimlamak gerekir. Tiim olas secimler
icerisinde s6z konusu fonksiyonu kolaylik saglamasi bakimindan f(z) = 22 — 3
olarak tamimlayip pozitif kokiinii g6z oniine alalim. Simdi f fonksiyonunun bu
kokiini barmdiran bir [a, b] araligi bulalim:

fla)= f(1.7) = =0.11 < 0 ve f(b) = f(1.8) =0.24 >0

oldugundan Ara Deger Teoremi’ne gore [a,b] = [1.7,1.8] arahgnda f(z) =
x? — 3 fonksiyonunun bir kékii vardir. Diger bir degisle v/3 degeri (1.7,1.8)
araliginda yer alir. Buna gore agagidaki tablo elde edilir:

n an Pn bn f(pn)
1 1.7 1.75 1.8 0.625 x 1071
2 1.7 1.725 1.75 —0.24375 x 107!
3 1.725 1.7375 1.75 0.1890625 x 10!
4 1.725 1.73125 1.7375 —0.27734375 x 1072
5 | 1.73125 1.734375 1.7375  0.8056640625 x 102
6 | 1.73125  1.7328125  1.734375  0.2639160156 x 10!
71 1.73125 1.73203125 1.7328125 —0.6774902344 x 10~*

Dolaysiyla | f(p7)| = 0.6774902344 x 10~* < 103 oldugundan verilen hassaslik
degeri ile aranan kok p =~ py = 1.73203125 seklinde elde edilir.

Ornek 2.1.3. (a) f(z) = e~* — sinz fonksiyonunun kokiinii barmdiran bir
aralik tespit ediniz.

(b) Yukarida tespit ettiginiz araliktaki koke ikiye bolme metodunun ilk 4
adimini gergekleyerek bir yaklagimda bulununuz.

Cozim.

(a) Her yerde siirekli f(z) fonksiyonu Ara Deger Teoremi’nin kogulunu sagla-
digindan reel sayilar i¢inde a < b esitsizligini saglayan bir a, b say: ¢iftini
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fla)f(b) < 0 ifadesini gergekleyecek gekilde bulmak yeterlidir. Burada
a =0 ve b =1 olarak g6z dniine alinirsa

fla)=f(0)=e’—sin0=1>0

ve
fo)=f(1)=e' —sinl =-0.47359 < 0

oldugundan f(0)f(1) < 0 kogulu saglanir. Bu ise Ara Deger Teoremi’'ne

gore [0, 1] araliginda f(z) = e~*—sin z fonksiyonunun bir kékiiniin oldugu

anlamina gelir.

n | an bn Pn f(pn)
110 1 0.5 0.12711
(b) 2 (05 1 0.75 —0.20927
3105 0.75 0.625 —0.049836
4105 0.625 0.5625 0.036480

Buna gére aranan kok 10! hassaslik ile p ~ ps = 0.5625 olarak bulunur.

Teorem 2.1.4. f € C[a,b] ve f(a)f(b) < 0 olsun. Bu durumda ikiye bélme me-
todu ile elde edilen {p,}>2, dizisi f fonksiyonunun verilen araliktaki p kikiine
yakinsar ve n > 1 i¢in
b—a

271,

|pn - p| <
egitsizligi saglanar.

Kamt. Her n > 1 igin p € (an, by) ve
by, — an

~ on—1

dir. Ayrica, p, = %(an + by,) oldugundan

1
elde edilir. 0

Ikiye blme metodunda

1
Ipn — p| < Q—n(b—a)

oldugundan {p, }22; dizisi p kékiine O (2%) hizinda yakinsar. Yani

1
n = Ol =—
Pn=p+ <2>

dir.
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Burada dikkat edilmesi gereken bir husus Teorem 2.1.4’in yapilan yakla-
simda olusan hata igin bir iist sinir belirlememize yardimci oldugudur. Bazi
durumlarda bu fist smir gercek hatadan cok biiyiik olabilir. Ornegin Ornek
2.1.1’de dokuzuncu yaklagim igin

2-1 .
Ip — po| < —5— = 1.953125 x 10 3
iken aslinda gercek hata degeri
|p — po| = |1.365230013 — 1.365234375| = 4.362 x 10°

olarak tespit edilir.

Ornek 2.1.5. a = a; = 1, b = by = 2 olmak fizere f(z) = 2° 4 42> — 10 = 0
denklemine en az 10~2 hassaslikla bir yaklagim ikiye bélme metodu kullanilarak
yapilmak istendiginde olugacak iterasyon sayisini hesaplayiniz.

Céziim. n iterasyon sayisini gostermek iizere
Ipn —p| <27"(b—a)=2"" <1073

esitsizligini gergekleyecek olan n sayisini tespit etmek gerekir. Buna gore 10
tabaninda gerekli logaritma iglemleri yapilirsa —nlog2 < —3log10 yani

n > 3 = 9.965784285
log2
elde edilir. Iterasyon sayis1 yukarida tespit edilen degerden biiyiik en yakin tam
say1 oldugundan on iterasyon sonucunda en az 10~3 hassaslik ile bir yaklasim
yapilmig olunacag: sonucuna ulagihr. Gercekten Ornek 2.1.1°de elde edilen tab-
loda p1o = 1.364257813 oldugundan olusan gergek hata

1.365230013 — 1.364257813| = 0.9722 x 1073 < 103

olup verilen iist sinir1 gegmez. Burada tekrar belirtmek gerekir ki yukaridaki
sekilde bulunan n iterasyon sayisi bazi durumlarda verilen hassaslik degeri ile
bir yaklagimda bulunmak i¢in yapilmasi gereken iterasyon sayisindan ¢ok daha
fazla olabilir.

2.2 Sabit Nokta Iterasyonu

Bir fonksiyonun sabit noktalari, fonksiyon altindaki gériintiisii yine kendi de-
gerine egit olan noktalaridir.

Tanim 2.2.1. Bir g fonksiyonu verilsin. g(p) = p esitligini saflayan bir nok-
taya g fonksiyonunun sabit noktasy denir.

Bu béliimde sabit nokta problemine bir ¢dziimiin ne sekilde bulunacag:
ve sabit nokta problemi ile k6k bulma problemi arasindaki iligki iizerinde du-
rulacaktir. Asagida anlatildigr anlamda kék bulma problemi ile sabit nokta
problemi birbirine denk simiflardir:
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